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4.3 Opis osiagniecia naukowego

Zjawiska kwantowe, takie jak splatanie i koherencja, stanowig podstawe podziatu na fizyke klasyczng i kwan-
towa. Sa one réwniez istotne dla szybko rozwijajacych sig technologii kwantowych, pozwalajac na nowe
podejscie do probleméw, ktérych nie sposéb rozwiazaé za pomoca klasycznych urzadzeri. Ramy teorii zaso-
béw kwantowych umozliwiaja iloSciowe badania dotyczace zjawisk splatania i koherencji, a takze ich roli w
kwantowych zastosowaniach technologicznych.

Wszystkie z dziesigciu artykutéw [H1-H10], ktére stanowia prezentowane osiagnigcie, badaja zjawiska kohe-
rencji kwantowej i splatania w systemach kwantowomechanicznych, wzajemne zaleznosci migdzy nimi, jak
réwniez zastosowanie splatania i koherencji w funkcji zasobéw stuzacych zadaniom kwantowej komunikacji.
W [H1] przedstawiliSmy pierwsze teoretyczne podejscie do aktywacji splatania z koherencji kwantowej, poda-
Jjac réwniez iloSciowa zalezno$¢ pomigdzy splataniem i koherencja w systemach kwantowych. Wyniki w [H1]
moga by¢ takze postrzegane jako pierwszy krok w kierunku rozszerzenia zasobowe;j teorii koherencji na sce-
nariusze rozproszone. Ten temat zostat szerzej oméwiony w [H5]. W [H6, H8] zbadali§my zasobowg teorig
koherencji w kontekscie pojedynczego egzemplarza uktadu, charakteryzujac przejécia uktadéw kwantowych
poprzez procesy nickoherentne, w tym eksperymentalne realizacje w optyce kwantowej [H8]. W [H4] wpro-
wadziliSmy i zbadaliSmy alternatywne podejécie do teorii koherencji, ktére uwzglgdnia mozliwe ograniczenia
energetyczne systemu. W [H2, H3, H9, H10] zbadaliSmy role koherencji i splatania w komunikacji kwantowe;.
W [H7] dokonaliSmy najnowszego przegladu dotyczacego zasobowej teorii koherencji kwantowej oraz jej roli
w technologii kwantowe;.

Niniejsza czgS¢ autoreferatu jest zorganizowana w nastepujacy sposéb. Podrozdziat 4.3.1 zawiera wprowa-
dzenie do teorii zasobéw kwantowych. Podrozdziat 4.3.2 dotyczy teorii zasob6w koherencji kwantowej. W
podrozdziale 4.3.3 oméwiono strukture teorii koherencji i niekoherentnej konwersji stanéw. Tematem podroz-
dziatu 4.3.4 jest zasobowa teoria koherencji w scenariuszach rozproszonych. W podrozdziale 4.3.5 przedsta-
wiono rol¢ koherencji i splatania w zadaniach komunikacji kwantowej. Krétkie podsumowanie i perspektywy
zaprezentowano w podrozdziale 4.3.6.

4.3.1 Wprowadzenie do teorii zasobéw kwantowych

Teorie zasobéw kwantowych [1] tworza wszechstronne ramy matematyczne, pozwalajace na systematyczne
badanie cech kwantowych i ich zastosowari w technologiach kwantowych. Podstawa kazdej teorii zasobéw
kwantowych sg darmowe stany i operacje. Darmowe stany sg stanami kwantowymi, ktére sg dostarczane bez
konsumpcji zasob6éw, za$ darmowe operacje sa manipulacjami systemu kwantowego, ktére moga by¢ wykony-
wane bez zuzycia zasob6w. Konkretny wybdr darmowych stanéw i operacji zalezy od analizowanej teorii i jest
zazwyczaj uzasadniony ograniczeniami eksperymentalnymi i technologicznymi. W zasobowej teorii splatania
[2, 3, 4, 5] ograniczenia s3 zdeterminowane uwarunkowaniem technologicznym dwéch przestrzennie rozdzie-
lonych stron, ktére moga wykonywaé pomiary kwantowe w swoich lokalnych laboratoriach, lecz nie moga
wymienia¢ migdzy sobg czastek kwantowych. Niemniej jednak moga one wymieniaé klasyczne informacje
bez dodatkowej konsumpcji zasob6w np. za pomoca standardowego telefonu. Sg to bardzo naturalne zato-
zenia, ktére trafnie oddajq aktualny stan technologii kwantowej: choé posiedli§my bardzo dobrg kontrole nad
uktadami kwantowymi w laboratorium, przestanie splatanych czastek na duze odlegloéci nadal pozostaje du-
zym wyzwaniem, mimo stwierdzonego znacznego postepu polegajacego na dystrybucji splatania na odlegtosé
1200 km [6]. Darmowe operacje w teorii splatania s3 zazwyczaj nazywane lokalnymi operacjami kwantowymi
i klasyczng komunikacja (local operations and classical communication, LOCC), a stany darmowe okre§lane
sg jako stany separowalne [5]:

psep = ) Pipf ® pf- (1)
i
Waznym stanem w teorii splatania jest stan singletowy:
1
|¥™) = —(|01) - |10)). 2
V2
3
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Rysunek 1: a: Ogélna struktura teorii zasobéw kwantowych. Kazda darmowa operacja /s pozostawia stan
darmowy p £ W obrebie zbioru stanéw darmowych (zielony obszar). Stany, ktére nie sa darmowe
nazywane s rowniez stanami zasobéw (niebieski obszar). Zastosowanie darmowej operacji A
do stanu zasobu p pozwala przeksztalcié go w inny stan zasobu . b: Asymptotyczna konwersja
pomiedzy stanami zasob6w p — ¢ ze wspétczynnikiem 2/7.

Wyzej przedstawiony stan mozna uzna¢ za najwazniejszy element tej teorii, poniewaz moze on zostaé prze-
ksztaicony w inny, dowolny stan w wyniku darmowych operacji [S]. Splatanie jest jednym z najwazniejszych
zasob6w technologii kwantowej, poniewaz moze ono zostaé wykorzystane do tak istotnych zadan jak telepor-
tacja kwantowa [7] i kryptografia kwantowa [8].

Podczas gdy teoria zasob6w splatania byta jedna z pierwszych kwantowych teorii zasob6w, najnowsze wyniki
pokazuja, ze nie wszystkie kwantowe zastosowania technologiczne opieraja si¢ na obecnoéci splatania, ale wy-
magaja innych rodzajéw nieklasycznosci, takich jak kwantowy dyskord [9] i koherencja [H7]. Obserwacja ta
doprowadzita do rozwoju innych kwantowych teorii zasobéw, takich Jjak termodynamika kwantowa [10, 11]
i koherencja [12, 13]. W teorii zasobéw termodynamiki kwantowej darmowe operacje zachowuja catkowita
energi¢ systemu i jego otoczenia, a stan darmowy jest dobrze znanym stanem Gibbsa. Zasobowa teoria kohe-
rencji ujmuje sytuacje, w ktérej brakuje zdolnosci do tworzenia superpozycji w bazie odniesienia. Teoria ta
zostanie oméwiona bardziej szczeg6towo w nastgpnym podrozdziale.

Zbiory stanéw darmowych i operacji okreslaja podstawows strukture teorii zasob6w, a w wielu przypadkach
pozwalajg odpowiedzie¢ na podstawowe pytania w ramach tej teorii. Jedno z najwazniejszych pytar dotyczy
problemu konwersji stanéw, podnoszac kwestie tego, czy dwa stany moga by¢ konwertowane w siebie nawza-
jem poprzez darmowa operacje, patrz rys. 1 a. Rozwiazanie tego problemu definiuje porzadek w przestrzeni
stanéw, pozwalajac na zidentyfikowanie najbardziej uzytecznych stanéw teorii jako tych, z ktérych wszystkie
inne stany moga by¢ utworzone. Jezeli stanu p nie da si¢ z pewnoscia przekonwertowaé na inny stan o, wéw-
czas nadal istnieje mozliwo$é konwersji stochastycznej z prawdopodobiefistwem P(p — o). Kolejny wazny
problem w kazdej kwantowej teorii zasob6w jest zwiazany z asymptotyczng konwersja stanéw, w ramach kt6-
rych dostgpnych jest N kopii stanu poczatkowego p. Celem tego procesu jest konwersja wspomnianych N
kopii stanu p do M kopii innego stanu o za pomoca darmowych operacji odpowiedniej teorii zasob6w, patrz
rys. 1b. Interesujaca nas w tym kontekscie liczba jest maksymalny wspéiczynnik konwersji R = M/N,
obliczony w asymptotycznej granicy nieskoficzonej liczby N — oo kopii stanu poczatkowego. W zasobowej
teorii splatania przyjmuje si¢ zazwyczaj, ze stan docelowy o jest stanem singletowym |¥~). W tym przy-
padku wspétczynnik R jest nazywany splataniem destylowalnym [14, 4]. Alternatywnie, poprzez ustawienie
stanu poczatkowego na |W™), odwrotny wspétczynnik konwersji 1/R jest znany jako koszt splatania [15] stanu
docelowego o.

Miara zasob6w pozwala na ilo§ciowe okreslenie ilosci zasob6w w stanie kwantowym p. Kazda miara zasobéw
R(p) jest nieujemna, a R(o) = 0 dla dowolnego stanu darmowego 0. Co wigcej, zadna miara zasobéw nie
zwigksza si¢ w wyniku dziatania darmowych operacji:

R(Af[p]) < R(p) ©))
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dla jakiejkolwiek darmowej operacji Ay. Oméwione powyzej koszty splatania i splatania destylowalnego sta-
nowia miary zasob6éw w ramach zasobowe;j teorii splatania.

4.3.2 Teoria zasobow koherenciji kwantowej

Koherencja kwantowa jest podstawowa wlasciwoscia uktadéw kwantowych, ktéra wynika z zasady superpo-
zycji mechaniki kwantowej. Biorac pod uwage dwa ortogonalne stany kwantowe |T) i ||} (ktére mogtyby na

LR

przyktad oznaczaé “spin w gore” i “spin w d6t” dla czastki o spine %), kazda superpozycja postaci

[Py =alD +b|l) Q)

oznacza réwniez mozliwy stan kwantowy, jezeli spetniony jest warunek normalizacji |22 + |b|? = 1. Dla
a,b # 0 stan [¢) ma koherencje w bazie {|T),|])}. Koherencja jest oczywiscie pojeciem zaleznym od bazy,
tzn. stan, ktéry posiada koherencje w jednej konkretnej bazie, nie musi posiadaé koherencji w innej. Jednak w
wielu eksperymentalnie istotnych scenariuszach jedna konkretna baza zostaje rzeczywiscie wyrézniona przez
nieunikniona dekoherencj¢. Oznacza to, ze rozsadnym rozwiazaniem jest zréznicowane podejscie do réznych
baz.

Koherencja kwantowa odgrywa wazna role w kilku zadaniach, ktére opieraja si¢ na prawach mechaniki kwan-
towej [H7]. Waznym przyktadem jest metrologia kwantowa [16], gdzie dazy si¢ do estymacji parametru ¢,
zakodowanego w ewolucji unitarnej Uy, = e~i?H_ Jezeli ewolucja unitarna Uy, dziata na stan kwantowy 1)), to
stan koficowy Uy, [1)) bedzie zawierat informacje o ¢ tylko i wytacznie wtedy, gdy stan |¢) posiada koheren-
cje w bazie stanéw wlasnych H. W termodynamice kwantowej koherencja kwantowa w odniesieniu do stanéw
wilasnych energii odgrywa kluczowa role w zrozumieniu mozliwych przej$é za pomoca proceséw zachowu-
jacych energi¢ [17, 18, 19, 20]]. Najnowsze wyniki pokazuja réwniez, ze koherencja kwantowa ma wigksze
znaczenie niz splatanie dla uchwycenia wydajnosci niekt6rych algorytméw kwantowych [21, 22]. W $wietle
tych wynikéw naturalne jest pytanie o og6lna role koherencji w teorii informacji kwantowej. Jedna z ogélnych
strategii jest badanie koherencji jako zasobu do manipulacji stanami kwantowymi, tj. wprowadzenie zasobowej
teorii koherencji [12, 13]. Cho¢ inne kwantowe teorie zasobdw, takie jak splatanie [2, 3, 4, 5], badano przez
dtugi czas, moze zaskoczy¢ fakt, iz zasobowa teoria koherencji zostata opracowana dopiero niedawno. Podczas
gdy podejscie przedstawione w [12] przyciagneto znaczng uwage i wigkszos¢ dzisiejsze;j literatury dotyczacej
koherencji opiera si¢ na tej pracy, pierwsze kroki w tym kierunku poczyniono w [23], gdzie opracowano zaso-
bowa teori¢ superpozycji. Inne powiazane podejScie znane jest jako zasobowa teoria asymetrii [24, 25].

W zasobowej teorii koherencji zbiér darmowych stanéw nazywany jest niekoherentnym [12]. Sa to wszystkie
stany, ktére s3 diagonalne w ustalonej bazie odniesienia {|i)}, tzn. mozna je zapisaé jako

o= pili)il. | s)

Zbidr niekoherentnych stanéw zostanie oznaczony jako . Nie istnieje jedna definicja darmowych operacii.
W ostatnich latach zaproponowano kilka alternatywnych pojeé, opartych na fizycznych lub matematycznych
rozwazaniach [H7]. Najwickszy mozliwy zestaw darmowych operacji jest nazywany maksymalnie niekohe-
rentnymi operacjami (maximally incoherent operations, MIO) [23]. Sa to operacje kwantowe, ktére zachowuja
zbiér stanéw niekoherentnych:

Aviolo] € I (6)

dla kazdego 0 € 7. Podzespét MIO to operacje niekoherentne (incoherent operations, I10) [12, 13]. Sa to
operacje, ktére moga by¢ zapisane jako:

Arolp] = ) KipK! ™

z niekoherentnymi operatorami Krausa K;, tj. K,-GKI / Tr[K,'aK? ] € T dla kazdego stanu niekoherentnego o.
Definicja ta jest umotywowana faktem, Ze operacja w réwnaniu (7) nie moze stworzy¢ koherencji, nawet jesli
jest interpretowana jako ogélny pomiar z postselekcja mozliwych wynikéw. Przeglad réznych klas operacji i
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ich wlasciwosci znajduje si¢ w artykule przegladowym [H7]. Waznym stanem w zasobowej teorii koherencji
jest stan maksymalnie koherentny:

1 d-1
|+> = 1) ’ (8)
s ; |

gdzie d jest wymiarem przestrzeni Hilberta. Uzywajac niekoherentnych operacji, mozliwe jest przeksztalcenie
|[+), w kazdy inny stan o tym samym wymiarze [12].

Interesujace jest réwniez to, ze ogdlna niekoherentna operacja, ktdra jest nickoherentna w jednej eksperymen-
talnej implementacji, moze potencjalnie stworzy¢ duza ilo$¢ koherencji w innej eksperymentalnej implementa-
cji, tj. w innym rozkladzie Krausa [H4]. Jako przyktad mozna podac operacj¢ na jednym kubicie z operatorami
Krausa,

Ko=10)(+], Ki=[1}(-| €))

gdzie |+) = (|0) = |1))/V2. Te operatory sa niekoherentne, poniewaz K; |) ~ |i) dlakazdego czystego stanu
|{). Ta sama operacja moze by¢ jednak wyrazona réwniez za pomocg operatoréw Krausa [H4]

Pas %(|0><+l £ |1)¢=1). (10)

Te operatory Krausa s3 niekoherentne, poniewaz L. |0) = |+). To spostrzezenie byto punktem poczatkowym
dla badania przeprowadzonego w [H4], gdzie wprowadziliSmy w szczegdlnosci zestawy operacji wymienio-
nych ponize;j.

» RzeczywiScie niekoherentne operacje (genuinely incoherent operations, GIO): operacje, ktére zachowujg
wszystkie niekoherentne stany, tzn. A[c] = o dla kazdego niekoherentnego stanu o.

» Catkowicie niekoherentne operacje (fully incoherent operations, FIO): operacje, ktére sg niekoherentne
w jakimkolwiek rozkladzie Krausa.

GIO jest podzbiorem FIO, co oznacza, ze oba zbiory sa niekoherentne niezaleznie od ich konkretnej pozycji
w rozkladzie Krausa [H4]. Zbiér GIO jest réwniez interesujacy z punktu widzenia termodynamiki kwantowej,
poniewaz operacje te nie pozwalajg na przej$cia migdzy réznymi niekoherentnymi stanami, a tym samym mogg
by¢ postrzegane jako operacje niekoherentne z dodatkowymi ograniczeniami (np. oszczedno$¢ energii) [H4].

Dokladne badanie GIO i FIO w [H4] ujawnia kilka interesujacych wtasciwosci tych operacji. W szczegdlnosci
GIO nie posiada ,,ztotej jednostki”: nie istnieje jeden stan, ktéry mozna by przeksztalci¢ na wszystkie inne
stany za poSrednictwem GIO. Podczas gdy GIO pozwala jedynie na transformacje w stany o tych samych
elementach diagonalnych, bardziej ogélne transformacje mozna uzyskadé, jesli weZmie si¢ pod uwage przejscia
probabilistyczne [H4]. Podczas gdy FIO jest zbiorem nadrzgdnym GIO, réwniez ten zestaw operacji nie posiada
,»ztotej jednostki”, a przeksztalcenia stanéw sa generalnie mozliwe tylko pomigdzy ograniczonymi rodzinami
stanéw [H4]. Waznym rezultatem jest stwierdzenie, ze kazda zasobowa teoria koherencji, ktéra ma ,,ztotg
jednostke”, musi zawiera¢ darmowe operacje, ktére tworzg koherencj¢ w pewnym rozktadzie Krausa [H4].

4.3.3 Struktura teorii koherenciji i niekoherentnego przeksztatcenia stanu

Ogélna operacja kwantowa dziatajaca na przestrzen Hilberta o wymiarze d moze byé zawsze zapisana jako
Alp] = 2 Kz-ng z co najwyzej d? operatorami Krausa. Biorac pod uwage, ze niekoherentna operacja moze
by¢ zawsze rozlozona na niekoherentne operatory Krausa K;, interesujace moze byé pytanie, ile niekoherent-
nych operatoréw Krausa jest wymaganych w tym rozktadzie. Nalezy pamigtac, ze minimalna liczba nieko-
herentnych operator6w Krausa moze (ogélnie) byé wigksza niz d2. Problem ten zostat poruszony w [H6],
gdzie pokazali$my, Ze kazda niekoherentna operacja dopuszcza rozktad z co najwyzej d* + 1 niekoherentnymi
operatorami Krausa. Dla d = 21 d = 3 zredukowali§my te liczby odpowiednio do 5 i 39 niekoherentnych ope-
ratoréw Krausa. Warto zauwazy¢, ze te granice nie sg generalnie optymalne. W szczegdlnosci dowiedziono,
ze dla d = 2 kazda niekoherentna operacja moze by¢ reprezentowana przez (co najwyzej) 4 niekoherentne
operatory Krausa [26].
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Rysunek 2: Stochastyczna niekoherentna konwersja stanu dla stanu poczgtkowego z wektorem Blocha r =
(0.6,0,0.7). Zielony obszar pokazuje obszar stanéw osiagalny z prawdopodobiefistwem 1.
Wszystkie stany w niebieskim obszarze sa osiagalne z prawdopodobiefistwem p > 0.5, przy czym
warto zwrdci¢ uwage na réwnanie (15). Wszystkie stany w obszarze zéttym sa osiagalne z praw-
dopodobiefistwem p > 1 — |r;| = 0.3. Szary obszar nie jest dostgpny z zadnym prawdopodobiei-
stwem niezerowym. Rysunek przedstawia ptaszczyzng x-z sfery Blocha. Caty osiggalny obszar
jest uzyskiwany przez obrét wokoét osi z. Rysunek zostat zaczerpnigty z [27].

Wyniki w [H6] postuzyly jako podstawa do badania konwersji stanu kwantowego poprzez niekoherentne ope-
racje, zar6wno w ukladach deterministycznych, jak i stochastycznych. Stan p moze zostaé przeksztalcony w
inny stan o poprzez deterministyczne, niekoherentne operacje, jezeli

o = Alp] (11)

dla pewne;j operacji niekoherentnej A. Jezeli deterministyczna konwersja pomigdzy dwoma stanami p i o nie
jest mozliwa, mogg one nadal pozwolié na stochastyczna, niekoherentna konwersje

1
o==) KipK} (12)
7 2250

z niepetnym zestawem niekoherentnych operatoréw Krausa K; takich, ze }; K}LK,- < 1 i prawdopodobiei-
stwem g = Tr[}); K,-pK;f]. Istotna wielko§¢ w tym zadaniu to optymalne prawdopodobienistwo konwersii,

zdefiniowane jako
; KipK?
ZK,-pK;‘ ;o‘:.&_}_ (13)
i Tr [Zi KipK] ]
W [H8] podali§my wyrazenie analityczne dla P(p — ¢) dla dowolnej pary stanéw jednokubitowych. Ozna-

czajac wektory Blocha stanu poczatkowego i koficowego, odpowiednio z r i s, oraz definiujac r = [r,% + rf,
stwierdza sig, ze P(p — o) = 0, jesli

P(p — o) =sup {Tr

252+ (1-1)s? > r2 (14)
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W przeciwnym razie

2
P(p—)G):min ks 5 it 1+

A+ )2 )

Deterministyczna konwersja P(p — o) = 1 zawiera si¢ w réwnaniu (15) jako przypadek szczeg6lny. Przy-
padek deterministyczny zostat rozpatrzony wcze$niej w [H6] i [28, 29, 30]. Narys. 2 przedstawiono zestaw
stanéw osiagalnych w wyniku deterministycznych i stochastycznych operacji niekoherentnych dla stanu po-
czatkowego z wektorem Blocha r = (0.6, 0,0.7). Co ciekawe, dla mieszanych stanéw poczatkowych istnieje
obszar stanéw, ktdry nie jest dostepny z zadnym prawdopodobiefistwem niezerowym (szary obszar na rys. 2).

W [HS8] przeprowadzono eksperymentalna niekoherentna konwersj¢ stanu. W tym celu opracowano uktad
optyczny pozwalajacy na wykonywanie optymalnych operacji niekoherentnych, ktére prowadza do uzyskania
maksymalnego prawdopodobieristwa konwersji podanego w réwnaniu (15). Ta konfiguracja zostata réwniez
uzyta do wspomaganej niekoherentnej konwersji stanéw, ktéra zostanie oméwiona bardziej szczegétowo w
nastepnej sekcji.

4.3.4 Zasobowa teoria koherencji w scenariuszach rozproszonych

W [H1, H5, H8] opracowali§my zasobowa teorig¢ koherencji w scenariuszach rozproszonych, pozwalajaca na
badanie koherencji kwantowej jako zasobu w wieloczg$ciowych systemach kwantowych. Podstawg tych ram
jest definicja stanéw catkowicie niekoherentnych [H1]

"B = 3" py liNil* @ i) 1", (16)
ij

gdzie |i)A | j)B stanowia stany niekoherentne odpowiednio poduktadéw A i B. Dwuczgéciowa, niekohe-
rentna operacja jest nastepnie definiowana poprzez A[pAB] =D KipABK:.L, gdzie operatory Krausa K; nie
tworza koherencji w zakresie bazy produktu {|i )A lj )B }. Jak pokazano w [H1], poprzez dwuczesciowe, nieze-
rowe operacje koherentne, kazda niezerowa ilo§¢ koherencji moze by¢ zawsze przeksztalcona w splatanie. W
szczegodlnosci, biorac pod uwage stan p i niekoherentny stan pomocniczy ¢;, poprzez dwuczgéciowe operacje
niekoherentne mozliwe jest stworzenie splatania ze stanu catkowitego p ® o;, wtedy i tylko wtedy, gdy stan p
ma koherentno$¢. W [H1] przedstawiono réwniez iloSciowa zalezno§é miedzy koherencja a splataniem, przy
wykorzystaniu ogélnych miar splatania i koherencji opartych na odlegtosci:

E(p) =minD(p, ),  C(p) = minD(p, 0). (17)
UES oel

Tutaj S jest zbiorem stanéw separowalnych, a D jest odlegloscia kontraktywna na zbiorze stanéw kwantowych,

posiadajaca wtasciwosé D(A[p], Alo]) < D(p, o) dla kazdej operacji kwantowej A. W ten spos6b wielkosci

w réwnaniu (17) sa monotoniczne w odpowiedniej klasie operacji darmowych. Jak pokazano w [H1], dla

kazdego splatania i miary koherencji postaci (17) ilo§¢ splatania wytworzona ze stanu p przez dwuczesSciowa

niekoherentng operacj¢ A dziatajaca na p ® o; jest maksymalnie ograniczona przez koherencje p:

E(Alp® ai]) < C(p). (18)

Ponadto, biorac pod uwage dowolna miare splatania, maksymalna ilo$¢ splatania, ktéra moze zostaé utworzona
ze stanu p ® 0; poprzez dwuczgsciowe operacje niekoherentne zawsze prowadzi do miary koherencji na p [H1].

Innym waznym elementem teorii koherencji w scenariuszach rozproszonych sa lokalne operacje niekoherentne
i klasyczna komunikacja (local incoherent operations and classical communication, LICC). Operacje LICC zo-
staly wprowadzone i zbadane w [HS5] oraz niezaleznie od tego w [31]. Dotycza one sytuacji, w ktérej wystepuja
dwie, przestrzennie oddzielone od siebie strony Alice i Bob, ktére moga wykonywaé niekoherentne operacje
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w swoich lokalnych laboratoriach. Ponadto, Alice i Bob maja dostgp do klasycznego kanatu komunikacyj-
nego. Z tego wynika, ze operacje LICC odgrywaja podobna role jak LOCC w teorii splatania. Operacje LICC
przeksztatcajg catkowicie niekoherentny stan w inny catkowicie niekoherentny stan, patrz réwnanie (16).

W pelni niekoherentne stany w réwnaniu (16) przedstawiaja scenariusz symetryczny, w ktérym Alice i Bob
podlegaja tym samym ograniczeniom lokalnym. Interesujace jest réwniez rozwazenie asymetrycznego usta-
wienia, w ktérym Alice moze lokalnie wykonywaé dowolne operacje kwantowe, podczas gdy Bob moze wy-
konywac tylko niekoherentne operacje w swoim laboratorium. W tym ustawieniu wazna rol¢ odgrywa grupa
stanéw kwantowo-niekoherentnych (patrz [H5], [014], i [32, 22]):

0B = 3" piof @ liil®, (19)
i

gdzie {|i )B} jest stata niekoherentng baza Boba, za$ af‘ sq dowolnymi stanami Alice. Znaczenie tej grupy
polega na tym, ze jest ona niezmienna w ramach lokalnych operacji kwantowo-niekoherentnych i klasycznej
komunikacji (local quantum-incoherent operations and classical communication, LQICC) (patrz [H5]i [014]).
Operacje LQICC definiuje si¢ w taki sam sposéb jak LICC, poniewaz Alice moze wykonywac wszystkie ope-
racje kwantowe lokalnie.

Zar6éwno operacje LICC, jak i LQICC sa trudne do scharakteryzowania za pomocg metod matematycznych.
Ten problem dotyczy réwniez LOCC [5, 33]. Jednak w teorii splatania problem ten moze byé cze$ciowo
rozwiazany poprzez wprowadzenie operacji separowalnych. Sa to operacje dziatajace na stany dwucze$ciowe
p“8 w nastepujacy sposéb:

As[p*P] = )" Ai @ Bip*PA! ® B} (20)
i

gdzie operatory Krausa A; ® B; spetniaja warunek kompletnosci ); A}LA,- ® BfBi = 14p. Chociaz zestaw
separowalnych operacji jest znacznie wigkszy niz LOCC [34], zachowuje on jednak gtéwne cechy LOCC [5,
33]. Zainspirowani tymi wynikami, w [H5] wprowadzili§my klas¢ separowalnych operacji niekoherentnych
(separable incoherent operations, SI). Sa to operacje separowalne charakteryzujace si¢ tym, ze operatory A; i
B; nie tworzg lokalnej koherentnosci:

ArlkyA ~ 1Y%, Bi|m)® ~ |n)B. 1)

Nalezy zauwazy¢, ze LICC i SI maja wiele wspdlnych cech, z ktérych najwazniejsza jest zachowanie zestawu
catkowicie niekoherentnych stanéw, patrz réwnanie (16). W [H5] zbadali§my inne zbiory operacji, takie jak
kwantowo-niekoherentne operacje separowalne (separable quantum-incoherent operations, SQI). Sa to opera-
cje kwantowe, ktére mozna zapisa¢ tak jak w réwnaniu (20) z niekoherentnymi operatorami B;.

W [H5] zbadaliSmy relacje zawierania pomig¢dzy tymi zbiorami, dowodzac w szczegdlnoSci, ze operacje SI sa
$cistym nadzbiorem LICC, a SQI jest Scistym nadzbiorem LQICC. Nastepnie przeanalizowaliémy wydajno$é
tych operacji dla wspomaganej, koherentnej destylacji, kt6ra jest zadaniem, w ktérym Bob dazy do asympto-
tycznego wydobycia lokalnej koherentnosci, uzyskujac w tym samym czasie pomoc od Alice. W [H5] udo-
wodniliémy, Ze dla stanéw czystych wszystkie wyzej wymienione operacje prowadza do uzyskania takiej samej
wydajnos$ci w tym zadaniu. Ponadto wykazali§my, ze SQI ma przewage w poréwnaniu z innymi klasami w 13-
czeniu stanéw kwantowych. Wiecej szczeg6téw na ten temat mozna znalezé w rozdziale 4.3.5.

W [H8] wprowadziliSmy i zbadali§my zadanie zwane wspomaganq niekoherentnq konwersjq stanéw. W tym
zadaniu dwie oddalone od siebie strony, Alice i Bob, wspétdzielg stan kwantowy pAB i daza do przeksztatcenia
go w stan lokalny o® po stronie Boba poprzez operacje LQICC. W [H8] okresliliSmy (iPtymalne prawdopodo-
biefistwo dla tego procesu, jesli Alice i Bob wspétdziela czysty stan dwukubitowy |i) B,

Ll —is2imal

Pa (1) — 0®) = min {1, (1 - |2 @)

52+ 5

Tur = (ry, 1y, 1) oznacza wektor Blocha stanu poczatkowego Boba pB = I&A[lgb)(lpl]AB ,za8§s = (Sy,5y,5z)
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Rysunek 3: Wspomagana niekoherentna konwersja stanu dla stanéw Wernera z ¢ = 0.82451 g = 0.2075.
Prawy rysunek przedstawia rzeczywiste czesci sktadowe tomograficznie zrekonstruowanych sta-
néw kwantowych p(,‘;B. Odpowiadajace im wiernosci to 0.986 i 0.997. Lewa cze$¢ pokazuje gra-
nic¢ osiagalnego regionu dla konwersji w plaszczyZnie x-z. Linie ciagte pokazujg teoretycznie
przewidywane granice scharakteryzowane przez réwnanie (24). Kostki pokazujg wartosci uzyskane
doswiadczalnie. Rysunek zaczerpnigto z [HS].

oznacza wektor Blocha w stanie docelowym o8. OkresliliSmy réwniez optymalne prawdopodobieristwo kon-
wersji, jesli Alice i Bob wspétdziela dwukubitowy stan Wernera:

1
pa’ =qle" e I+ (1-9) . (23)
W tym przypadku optymalne prawdopodobiefistwo jest podane przez

s2+s]

Vi-s?’ (4)

0 w przeciwnym razie.

1 jesli g >
P, (p3? — o) = 1

Eksperymentalna konfiguracja do niekoherentnej konwersji stanéw (patrz poprzednia sekcja) zostata réwniez
uzyta do wykonania wspomaganej nickoherentnej konwersji stanéw z optyka liniowa, poprzez wykorzystanie
splatanych par fotonéw [H8]. W ten sposéb eksperymentalnie potwierdzono prawdopodobieristwa podane w
réwnaniach (22) i (24). Dla stanéw Wernera wyniki do§wiadczalne pokazano na rys. 3.

4.3.5 Splatanie i koherencja w zadaniach komunikacji kwantowej

W [H3] przedstawiliSmy jedno z pierwszych zastosowar wyzej ukazanego formalizmu koherencji w scenariu-
szach rozproszonych. W szczeg6lnoéci zbadaliSmy role splatania i koherencji w taczeniu stanéw kwantowych,
ktére jest podstawowym zadaniem w teorii informacji kwantowej [35, 36]. W tym zadaniu dwie strony (Alice
i Bob) maja na celu potaczenie swych czesci trzyczgsciowego stanu czystego |1}))RAB po stronie Boba w taki
sposoéb, aby caly stan pozostal nietknigty. W szczegdlnosci stan koricowy |¢)RB Z powinien pozostaé taki sam
jak |1/1)RAB , ale obie czastki B i B’ naleza teraz do Boba, patrz rys. 4. Aby osiagnaé ten cel, Alice i Bob mogg
uzywaé dodatkowych stanéw singletowych. Naturalne pytanie dotyczy minimalnego wspétczynnika stanu sin-
gletowego potrzebnego do przeprowadzenia procedury w ramach limitu wielu kopii stanu |¢)RAB . OdpowiedZ
na to pytanie zostata zaprezentowana w [35, 36]: minimalny wspétczynnik stanu singletowego dla tej procedury

Staeticon
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Osoba Posrednia Osoba Posrednia

0G| ® (8)

Alice Bob Alice Bob

Rysunek 4: Laczenie stanéw kwantowych. Alice, Bob i osoba posrednia dziela wspélny, czysty stan |¢) =
|IIJ)RAB . Na dodatek Bob jest w posiadaniu rejestru B’ (lewa strona). Celem zadania jest uzy-
skanie ostatecznego stanu |¢)RB E ktéry jest taki sam jak |1,b)RAB , poza tym, ze nazwy A i B’ sg

zamienione (prawa strona). Aby to osiagnaé, Alice i Bob majg dostep do dodatkowych stanéw
singletowych i klasycznej komunikacji.

jest podany za pomoca entropii warunkowej:
S(AIB) = S(p*?) - 5(p"), (25)

gdzie S(p) = —Tr[p log, p] stanowi entropie¢ von Neumanna.

Co ciekawe, podczas gdy klasyczna entropia warunkowa nigdy nie jest ujemna, kwantowa entropia warunkowa
moze by¢ dodatnia lub ujemna. Co istotne, wynik w [35, 36] dopuszcza w obu przypadkach interpretacj¢ ope-
racyjna. Jesli entropia warunkowa jest dodatnia, mozliwe jest faczenie z singletami z czgstotliwoscia S(A|B).
Jesli entropia warunkowa jest ujemna, mozliwe jest potaczenie bez zadnego splatania. Poza aczeniem stanu
bez kosztéw, Alice i Bob moga dodatkowo uzyskaé stany singletowe ze wspétczynnikiem —S(A|B).

W [H3] wprowadzili§my i zbadaliS§my zadanie niekoherentnego tqczenia stanéw kwantowych. W przeciwiefi-
stwie do standardowego taczenia stanéw kwantowych, w naszym przypadku Bob ogranicza si¢ do lokalnych
operacji niekoherentnych i potrzebuje dodatkowego Zrédta koherencji, jesli chce wdrozyé lokalnie bardziej
0goblng operacje. Alice moze wykonywaé dowolne operacje kwantowe lokalnie, a obie strony maja réwniez
dostep do klasycznego kanatu informacji. Innymi stowy, zestawem darmowych operacji w tym zadaniu jest
zestaw operacji LQICC pomigdzy Alice i Bobem, patrz poprzednia sekcja w celu ich zdefiniowania. Zasoby
sa kwantyfikowane za pomoca par splatania-koherencji (E, C). W tej sytuacji interesujg nas osiagalne pary
splatania-koherencji (E, C), tj. wsp6tczynniki splatania E i lokalnej koherencji C Boba, dla ktérych potaczenie
jest mozliwe.

Jednym z naszych gléwnych wynikéw w [H3] byta warto§¢ minimalna sumy splatania i koherencji dla kazde;j
mozliwej do osiagnigcia pary:

E+C 2 S(A%P[p*4P]) ~ S(AB[pR4P)). (26)

W tym przyktadzie AX[p] = 3; |i )(ilX pli)(i IX oznacza petne defazowanie p w odniesieniu do (ewentualnie
wieloczesciowego) poduktadu X. Warto zauwazy¢, ze wynik w réwnaniu (26) odnosi si¢ do dowolnych stanéw
mieszanych pRAB, tzn. wykracza poza scenariusz stanu czystego analizowanego w przypadku standardowego
aczenia stanéw kwantowych. Wynik ten prowadzi do fundamentalnego wgladu w procedure taczenia stanéw:
poniewaz prawa strona réwnania (26) jest nieujemna, suma splatania-koherencji E + C jest réwniez nieujemna.
Zatem zadna procedura faczenia stanéw nie moze prowadzi¢ do jednoczesnego uzyskania splatania i koherencji,
tzn. splatanie moze by¢ uzyskane tylko wtedy, gdy zapewniona jest koherencja i odwrotnie. Ten nieintuicyjny
wynik pokazuje zasadnicza wspodlzalezno$é pomigdzy splataniem i koherencja w scenariuszach rozproszonych.

W [H3] wykazano réwniez, ze warto§¢ minimalna w réwnaniu (26) jest $cista dla wszystkich stanéw czystych.
W szczeg6lnosci kazdy stan czysty |¢)RAB moze by¢ potaczony bez lokalnej koherencji po stronie Boba za
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pomoca stanu singletowego ze wspétczynnikiem
Eo = S(A"P[p"P]) - S(A[pP)). 27

Wynik ten ukazuje istotna rolg stanu zdefazowanego A48 [pAB] dla niekoherentnego laczenia stanéw kwanto-
wych. Podczas gdy w standardowym taczeniu stanéw kwantowych ilo§é wymaganego splatania jest okreslona
przez entropi¢ warunkowg pAB , to ilo$¢ splatania wymagana do potaczenia stanu bez uzycia koherencji lokalnej
réwna sig entropii warunkowej A4B[pAB].

Laczenie stanéw kwantowych okazato si¢ réwniez uzytecznym narzgdziem do wielocze$ciowego przeksztat-
cenia splatania [H10]. W szczeg6lnosci, biorac pod uwage dwa wieloczg$ciowe stany p i o, optymalny wspoét-
czynnik konwersji p — o poprzez wieloczgsciowe operacje LOCC w granicy asymptotycznej jest zdefinio-

wany jako:
) = 0} ! (28)
1

Tutaj A1,o0cc odzwierciedla wieloczg$ciowa operacje LOCC, za$ ||[M||; = TrVMTM oznacza norme §ladowa.
Jesli p i o sa stanami czystymi dwuczesciowymi, odpowiedni wspétczynnik konwersji mozna zapisaé jako [37],

A
R(p?® — ¢48) = 2—&:;;1—; (29)

gdzie Y48 = |[Y)(y |4 okresla projektor na stan czysty |¢)AB , podczas gdy ¥4 = Trp[yAB] stanowi zredu-
kowany stan Alice. W [H10] rozszerzyli§émy te wyniki na wigcej niz dwie strony, podajac warto$ci minimalne

i maksymalne dla wspétczynnikéw konwersji. Dla konwersji pomigdzy trzyczeSciowymi stanami czystymi
PABC — $HABC znalezlismy maksymalng wartosé [H10]

Ve ( p®k) _ oO®lrkl

k—o0 \ArL0CC

R(p — 0) =sup {r : lim ( inf

(30)

R$AEC — HABC) Smin{S(IPA) S(y?) S(¢C)}

S(¢4)" S(¢®)” 5(¢)

i minimalng warto§¢ [H10]

ABC _, 4ABCy s i S(y4) S(y?B) S(Hbc)}
S s {s<¢B)+s<¢C>’S(¢B)'5(¢C>'

Ta granica moze zosta¢ poprawiona poprzez permutacje stron, tj.

ABC _, 4ABCY 5 oo S@P) S S(Ebc)}
R~ 6% 2min | s Sy 569
ABC _, 4ABC - S(¥°) S(p*) S(IPB)}
R~ 610 2min (55 S e
Najlepsza granice uzyskuje si¢, przyjmujac maksimum réwnaf (31), (32) i (33). W szczeg6lnosci, gérny

i dolny zakres zbiegajg si¢ w wielu odpowiednich konfiguracjach, co mozna wykazaé, uwzgledniajac stany
czyste postaci

€2y

(32)

(33)

|1P)ABC = cos & |000) + sin asin $ [011) + sin a cos § |101) (34)
z liczbami rzeczywistymi a, 8, ktére zamierzamy przeksztatci¢ w stan GHZ
1
V2

Narys. 5 pokazano dolng granice otrzymang jako maksimum réwnari (31), (32) i (33) [linia ciagta]. Pokazano
réwniez réznic¢ pomigdzy gérna granica (30) a dolng granic [linia przerywana] w funkcji o dla g = 1/2. War-
tosci graniczne sg zbiezne dla duzego zakresu parametréw a, co oznacza, Ze nasza warto$¢ graniczna réwna
si¢ doktadnemu wspétczynnikowi transformacji dla tych przypadkéw. Dla wigcej niz 3 stron oznaczamy odpo-
wiednio stan poczatkowy i docelowy za pomoca yB1+BN oraz ¢pAB1--BN, Wartos¢ minimalna i maksymalna

SEeto

)P = —(|000) + |111)). (35)
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Rysunek 5: Dolna granica dla wspétczynnika konwersji ze stanu |1,I))AB € w réwnaniu (34) na stan GHZ [li-

nia ciagla] oraz réznica migdzy gérna i dolng granica [linia przerywana] dla § = 1/2. Rysunek
zaczerpnigto z [H10].

dla wspdtczynnika transformacji sa nastgpnie przedstawione w nastgpujacym réwnaniu [H10]:

min{——s("bAX) }
X | Zpex S(¢B)

gdzie X oznacza podukiad wszystkich Bob6w, tacznie ze zbiorem pustym.

S(y"
< R(ypABr-Bn —s pAB1-Br) < min E?i_&;' (36)

Omoéwione dotychczas wyniki dotycza scenariusza asymptotycznego, gdzie dostgpnych jest wiele kopii stanu
pRAB. Takie asymptotyczne ustawienia sg jednak poza zasiggiem obecnych technik eksperymentalnych, co
sprawia, ze wazne jest rozwazenie ustawienia pojedynczego egzemplarza. W [H2] zbadaliSmy sytuacje, w
ktérej Alice i Bob daza do polaczenia pojedynczej kopii stanu pR48 za pomoca operacji LOCC. W [H9] pod-
daliSmy analizie t¢ procedure, w przypadku gdy Alice i Bob maja dodatkowo dostep do stanéw kwantowych z
pozytywna czgéciowa transpozycja (positive partial transpose, PPT). Oméwiong procedure nazwano tgczeniem
stanéw kwantowych LOCC (LOCC quantum state merging, LQSM) [H2] i taczeniem stanéw kwantowych PPT
(PPT quantum state merging, PQSM) [H9]. Dla obu konfiguracji, stosowna wielko$¢ jest definiowana jako

Frocc(p) = sup F(of,01), Fepr(p) = sup F(oy, 0p). (37

ALocc AppT

W tym przypadku p = pR4B oznacza stan poczatkowy, za$ F(p, ) = Tr(/po+/p)*/? jest wiernoscia. Stan
docelowy oy = afBB' jest taki sam jak stan poczatkowy p = pRAB, z doktadnoécig do zmiany oznaczen
poduktadéw A i B’. Dla FLocc stan koficowy oy jest zdefiniowany jako

of =Tra [ALOCC (pRAB ® PBI)] / (38)

gdzie Apocc stanowi operacje LOCC migdzy systemem A Alice i systemem BB’ Boba, za$ pB' jest dowolnym
stanem poczatkowym rejestru Boba B’. Podobnie dla Fpp stan koficowy jest zdefiniowany jako

of =Trpz3 [ALocc (PRAB ®p”® #f»‘gT)] . (39)

gdzie y’égT jest dowolnym stanem PPT dzielonym przez Alice i Boba.

Jak dowiedziono w [H2, H9], wiernosci (37) dopuszczaja nastgpujace wartoSci graniczne:

Fepr(p) = Fioco(p) = 23T E-T)], (40)
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Powyzej IX :Y(,u) oznacza informacj¢ wzajemng migdzy poduktadami X i Y w stanie p = yXY:

XY () = S(X) + S(u¥) - S(u). (41)

Ponadto J jest skoncentrowang informacja, zdefiniowang jako maksymalna wzajemna informacja pomigdzy
Bobem i Osoba Posrednia, osiagalna poprzez LOCC w wykonaniu Alice i Boba [H2]:

J(p)= sup I*BE (o), (42)

Arocc

gdzie oy jest zdefiniowane jak w réwnaniu (38). Dow6d na istnienie drugiej nieréwnosci w réwnaniu (40)
zostat przedstawiony w [H2] i wykorzystuje on istotne wyniki badan Fawzi i Rennera [38].

Wyniki w [H2, H9] pozwalaja na analiz¢ mozliwos$ci potaczenia stanéw kwantowych poprzez LOCC (z i bez
dodatkowych stanéw PPT) na poziomie pojedynczego egzemplarza. Stan p dopuszcza doskonate LQSM z
jedng kopig wtedy i tylko wtedy, gdy Frocc(p) = 1. Odpowiednio, stan dopuszcza doskonate PQSM z
jedng kopig tylko i wytacznie wtedy, gdy Frpr(p) = 1. Co wigcej, wierno$é (37) moze by¢ rozszerzona do
przypadku asymptotycznego, poprzez zdefiniowanie [H2, H9]

Fioco(p) = lim Fiooc(p®),  Frpr(p) = lim Fopr(p®). 43)

Stan kwantowy dopuszcza doskonate asymptotyczne LQSM wtedy i tylko wtedy, gdy Froca(p) = 1. Podobnie
dopuszcza doskonate asymptotyczne PQSM wtedy i tylko wtedy, gdy Fppr(p) = 1.

Jednym z gtéwnych wynikéw [H9] jest nieréwno$é

Fepr(p) = Fepr(p®"), (44)

ktdra jest prawdziwa dla kazdego stanu p, ktéry jest PPT w odniesieniu do dwuczesciowego RA : B i dowolne;j
ilosci kopii 7 > 1. Wynik ten oznacza, ze dla wszystkich takich stanéw doskonate PQSM z jedna kopig jest
odpowiednikiem doskonatego asymptotycznego PQSM [H9]:

Fepr(p) = 1 &= Fppr(p) = 1. (45)

Innymi stowy, stany z ta wlasciwos$cia moga by¢ taczone asymptotycznie wtedy i tylko wtedy, gdy moga byé
taczone na poziomie pojedynczego egzemplarza. Jako zastosowanie tego wyniku, w [H9] przedstawili§my ro-
dzing w pelni separowalnych stanéw mieszanych, ktére nie dopuszczaja doskonatego asymptotycznego PQSM.
Nastgpnie wykazaliSmy w [H9], ze stany splatane PPT nie daja zadnych korzysci w aczeniu stanéw czystych.
W szczeg6lnosci, jesli Alice i Bob daza do potaczenia stanu |¢)RAB , wspélczynnik singletéw wymagany do
polaczenia jest tozsamy z entropia warunkowa w réwnaniu (25), nawet jesli Alice i Bob maja nieograniczony
dostep do stanéw splatanych PPT.

Rola koherencji kwantowej w faczeniu stanéw kwantowych z jedna kopig bez splatania zostata zbadana w [H5].
W szczeg6lnosci wykorzystaliSmy zadanie taczenia stanéw kwantowych do udowodnienia separacji pomigdzy
operacjami SQI a innymi klasami oméwionymi w punkcie 4.3.4 (w szczeg6lnosci LICC, LQICC i SI). Jak po-
kazano w [H5], istnieja stany mieszane, ktére moga by¢ doskonale potaczone za pomoca SQI, ale nie moga byé
potaczone za pomoca zadnego innego zbioru operacji w scenariuszu z jedng kopia, jesli nie istnieje dodatkowe
splatanie.

4.3.6 Podsumowanie i perspektywy

Podsumowujac, artykuty tworzace dorobek naukowy znacznie poprawity rozumienie podstawowych cech kwan-
towych, takich jak splatanie i koherencja kwantowa, relacja miedzy nimi oraz ich rola w zadaniach komunikacji
kwantowej. Nasze badania pokazuja, w jaki sposéb lokalne ograniczenia moga byé brane pod uwage w pro-
tokotach komunikacji kwantowej, a opracowane narzedzia beda przydatne do rozwiazania innych pokrewnych
probleméw. Jednym z potencjalnych kierunkéw badan na przyszto$¢ jest analiza komunikacji kwantowej z
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lokalnymi ograniczeniami energetycznymi, wynikajacymi z zasobowe;j teorii termodynamiki. Innym obiecu-
Jacym kierunkiem jest badanie zjawisk kwantowych istotnych dla obliczeri kwantowych. Podczas gdy idealny
komputer kwantowy, pracujacy na stanach czystych, wymaga splatania, aby wykazaé wyktadnicze przyspie-
szenie w stosunku do klasycznych obliczeii [39], sytuacja jest znacznie mniej jasna, jesli komputer kwantowy
wykorzystuje stany mieszane [40]. Otwiera to mozliwo$¢ stosowania algorytméw kwantowych pracujacych na
niesplatanych stanach mieszanych w wysokiej temperaturze, a jednoczesnie rozwiazujacych pewne klasy pro-
bleméw znacznie szybciej niz jakikolwiek znany algorytm klasyczny. Mamy nadzieje, ze metody opracowane
w [H1- H10] beda przydatne do rozwiazania tych i pokrewnych zagadnierfi w najblizszej przysztosci.
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5 INFORMACJA O WYKAZANIU SIE, ISTOTNA AKTYWNOSCIA
NAUKOWA REALIZOWANA W WIECEJ NIZ JEDNEJ UCZELNI,
INSTYTUCJI NAUKOWEJ, W SZCZEGOLNOSCI ZAGRANICZNEJ

5.1 Wykaz publikaciji realizowanych w wigecej niz jednej uczelni oraz instytuciji
naukowej, nieuwzglednionych w osiagnieciach wskazanych w sekcji 4

[O1] A. Streltsov i W. H. Zurek, Quantum Discord Cannot Be Shared, Phys. Rev. Lett. 111, 040401
(2013), wyrézniony na wniosek Redaktora.

[02] A. Streltsov, H. Kampermann i D. BruB, Limits for entanglement distribution with separable sta-
tes, Phys. Rev. A 90, 032323 (2014).

[O3] A. Streltsov, H. Kampermann, S. Wolk, M. Gessner i D. BruBB, Maximal coherence and the reso-

urce theory of purity, New J. Phys. 20, 053058 (2018).

5.2 Opis badan przeprowadzonych w wiecej niz jednej instytucji naukowej

Obronitem rozprawe doktorska w czerwcu 2013 roku na Uniwersytecie Heinricha Heinego w Diisseldorfie
(Niemcy). Temat mojego doktoratu brzmiat: ,,Rola korelacji kwantowych poza splataniem w teorii informacji
kwantowej”, za$§ promotorem mojej pracy byta Pani Prof. dr Dagmar BruB. Gtéwny cel rozprawy stanowilto
zbadanie og6lnych kwantowych korelacji poza splataniem (znanych réwniez jako dyskord kwantowy) i ich za-
stosowari w teorii informacji kwantowej. W okresie lipiec - wrzesien 2012 roku zrealizowalem pobyt badawczy
w Los Alamos National Laboratory (Los Alamos, USA), gdzie wsp6tpracowatem z doktorem Wojciechem H.
Zurkiem. Ta wizyta badawcza zaowocowata publikacja [O1], odkrywajaca wiasciwosci wspéldzielenia kwan-
towego dyskordu i jego znaczenia dla procesu pomiaru kwantowego. Publikacja [O1] zostata wyrézniona jako
sugestia redakcyjna w Physical Review Letters.

Po obronie doktoratu petnilem funkcje gtéwnego badacza w ramach wtasnego projektu w Instytucie Nauk Fo-
tonicznych ICFO (Barcelona, Hiszpania), ktére wspierata Fundacja Alexandra von Humboldta. W tym okresie
pracowatem nad dystrybucja splatania [O2], korzystajac z narzgdzi opracowanych podczas moich studiéw dok-
toranckich. Réwniez w Instytucie Nauk Fotonicznych ICFO rozpoczatem prace nad teoria zasobéw koherencji
kwantowej, ktéra zostata szerzej oméwiona w rozdziale 4 niniejszego autoreferatu. W lutym 2016 roku rozpo-
czatem prace na Wolnym Uniwersytecie w Berlinie (Niemcy), ponownie w charakterze gtéwnego badacza w
ramach wlasnego projektu wspieranego przez Fundacje Alexandra von Humboldta. Badania przeprowadzone w
Instytucie Nauk Fotonicznych ICFO i na Wolnym Uniwersytecie w Berlinie doprowadzity do publikacji [H3],
omawiajacej role lokalnej koherencji dla komunikacji kwantowej, oraz do publikacji [H4], gdzie wprowadzi-
liSmy i zbadaliSmy pojecie rzeczywistej koherencji kwantowej. Owe publikacje stanowia cze$é osiagnigcia
naukowego i mozna je znalezé w sekcji 4 w celu uzyskania wigcej szczeg6iéw.

W lutym 2017 roku rozpoczalem prace na Politechnice Gdariskiej jako gléwny badacz w ramach wlasnego
projektu wspieranego przez Stypendium Polonez 2, wspétfinansowanego przez Unig¢ Europejska i Narodowe
Centrum Nauki. W tym czasie opublikowatem artykut [H5], w ktérym zbadatem zasobowsa teori¢ koherencji
w scenariuszach rozproszonych. Wiedza, ktéra zdobytem w Instytucie Nauk Fotonicznych ICFO, na Wolnym
Uniwersytecie w Berlinie i na Politechnice Gdariskiej zaowocowata napisaniem gtéwnego artykutu przeglado-
wego na temat koherencji kwantowej i jej zastosowan w technologii kwantowej [H7]. Badania przeprowadzone
na Wolnym Uniwersytecie w Berlinie i na Politechnice Gdariskiej przyniosty réwniez rezultat w formie publi-
kacji [H6], w ktérej oméwiono strukture zasobéw teorii koherencji kwantowej. Ponadto, na Wolnym Uniwer-
sytecie w Berlinie i na Politechnice Gdariskiej ustalitem zwiazek ilo§ciowy miedzy teoria zasobéw koherencji i
czystoscia, ktéry pokazuje, ze czysto$¢ odpowiada maksymalnemu poziomowi koherencji osiggalnemu dzigki
operacjom unitarnym [O3]. W [O3] wykazano réwniez, ze istnieja uniwersalne, maksymalnie koherentne stany
mieszane, ktére sa optymalnymi zasobami w teorii koherencji wéréd wszystkich stanéw o statym spektrum. Dla
scenariuszy wieloczgSciowych podano réwniez ilo§ciowe wartosci graniczne pomigdzy czysto$cig, koherencja,
splataniem i dyskordem [O3].
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W grudniu 2018 roku rozpoczatem prace w Centrum Optycznych Technologii Kwantowych, Centrum Nowych
Technologii Uniwersytetu Warszawskiego, gdzie prowadze grupe badajaca nad teoriami zasob6w kwantowych
i ich zastosowaniami dla technologii kwantowej. Ten nowy rozdzial w mojej karierze naukowej zaowocowat
publikacjg artykutu [H10], przedstawiajacy potezne wartosci graniczne dla wspétczynnikéw transformacji w
wieloczgsciowej teorii splatania. Artykut powstat na podstawie badan przeprowadzonych na Wolnym Uniwer-
sytecie w Berlinie, na Politechnice Gdafiskiej oraz w Centrum Optycznych Technologii Kwantowych.

6 OSIAGNIECIA DYDAKTYCZNE | ORGANIZACYJNE

6.1 Osiagniecia dydaktyczne

Od grudnia 2018 roku jestem Liderem Grupy Badawczej w Centrum Optycznych Technologii Kwantowych,
Centrum Nowych Technologii Uniwersytetu Warszawskiego. Stanowisko to nie wymaga prowadzenia zajeé
dydaktycznych. Jednakze z wlasnej inicjatywy zglositem cheé nauczania na Wydziale Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego w semestrze letnim 2019/2020, gdzie prowadzitem wyklad pt. ,,Zaawansowana Informacja
Kwantowa: Splatanie i Nielokalno$¢”, ktérego taczny wymiar wyniést 30 godzin. Wyklad byt prowadzony
wspdlnie przeze mnie i doktora Jedrzeja Kaniewskiego. Kazdy z nas wyglosit 15 godzin wyktadu. Ze wzgledu
na pandemi¢ COVID-19 wyktady byly prowadzone zdalnie. Aby zapewnié wysoka jako$é nauczania pomimo
tej niecodziennej sytuacji, prowadziliSmy cotygodniowe zajecia online dla studentéw, ktére odbywaty sie w
pierwotnie zarezerwowanych dla wyktadu przedziatach czasowych. Przygotowali$§my materiaty wykladowe
dla studentéw i w ramach zaje¢ online mieli§my réwniez mozliwos¢ udzielenia odpowiedzi na ewentualne py-
tania uczestnikéw. Dodatkowo dostarczyliSmy studentom bardzo szczegélowe notatki z wykladéw. Ponadto
wydaliSmy pigé arkuszy zadai domowych (trzy przygotowane przeze mnie i dwa przez doktora Kaniewskiego),
ktére studenci rozwigzali w domu przy pomocy szczeg6towych notatek z wyktadu. Na koniec wyktadu przygo-
towaliSmy arkusz egzaminacyjny, ktéry studenci rozwiazali indywidualnie, aby nastgpnie oméwié go na kofi-
cowym egzaminie ustnym, ktéry odbyt si¢ w formacie online. Wigkszo$¢ studentéw pomy$lnie zdata egzamin
koricowy, a od kilku studentéw otrzymali§my pozytywne opinie o wyktadzie.

W okresie studiéw doktoranckich (grudzieri 2009 - czerwiec 2013) petnitem rolg asystenta naukowego na Uni-
wersytecie Heinricha Heinego w Diisseldorfie. W tym okresie prowadzilem éwiczenia i seminaria studenckie
w ramach nastepujacych wyktadéw: Mechanika Teoretyczna, Metody Matematyczne I, Teoretyczna Optyka
Kwantowa i Informacja Kwantowa oraz Zaawansowana Teoria Informacji Kwantowej. Pelna lista podsumo-
wujaca moje do§wiadczenie dydaktyczne znajduje si¢ ponizej:
2010 Wyktad : Mechanika Teoretyczna

Aktywno$¢: Przygotowanie éwiczeri i prowadzenie seminariéw dla studentéw

2010-2011 Wyktad: Metody Matematyczne I
Aktywno$¢: Przygotowanie ¢wiczeii i prowadzenie seminariéw dla studentéw

2011 Wyklad: Teoretyczna Optyka Kwantowa i Informacja Kwantowa
Aktywno$¢: Przygotowanie materiatéw wyktadowych

2011-2012 Wyktad: Metody Matematyczne I
Aktywno$¢: Przygotowanie ¢wiczefi i prowadzenie seminariéw dla studentéw
2012 Wyktad: Teoretyczna Optyka Kwantowa i Informacja Kwantowa
Aktywnos¢: Przygotowanie éwiczeri i prowadzenie seminariéw dla studentéw
2012-2013 Wyklad: Zaawansowana Teoria Informacji Kwantowej
Aktywno$¢: Przygotowanie éwiczefi i prowadzenie seminariéw dla studentéw, prowadzenie dwéch
godzin wyktadu

2013 Wyklad: Teoretyczna Optyka Kwantowa i Informacja Kwantowa
Aktywno$¢: Przygotowanie ¢wiczeri i prowadzenie seminariéw dla studentéw

2019-2020 Wyklad: Zaawansowana Informacja Kwantowa: Splatanie i Nielokalno$§é
Aktywnos¢: Przygotowanie materiatéw wyktadowych i éwiczen, przygotowanie i przeprowadze-
nie egzaminu koficowego, prowadzenie 15 godzin wyktadu
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Od poczatku pelnienia funkcji Lidera Grupy Badawczej w Centrum Optycznych Technologii Kwantowych,
Centrum Nowych Technologii Uniwersytetu Warszawskiego mentorowalem jedng studentke studiéw magi-
sterskich oraz dwéch doktorantéw. Doktorant Tulja Varun Kondra dotaczyt do mojego zespotu w pazdzier-
niku 2019 roku i pracuje nad teoria zasobéw kwantowych oraz termodynamika kwantowa. Pod moja opieka
naukowa Pan Tulja Varun Kondra zostal wspétautorem artykutu na temat teorii zasobéw urojonych, ktéry nie-
dawno zostat przedtozony do recenzji [Wu et al., Operational resource theory of imaginarity, arXiv:2007.14847].
Doktorant Manfredi Scalici dotaczyt do mojego zespotu w kwietniu 2020 roku i prowadzi badania nad spla-
taniem i kwantowa koherencja w otwartych systemach kwantowych. Jego badania sq wspierane przeze mnie
i doktora Marka Millera. Studentka studiéw magisterskich Ewelina Bednarz wykonata pod moja opieka na-
ukowg projekt magisterski w okresie kwieciefi 2019 - czerwiec 2020 roku, ktérego celem jest analiza zacho-
wania si¢ odlegtosci §ladowej pod catkowicie pozytywnymi odwzorowaniami zachowujacymi §lad. W okre-
sie od paZzdziernika 2019 roku do lutego 2020 roku goscitem réwniez doktoranta Kang-Da Wu z Uniwersy-
tetu Naukowo-Technicznego w Hefei, Chiny. Pan Kang-Da Wu pisze rozprawe doktorska z eksperymentalnej
optyki kwantowe;j i jest pierwszym autorem wspomnianej publikacji na temat teorii zasobéw urojonych. Po-
nadto, od grudnia 2018 roku sprawowatem opieke naukowa nad trzema stazystami podoktorskimi.

6.2 Osiggniecia organizacyjne

Wraz z Prof. dr Dagmar Bruf} zorganizowatem konferencje¢ 586. WE-Heraeus-Seminar: Quantum Correlations
beyond Entanglement, ktéra odbyla si¢ w Bad Honnef (Niemcy) w kwietniu 2015 roku. Uczestniczyto w niej
16 zaproszonych prelegentéw i 65 pozostatych gosci. Wraz z Prof. dr Gerardo Adesso zorganizowatem Sympo-
zjum Quantum Coherence in Quantum Technology, ktére stanowito czgsé corocznego spotkania Niemieckiego
Towarzystwa Fizycznego w Erlangen (Niemcy) w marcu 2018 roku. W sympozjum wzigto udziat czterech
zaproszonych prelegentéw oraz uczestnicy corocznego spotkania Niemieckiego Towarzystwa Fizycznego.

Jestem redaktorem goscinnym specjalnego wydania Quantum Coherence (wraz ze mng pehnili t¢ funkcje réw-
niez Prof. Eric Chitambar i Prof. Xiongfeng Ma), opublikowanego w Journal of Physics A w paZdzierniku
2018 roku, zawierajacego 18 artykuléw omawiajacych rézne aspekty teorii koherencji.

18

Septbsa



7 INNE OSIAGNIECIA BADAWCZE

7.1 Wykaz publikacji nieuwzglednionych w sekcjach 4i 5

[04] A. Streltsov, H. Kampermann i D. BruB, Linking a distance measure of entanglement to its convex
roof, New J. Phys. 12, 123004 (2010).

[O5] A. Streltsov, H. Kampermann i D. BruB, Simple algorithm for computing the geometric measure
of entanglement, Phys. Rev. A 84, 022323 (2011).

[06] A. Streltsov, H. Kampermann i D. BruB, Linking Quantum Discord to Entanglement in a Measu-
rement, Phys. Rev. Lett. 106, 160401 (2011).

[O7] A. Streltsov, H. Kampermann i D. BruB}, Behavior of Quantum Correlations under Local Noise,
Phys. Rev. Lett. 107, 170502 (2011).

[O8] A. Streltsov, H. Kampermann i D. BruB, Quantum Cost for Sending Entanglement, Phys. Rev.
Lett. 108, 250501 (2012).

[O9] A. Streltsov, G. Adesso, M. Piani i D. Bru}, Are General Quantum Correlations Monogamous?,

Phys. Rev. Lett. 109, 050503 (2012).

[010] S. M. Giampaolo, A. Streltsov, W. Roga, D. Bruf} i F. llluminati, Quantifying nonclassicality:
Global impact of local unitary evolutions, Phys. Rev. A 87, 012313 (2013).

[O11] A. Streltsov, Quantum Correlations Beyond Entanglement: and Their Role in Quantum Informa-
tion Theory, SpringerBriefs in Physics 2015.

[012] A. Streltsov, R. Augusiak, M. Demianowicz i M. Lewenstein, Progress towards a unified approach
to entanglement distribution, Phys. Rev. A 92, 012335 (2015).

[013] R. Augusiak, J. Kotodyriski, A. Streltsov, M. N. Bera, A. Acin i M. Lewenstein, Asymptotic role
of entanglement in quantum metrology, Phys. Rev. A 94, 012339 (2016).

[014] E. Chitambar, A. Streltsov, S. Rana, M. N. Bera, G. Adesso i M. Lewenstein, Assisted Distillation
of Quantum Coherence, Phys. Rev. Lett. 116, 070402 (2016).

[O15] A. Streltsov, H. Kampermann i D. BruB, Entanglement Distribution and Quantum Discord. In:
Fanchini F., Soares Pinto D., Adesso G. (eds) Lectures on General Quantum Correlations and their
Applications. Quantum Science and Technology. Springer, Cham (2017).

[016] B. Regula, L. Lami i A. Streltsov, Nonasymptotic assisted distillation of quantum coherence, Phys.
Rev. A 98, 052329 (2018).

[O17] L.-F. Qiao, A. Streltsov, J. Gao, S. Rana, R.-J. Ren, Z.-Q. Jiao, C.-Q. Hu, X.-Y. Xu, C.-Y. Wang,
H. Tang, A.-L. Yang, Z.-H. Ma, M. Lewenstein i X.-M. Jin, Entanglement activation from quantum
coherence and superposition, Phys. Rev. A 98, 052351 (2018).

[018] B. Regula, M. Piani, M. Cianciaruso, T. R. Bromley, A. Streltsov i G. Adesso, Converting multi-
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7.2 Opis badan nieuwzglednionych w sekcjach 4 i 5

W dalszej czgSci zostang opisane osiagniecia badawcze, ktére nie zostaly wymienione w sekcjach 4 i 5 ni-
niejszego autoreferatu'. Podczas studiéw doktoranckich na Uniwersytecie Heinricha Heinego w Diisseldorfie
(Niemcy) ustaliliSmy fundamentalne powiazanie pomigdzy dyskordem kwantowym a splataniem w procesie
pomiaru kwantowego [O6]. Jak pokazano w [O8, O12], dyskord kwantowy odgrywa wazna rolg w dystrybucji
splatania, zas$ przeglad tego zagadnienia mozna znaleZé w [015]. Badaniu zostalo réwniez poddane zachowanie
si¢ dyskordu kwantowego w warunkach szumu lokalnego [O7] i jego wlasciwo$ci monogamiczne [09]. Na-
stepnie zaproponowali§my nowe podejscie do ilo§ciowego okre§lania ogélnych korelacji kwantowych oparte na
globalnych zmianach wywotanych przez lokalne ewolucje unitarne [010]. Dalsze wyniki uzyskane w trakcie
badan doktoranckich dotycza metod kwantyfikaciji splatania [O4], w tym nowego algorytmu obliczania spla-
tania [O5]. Moja praca doktorska postuzyta jako podstawa do artykutu przegladowego [O11], omawiajacego
role dyskordu kwantowego w teorii informacji kwantowe;.

Po studiach doktoranckich zajmowatem si¢ gtéwnie tematami zawierajacymi si¢ w moich osiagnigciach nauko-
wych, ktére zostaty bardziej szczeg6towo opisane w sekcji 4. Ponadto przyczynitem si¢ do rozwoju wspomaga-
nej destylacji koherentnej, co stanowi nowe zadanie w teorii informacji kwantowej, ktére zostato przedstawione
i zbadane w [O14]. W tym zadaniu, jedna strona pomaga drugiej stronie w pozyskaniu lokalnej koherencji. W
ustawieniu asymptotycznym, optymalny wspétczynnik o maksymalnie koherentnych stanach kubitowych moz-
liwych do uzyskania lokalnie jest znany jako destylowalna koherencja wspdtpracy. Wzdr analityczny zostat
podany dla wszystkich dwuczgsciowych stanéw czystych [014]. W [016] badali$my to zadanie w scenariuszu
pojedynczego egzemplarza, w ktérym interesujaca wielkoscia jest optymalna wierno$é, osiagalna poprzez ope-
racje LQICC pomiedzy stanem lokalnym a maksymalnie koherentnym stanem |+); = 1/Vd Z?;ol |i), gdzie d
jest odpowiednim lokalnym wymiarem. Dla uktadéw o wymiarze lokalnym 2 i 3 kompletne rozwigzanie tego
problemu zostato przedstawione w [016] w przypadku, gdy ogélny stan wspoétdzielony jest czysty. W [41]
przeprowadzono eksperymentalna destylacje koherentng wspomagang optyka liniowa.

W [017] badali§my mozliwosci i ograniczenia aktywacji splatania z superpozycji, opierajac si¢ na zasobowe;j
teorii supozycji kwantowej zaproponowanej w [42]. Réwniez w [017] wykorzystaliémy metody z zasobowej
teorii koherencji do rozwigzania otwartego problemu w teorii splatania, udowadniajac, ze splatanie normy
§ladowej

E(p) = min||p - ol|1 (46)
oeS

z norma §ladowa ||[M||; = TrVM*'M narusza silng monotonicznoéé, tj. moze wzrosnaé §rednio ponizej lokal-
nych operacji i klasycznej komunikacji. Eksperymentalna aktywacja splatania z koherencji kwantowej zostata
réwniez przeprowadzona w [O17]. Wyniki teoretyczne dotyczace konwersji koherencji na splatanie wielocze-
Sciowe przedstawiono w [O18].

Skuteczny schemat pomiarowy shuzacy do szacowania wielkosci koherencji w stanie kwantowym za pomoca
pomiaréw zbiorczych zostat przedstawiony w [020]. W szczegdlnosci, poprzez analize teoretyczng pokazu-
jemy, ze dla oszacowania iloSci koherencji w stanie kwantowym korzystne jest wykonanie zbiorczych pomia-
réw Bella na dwéch egzemplarzach stanu. Wykonanie tego schematu jest poréwnywane z innymi technikami
estymacji, takimi jak tomografia stanu kwantowego oraz adaptacyjna procedura estymacji x i y sktadowych
wektora Blocha. OméwiliSmy potencjalne zastosowania dla wigkszych wymiaréw i ukazali$émy, Ze metoda ta
jest Tatwa do zastosowania przy szacowaniu koherencji w uktadach optycznych [020].

Rola splatania dla teorii otwartych uktadéw kwantowych zostata zbadana w [019]. Waznym problemem w
teorii otwartych uktadéw kwantowych jest ustalenie, czy dana ewolucja A; jest markowowska czy nie, tzn. czy
dopuszcza dekompozycije

A =Vis0As (47)

z calkowicie pozytywnym, zachowujacym §lad odwzorowaniem V; s dla wszystkich czasé6w 0 < s < f. Kwan-
tyfikatory korelacji w dwuczesciowych uktadach kwantowych, takie jak splatanie, dyskord kwantowy i wza-
jemna informacja, okazujg si¢ by¢ uzytecznymi narzgdziami do badania tego problemu [43]. W rzeczywistosci

ISekcja 5 zawiera tylko publikacje z co najmniej dwoma afiliacjami i co najmniej jedna afiliacja spoza Polski.
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Rysunek 6: Niemarkowowo$¢ kubitowej ewolucji Af moze by¢ powszechnie wykrywana poprzez rozwazenie
ujemnosci splatania w cigciu AB|C stanu trzyczgsciowego pABC.

kazda miara splatania maleje w ramach lokalnych markowowskich ewolucji [44]. Oznacza to, ze wystarcza-
jacym kryterium dla niemarkowowos$ci danej ewolucji AA dzialajacej na czastke A jest to, ze pewna miara
splatania wzrasta dla pewnego stanu dwuczasteczkowego p 4B j pewnego czasu t > 0. Niemniej jednak, po-
mimo znacznej ilo$ci badan w ostatnich latach, do niedawna pozostawato niejasne czy miary splatania moga
by¢ wykorzystane jako uniwersalni §wiadkowie niemarkowowosci, tzn. czy kazda z niemarkowowskich ewo-
lucji réwniez prowadzi do wzrostu splatania. Ta kwestia zostata rozwiazana catkiem niedawno w [019], gdzie
wykazano, ze w trzyczeSciowym uktadzie rzeczywiscie mozliwe jest wierne $wiadectwo niemarkowowosci w
(prawie) wszystkich ewolucjach miar splatania. W tym celu zalozyli§my, Zze dynamika AA dziata na czastke A
stanu tréjdzielnego pABC WybraliSmy E jako ujemno$¢ splatania [45, 46] i rozwazyhsrny ja w cieciu AB|C,
patrz rys. 6. Dzigki temu, dla kazdej niemarkowowskej dynamiki kubitowe;j At istnieje stan trzyczgsciowy
p#BC stad

%EAMC(A{* ® 15 [p4BC]) > 0 (48)
dla pewnego £ > 0 [O19]. Wynik ten rozciaga si¢ na systemy o dowolnych wymiarach, jesli dynamika Af
jest odwracalna. Te wyniki po raz pierwszy pokazuja, ze dobrze ugruntowane kwantyfikatory splatania moga
wiernie wykry¢ niemarkowowo$¢ we wszystkich jednokubitowych ewolucjach i w prawie catej dynamice do-
wolnych wymiaréw.

Rola splatania w metrologii kwantowej zostata zbadana w [013], przy czym wskazali§my, ze mozliwe jest osig-
gnigcie precyzyjnego dowolnego skalowania zblizonego do granicy Heisenberga, nawet jesli uktad wykazuje
dowolnie mate splatanie przy rosnacej liczbie czastek.
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