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C. OPIS OSIAGNIECIA NAUKOWEGO

Moje badania koncentruja si¢ wokét opracowania nowych metod obliczania dynamicznych funkcji korelacji
kwantowych modeli catkowalnych. Przedstawione tu osiagnigcie naukowe dotyczy mojego wktadu w rozwdj
koncepcji termodynamicznych form-faktorow jako elementéw sktadowych funkcji korelacji w dowolnym sta-
nie stacjonarnym uktadu. Opis tego osiagnigcia naukowego zaczng od przedstawienia ogdlnego kontekstu i
motywacji do badan w tym zakresie.

Jednym z gtéwnych motywdéw wspétczesnej nauki sg systemy zlozone. Sg to uktady, w ktérych zjawiska
emergentne, obserwowane na poziomie makroskopowym, sa trudne do uchwycenia poprzez badanie samych
wlasciwosci ich sktadnikéw. W fenomenologii takich systeméw pojawia si¢ nowa jakos¢, ktéra wynika z za-
chowari zbiorowych wywodzacych si¢ z interakcji zachodzacych migdzy ich czg$ciami. W fizyce uktady zto-
zone czgsto pojawiaja si¢ jako silnie skorelowane uktady materii skondensowanej. Sa to uktady fizyczne, w
ktérych oddziatywania prowadza do nieoczekiwanych zjawisk. Przyktadami sa nadprzewodnictwo, kwantowy
efekty Halla czy fizyka plazmy kwarkowo-gluonowej. Sposdb, w jaki zwykle zajmujemy si¢ takimi uktadami,
odzwierciedla ich nowe wtasSciwosci, na przykiad pary Coopera lub ztozone fermiony zastgpuja swobodne
elektrony jako odpowiednie stopnie swobody o niskiej energii.

Silnie skorelowane uktady kwantowe sa wszechobecne we wspotczesnej fizyce. Nie oznacza to jednak,
ze sa dobrze rozumiane. Badania takich uktadéw sa trudne dokladnie z powodu, dla ktérego sa interesujace.
Silne interakcje czgsto uniemozliwiaja zastosowanie standardowych metod perturbacyjnych. Oczywiscie ist-
nieje wiele sposobdw na obejscie tego ograniczenia. Poczawszy od metod numerycznych, takich jak kwantowe
Monte Carlo i DMRG, poprzez techniki diagramowe i podejScia grup renormalizacji, po konformalne bootstrap
1 AdS/CMT, by wymieni¢ tylko kilka pode;js¢.

Kwantowe modele catkowalne zapewniaja odrgbne podejScie do silnie skorelowanych systeméw: sa to ci-
Sle rozwiazywalne modele wielocialowe. Standardowe techniki, takie jak Coordinate Bethe Ansatz, pozwalaja
na obliczenie doktadnej funkcji falowej. Zadaniem i prawdziwym wyzwaniem jest wigc wydobycie z niej in-
teresujacych nas informacji. Kwantowe modele catkowalne sa zasadniczo ograniczone do wymiaréw (1+1) i
wymagaja precyzyjnego dostrojenia. Wspotczesne postepy w fizyce eksperymentalnej, zwtaszcza w dziedzinie
zimnych gazéw atomowych, umozliwity ich realizacj¢ w laboratorium. Niezbgdne do tego okazaty si¢ tech-
niki chtodzenia i wychwytywania oparéw atoméw, takich jak, 8"Rb, ktére zostaty rozwiniete podczas badan
nad kondensacja Bosego-Einsteina [1, 2]. Metody te pozwalaja uwigzi¢ atomy w podtuznych pulapkach, czy-
nigc ich dynamike, w dostatecznie niskich temperaturach, efektywnie jednowymiarowa (przeglad mozliwosci
eksperymentalnych realizacji modeli materii skondensowanej za pomoca ultra-zimnych gazéw mozna znalez¢é
na przyktad w [3-5]). Ponadto kontrola oddziatywai migdzy czastkami, np. za pomoca rezonanséw Feshba-
cha czy manipulacja potencjatem putapkowania, pozwolita na eksperymentalng obserwacjg¢ gazu Lieb-Linigera
czastek bozonowych. Co ciekawe, calkowalno$¢ okazala si¢ dos¢ odporna na warunki eksperymentalne — po-
tencjalnie obserwacja fizyki modeli catkowalnych mogta wymagaé bardzo precyzyjnej kontroli parametréw
uktadu. Okazalo sig, ze miesci si¢ to w zakresie mozliwosci eksperymentalnych, jak pokazano w pomiarach
termodynamiki [6-8], korelacji [9], [B13, B14] lub dynamiki réwnowagowej [10-12].

Przetomowym eksperymentem dla obecnego zainteresowania fizyka modeli catkowalnych byt eksperyment
nazwany kwantowa kotyska Newtona (quantum Newton’s cradle) [13]. W tym eksperymencie dwie chmury
zimnych atoméw sa uwalniane z dwdéch koficébw harmonicznej putapki i zderzajq si¢. W oparciu o teorie ki-
netyczna, oczekujemy, ze po kilku zderzeniach obie chmury ulegna termalizacji. Rzeczywiscie, gdy chmury
byly tr6jwymiarowe, tak wtasnie byto. Jednak gdy chmury zostaty $ciSnigte w poprzecznych wymiarach, a
tym samym ich dynamika stata si¢ jednowymiarowa, uktad byt obserwowany przez dziesiatki oscylacji bez wi-
docznej termalizacji. Efekt ten przypisano temu, ze system znajdowat si¢ w poblizu modelu catkowalnego. W
takich modelach istnienie duzej liczby praw zachowania uniemozliwia kanoniczng termalizacjg. Zamiast tego
termalizacja postgpuje w kierunku stanu o maksymalnej entropii ograniczonego przez wartosci oczekiwane
wszystkich odpowiednich zachowanych tadunkéw [14-17].



Eksperyment kwantowej kotyski Newtona i bardziej ogélnie badania tzw. quantum quenches [18-20], czyli
dynamiki uktadéw izolowanych wytraconych z réwnowagi przez nagta perturbacja lub zmiana parametréw
hamiltonianu, spowodowaly, ze pojawit si¢ nastgpujacy problem. Przypuszczalnie ewolucja czasowa takich
uktadéw w duzych czasach prowadzi do standw stacjonarnych, ktére nie sa standardowymi stanami rownowagi
termodynamicznej. Powstaje wiec pytanie, jak mozna scharakteryzowaé takie stany?'

Standardowe podejscie w uktadach wielociatowych do scharakteryzowania natury danego systemu i stanu,
w jakim si¢ on znajduje, opiera si¢ na funkcjach korelacji. Sa one bezposrednio, poprzez teori¢ liniowej od-
powiedzi, powigzane z wynikami typowych eksperymentdw. Badania dynamicznych funkcji korelacji w mo-
delach catkowalnych maja dtuga histori¢ i wiele osiagnig¢, poczawszy od prac nad modelami kwantowymi 1d
Ising [21] i XY [22]. Standardowe podejsScie do problemu obejmuje widmowa reprezentacje funkcji korelacji.
Dla funkcji dwupunktowej dwdch operatoréw lokalnych o;(z) i w stanie |\) piszemy

(Mo (z, t)oa(0)|X) = Y e FumBI=w =L (o, (0)] 1) (1] 02 (0)|A), (1
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gdzie suma rozciaga si¢ na wszystkie stany wiasne modelu, E,, i P, to energia i ped stanu wlasnego |u), a
(Mo (0)|u) to form-faktory: elementy macierzowe pomigdzy dwoma stanami wtasnymi systemu. Catkowal-
nosé¢ kwantowa modelu jest zasadniczo réwnowazna znajomosci spektrum teorii [23]%. Drugim wyzwaniem
jest obliczenie form-faktoréw interesujacych nas operatoréw. Ostatnim wyzwaniem jest wykonanie sumy.

Sytuacja jest stosunkowo najprostsza w przypadku korelatoréw prézni w catkowalnych kwantowych teo-
riach pola (IQFT), gdzie pr6zniowe form-faktory (|A) = |0)) mozna policzy¢ metoda bootstrap [26, 27], a suma
widmowa szybko zbiega [28—31]. Znacznie trudniejsze do obliczenia sa korelatory w stanach o skoficzonej ge-
stodci. Pewien postep jest mozliwy w granicy matych gestosci, w ktérych nadal mozna uzywaé prézniowych
form-faktoré6w [30, 32-35]. Podjeto réwniez kilka préb uogdlnienia podejscia IQFT poprzez zdefiniowanie
form-faktor6w w skoniczonej temperaturze (lub gestosci). Najpierw przez formutg LeClair-Mussardo [36], ktéra
okazata si¢ niestety niekompletna [37, 38]. Inne podejscia prébujace zdefiniowac form-faktory w skoriczone;j
temperaturze, zaproponowane na przyktad w [39—42], okazaly si¢ ograniczone do teorii swobodnych. Po stronie
IQFT problemem jest wigc wyznaczenie form-faktoréw migdzy stanami o skoficzonej gestosci czastek.

Sytuacja jest nieco inna w catkowalnych modelach wielu czastek, takich jak model Lieb-Linigera lub cal-
kowalne taficuchy spinowe. Tam form-faktory w uktadzie o skoiczonych rozmiarach sa czgsto znane [43-51].
Pozwala to na numeryczne obliczenie funkcji korelacji (ponownie w skoficzonym systemie) [52] [B15] przy
pomocy algorytmu algorytmu ABACUS [53]. W modelach tych mozliwe jest réwniez obliczenie asymptot
funkcji korelacji w duzej odlegtosci i/lub w dtugim czasie w granicy termodynamicznej [54, 55], [B17]. Do-
prowadzilo to do wyprowadzenia uniwersalnych przewidywan cieczy Luttingera [54] z teorii mikroskopowe;j.
W uzupetnieniu do tych metod istnieje rowniez nowe podejicie, ktore redefiniuje sume¢ widmowa pod katem
nowych efektywnych form-faktoréw, dla ktérych sumowanie moze by¢ tatwiejsze [56]. Podejmowano réwniez
udane préby potaczenia podejécia opartego na form-faktorach z réznymi rozwinigciami, takimi jak granica ma-
tej gestosci [57, 58] czy rachunek zaburzefi ze wzgledu na oddziatywania [59]. W takich przypadkach suma
widmowa i/lub form-faktory upraszczaja si¢, umozliwiajac obliczenie funkcji korelacji. Nie istnieje jednak
uniwersalny sposéb policzenia funkcji korelacji w stanie skoiczonej gestosci bezpoSrednio w granicy termo-
dynamicznej.

Biorac pod uwage powyzszy stan wiedzy w zakresie obliczeri dynamicznych funkcji korelacji kwantowych
uktadéw catkowalnych oraz dyskusj¢ na temat fizyki nieréwnowagowej, interesujaca jest mozliwos¢ rozwoju
technik pozwalajacych na obliczanie (o1 (x,t)o2(0)|\) w dowolnym stanie |\). Stan skoficzonej temperatury
(w zespole mikrokanonicznym) lub zerowej temperatury bytyby wtedy szczeg6lnymi przypadkami. W ramach

!Zauwazmy, ze mimochodem przechodzimy przez jeszcze bardziej skomplikowany problem faktycznego przewidywania ewolucji
w catym czasie, a nie tylko jej przeznaczenia.

*Prowadzone sa aktywne badania nad znajdowaniem i formulowaniem nowych modeli catkowalnych kwantowo, patrz na przy-
ktad [24, 25]



tego podejScia prébujemy uporzadkowaé sum¢ widmowa w (1) w hierarchi¢ waznosci. To z kolei prowadzi
do efektywnego obrazu, w ktérym stany |u) postrzegamy jako wzbudzenia wzglgdem stanu usrednionego |\),
przy czym najwazniejsze sa proste stany wzbudzone. Wiodaca idea jest zatem znalezienie skuteczne;j teorii dla
tych wzbudzen, a nastgpnie znalezienie odpowiednich form-faktoréw. Poniewaz odbywa si¢ to w termodyna-
micznie duzym ukladzie, dazymy do termodynamicznej sumy widmowej, termodynamicznych form-faktorow i
nastgpujacej reprezentacji funkcji dwupunktowe;j (1),

- 1 ; —iz
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gdzie k(p,h) i e(p,h) to odpowiednio ped i energia stanu wzbudzonego zawierajacego zbidr czastek p =
pjity idziurh = {h;}72 utworzonych ze stanu |p,). Celem mojej pracy, a takze opisywanego tutaj osiagnig-
cia naukowego, byto sformutowanie takiego podejscia do funkcji korelacji. W dalszej czesci opisze szczegé-
towo odpowiednie osiagnigcia. Prezentacja jest zorganizowana wokdt nastgpujacych tematéw

(i) Funkcje korelacji gestos¢-gestos¢ w modelu Lieb-Linigera [A1-A3], [A6].
(i) Korelacje zachowanych gestosci i pradéw w modelu Lieb-Linigera, [A6].
(iii) Jednociatowa funkcja korelacji w modelu Lieb-Linigera [A7].
(iv) Termodynamiczny bootstrap i minimalne form-faktory w modelu Sinh-Gordona [A4, AS5].
(v) Rezim hydrodynamiczny z termodynamicznych form-faktoréw [AS, A6].

Zakoncze te czg$¢ wstepna dwoma komentarzami.
Pierwsza dotyczy wspomnianych we wstepie uktadéw ztozonych. Mozna mieé nadziejg, ze w przypadku
termodynamicznych form-faktoréw mozliwe jest ,,roztozenie stanu na czynniki”,

(00/0(0) o9 P 13) = T fys (0o (15) x {010(0)] . ), 3
j=1

gdzie form-faktor jest form-faktorem prézniowym, a stan |p,) wchodzi tylko przez prefaktor, a ponadto jest
rozktadany na czynniki ze wzglgdu na wszystkie wzbudzenia. Taka struktura form-faktoréw zostata zatozona
w hipotezie LeClair-Mussardo i okazata si¢ zbyt prosta. Oznacza to, ze termodynamiczne form-faktory réznia
si¢ jakoSciowo od prézniowych i uwzgledniaja korelacje migdzy wzbudzeniami a stanem uktadu i jako takie
opisuja zjawisko emergentne.

Roéwnolegle do rozwoju termodynamicznych form-faktoré6w byliSmy §wiadkami narodzin uogdlnionej
hydrodynamiki (Generalized Hydrodynamics, GHD) [60-62]. Jest to uniwersalna teoria opisujaca dynamike
niejednorodnych uktadéw 1 + 1 wymiarowych w skalach hydrodynamicznych. Migdzy tymi dwoma po-
dejsciami zachodzi owocna interakcja. W GHD mozliwe jest zajecie si¢ funkcjami korelacji dynamicznej
w jednorodnych stanach stacjonarnych [63, 64], co pozwolitlo na poréwnanie z przewidywaniami termody-
namicznych form-faktoréw [A3]. Ponadto znajomos$¢ termodynamicznych form-faktoréw zostala réwniez
wykorzystana do wyprowadzenia réwnan ruchu GHD w skali dyfuzyjnej [65-67]. Szczegétowy opis zwiazkdéw
pomiedzy GHD i termodynamicznymi form-faktorami dyskutujemy w naszej niedawnej pracy przeglado-
wej [B1].

Kwantowe modele catkowalne i dynamiczne funkcje korelacji

Moja praca skupia si¢ na interesujacej klasie uktadéw kwantowych znanych jako kwantowe modele cat-
kowalne. Charakteryzuja si¢ one duzg liczba lokalnych praw zachowania i zwigzanych z nimi zachowanych



fadunkéw Qj, takich, ze [Qj, H| = 0 gdzie H jest hamiltonianem modelu. Kanonicznymi przyktadami kwan-
towych modeli catkowalnych sg catkowalne taficuchy spinowe, takie jak taficuch X X' Z i jego warianty, lub
nierelatywistyczny wielociatowy model oddziatujacych czastek bozonowych, model Lieb-Linigera [23]. Ist-
nieja rdwniez catkowalne kwantowe teorie pola, na przyktad modele Sine-Gordona i Sinh-Gordona [31].

Prawa zachowania w tych teoriach sprawiaja, ze rozpraszanie jest elastyczne i mozliwe do rozlozenia na
czynniki, tak ze kazdy proces rozpraszania mozna zapisa¢ za pomoca macierzy rozpraszania dwuciatowego.
Co wigcej, co jest niezwykle w przypadku relatywistycznych teorii pola, nie ma procesow anihilacji ani kre-
acji: calkowita liczba czastek jest zachowana [68]. W efekcie catkowalne teorie pola maja wspdlna strukture
z wielociatowa mechanika kwantowa. Co najwazniejsze, w obu sytuacjach mozemy zapisa¢ doktadna funkcje
falowa wielu ciat. Stan kwantowy takiego modelu, z N czastkami, jest nastgpnie opisany przez zbiér quasi-
pedow X = {); };-\7:1.3 Quasi-pedy parametryzuja ped i energi¢ quasi-czastki za pomocg funkcji zaleznych od
modelu pg(\) i ep(A). Catkowita energia i ped stanu kwantowego |A) sa wyrazone przez

HIA) = (Z eo(A ) PIA) = (ZPO ) 4)

Standardowa analiza prowadzi nastgpnie przez natozenie periodycznych warunkéw brzegowych, w wyniku
czego quasi-pedy zostaja skwantowane. Dla systemu o dtugosci L

=

D TT S\ = M\) =1,  j=1,...,N, ®)

o
ul
o=

gdzie S(A\, \') = S(A — )X) to elastyczna, dwu-cialowa macierz rozproszenia. W teoriach z r6znymi rodzajami
czastek jest to rzeczywista macierz i rozwigzuje réwnanie Yanga-Baxtera [23]. Roéwnania (5) sa nazywane
réwnaniami Bethego, stan |\), gdzie A rozwiazuje réwnania Bethe, bedziemy nazywaé stanem Bethego.

Dla naszych celéw wygodnie jest zapisa¢ rownania Bethego w formie logarytmicznej. Prowadzi to do kon-

cepcji liczb kwantowych J = {I; }jvzl Oznaczajac przesunigcie fazowe przez ¢p(A) = —ilog S(A) logarytm
(5) wynosi
2ml .
po(A) = +Z¢A M) G=1.N ©)
k#J

Przestrzen Hilberta H , o ustalonej liczbie czastek IV, jest wtedy policzalna i obejmuje r6zne wybory zbioréw
liczb kwantowych. Rozwazane uktady wykazuja dynamiczng zasade Pauliego, stan wilasny jest réwny zero,
jesli dowolne dwie liczby kwantowe sa identyczne. Catkowita przestrzefi Hilberta to H = ®3}7_,H N, jednak
poniewaz catkowita liczba czastek jest stata ruchu, dynamika czgsto moze by¢ ograniczony do podprzestrzeni
o stalej liczbie czastek.

Zajmiemy si¢ gtéwnie uktadami termodynamicznie duzymi. W tym celu rozwazamy L — oo tak, ze ge-
stos¢ (w 1d) D = N/L jest stata. W tym przypadku quasi-pedy odpowiednich stanéw fizycznych mozna
scharakteryzowac ciagta funkcja rozktadu p, (), ktéra formalnie mozna zdefiniowa¢ jako

pp(A) = lim — Z&A A)) @)

Energia i ped (4) sa wigc prostymi funkcjonatami pj,(A),

Elpg) =L [ dxeoVm. Pl =L [ A3, ®)

3Zaktadamy, ze rozwazane teorie posiadaja jeden rodzaj czastek. Jesli tak nie jest, powinien istnie¢ dodatkowy indeks rozrézniajacy
typy czastek.
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Rysunek 1: 3 sposoby opisu stanu uktadu: za pomoca mikroskopowych liczb kwantowych J, za pomoca mi-
kroskopowych quasi-pedéw A lub makroskopowo poprzez gestos¢ quasi-pedéw p,,. Przedstawiamy rowniez
catkowita gestosC pyot, ktora dla oddziatywan odpychajacych maleje w obszarach wypetnionych czastkami.

Roéwnania Bethego (6), w granicy termodynamicznej, zamieniajq si¢ w relacje catkowa migdzy piot, dostgpna
gestoscia czastek, a pp,

oA
prot(N) = p02(7r) _ / AN T(A = N) rhop(N), )
gdzie T(\) = 1/(2m)d¢(X)/dA jest rézniczkowym przesunigciem fazowym. W przeciwieristwie do teorii

swobodnych, dostepna gestos¢ czastek piot jest dynamiczna i zalezy od obecnosci innych czastek. Zwyczajowo
bierze si¢ réwniez pod uwage gestos¢ dziur, czyli pn(A) = peot(A) — pp(A) . Stosunek n(A) = pp(A)/prot ()
definiuje bezwymiarowa funkcje¢ obsadzen w taki sposéb, ze 0 < n(\) < 1. Zaleznosci migdzy liczbami
kwantowymi, quasi-pedami i ich rozkladem pokazano narys. 1.

Danemu stanowi mikroskopowemu |A) mozemy przypisaé, w granicy termodynamicznej, rozktad makro-
skopowy p,,. Zazwyczaj istnieje wiele mikroskopowych stanéw dajacych ten sam stan makroskopowy co pro-
wadzi do koncepcji entropii i zwiazanej z nig liczby rownowaznych stanéw mikroskopowych. Entropia wy-
nosi [69]

Slpel = =L [ Ap3) (1) I(A) + (1 = nOA) (1 = n(N). (10)

Uktad w réwnowadze termicznej (wielkiego zespotu kanonicznego) mozna opisa¢ jako minimalizujacy
energi¢ swobodna, F' = E — T'S — uN, gdzie wprowadziliSmy potencjat chemiczny p. W rzeczywistosci,
biorac pod uwagg obecnos¢ duzej liczby praw zachowania, mozemy réwniez rozwazy¢ uogélniong réwnowage,
w ktérej nie tylko energia i liczba czastek sa ustalone, ale takze wyzsze zachowane tadunki, czyli tak zwany
uogdlniony zespot Gibbsa [14]. Rozwazania te prowadza do uogdlnionej energii swobodne;j

F =3 8Q;—TS5, (11)
J

gdzie 3 to uogdlnione potencjaty chemiczne. Stan (uogdlnionej) réwnowagi termicznej wynika zatem z ekstre-
mum F'. Jest to odpowiednio sformutowane przez uogélnienie rozktadu Fermi-Diraca. Mianowicie dla funkcji

obsadzeri n(\) piszemy
1
T 1+

n(\) (12)
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Rysunek 2: Przedstawienie wzbudzenia dwoch par czastka-dziura okreSlonego przez p; i h; w stanie termody-
namicznym okreSlonym przez gestos¢ py,.

gdzie uogdlniona termodynamiczna pseudoenergia Bethe Ansatza (gTBA) €(\) jest rozwiazaniem nastgpuja-
cego nieliniowego réwnania catkowego [70, 71]

e =" Bih;(\) — /dA’T()\ — X)log (1+ ). (13)
J

Rozktad czastek p,, wynika wtedy z réwnania (9). Tutaj () to jednoczastkowe wartosci wtasne zachowanych
tadunkéw, a 3; to odpowiadajace im potencjaty chemiczne. Na przyktad w teorii nierelatywistycznej, takiej jak
model Lieb-Linigera, sa to ho(\) = 1, h1(\) = Xi h2(\) = A2 odpowiednio dla operatoréw liczby czastek,
pedu i energii. Standardowa kanoniczna réwnowaga termodynamiczna odpowiada 5y = —u/T, B2 = 1/T' i
wszystkim innym potencjatom chemicznym réwnym zero.

Moim celem bylo opracowanie technik pozwalajacych na obliczanie dynamicznej funkcji korelacji w sta-
nach charakteryzujacych si¢ dowolnq gtadka funkcja obsadzen pp.4 Funkcje korelacji zaleza od struktury wzbu-
dzen wokét stanu, w jakim znajduje si¢ uktad. W modelach catkowalnych istnieje naturalny sposéb charakte-
ryzowania takich wzbudzen.

Oddziatujacy charakter teorii wptywa na kinematyke wzbudzen. Najprostszy typ wzbudzenia — modyfi-
kacji rozwazanego stanu — przybiera form¢ wzbudzen czastka-dziura, patrz rys. 2. Energia i pgd wzbudzenia
czastka-dziura maja dwa Zrédta. Pierwsza to sama energia i ped pary czastka-dziura, druga to reakcja reszty
uktadu na pojawienie si¢ zaburzenia. Ten drugi efekt mozna przypisac sprzgzonej naturze rownan Bethego (6),
w ktoérych modyfikacja pojedynczej liczby kwantowej zmienia warto$ci wszystkich quasi-pedéw. W granicy
termodynamicznej ta reakcja, zwana przeplywem wstecznym (back-flow), jest addytywna wzgledem wzbu-
dzen i dlatego mozemy zdefiniowaé efektywny ped k(\) i energie £(A) tak, ze ped i energia stanu wzbudzonego
czastka-dziura podana przez parg (p, h) wynosi odpowiednio k(p) — k(h) i e(p) — e(h) oraz

“) = o) + [ daFOa)ehlan(a). (14)
KO =) + [ da PO alladn(a). (15)

Funkcja przeptywu wstecznego F'(\, i) jest rozwiazaniem liniowego réwnania catkowego [23]
F\p) = (;5(/\27:M) + /da T\, a)n(a)F(a, pw), (16)

gdzie T'(A, «) to zdefiniowana powyzej faza rozpraszania rézniczkowego. Dla przysztych rozwazan, definiu-

jemy jeszcze efektywna predkosé
,Ueff()\) _ 5/()‘)
ey

Rozwazmy teraz system w dowolnym stanie i dwupunktowa funkcje korelacji dowolnych dwdéch operato-

. (17)

6w,
(p|o1(x,t)02(0,0)| ), (lub w granicy termodynamicznej (pp|o1(z,t)02(0,0)|pp)). (18)

*Przyjmujemy, ze p, dostarcza wystarczajaca ilos¢ informacji o stanie makroskopowym do obliczenia funkcji korelacji.



Dobre zrozumienie przestrzeni Hilberta w modelach catkowalnych jest korzystne podczas badania funkcji ko-
relacji. Mianowicie mozemy zapostulowaé zupeinos$¢ bazy stanéw co prowadzi do rozwinigcia identycznosci

1= Y W (19)

N=0|NeHN

Rozwazajac wigc dwupunktowa funkcje operatoréw zachowujacych liczbe czastek dostajemy

(o1 (2, 0)02(0, 0y = 37 eMER BN (1101 (0) ) Aloa(0) o) (20)
[N EHN

Wyrazenia o podobnej formie obowiazuja réwniez dla funkcji korelacji zawierajacych wigcej operatoréw. Roz-
winigcie jednoS$ci jest wtedy umieszczone pomigdzy kazdg para operatoréw. W reprezentacji spektralnej obli-
czenie funkcji korelacji opiera si¢ na znajomosci form-faktoréw, czyli elementéw macierzowych (p|o(0)|A).

W kwantowych modelach catkowalnych istnieja dwa ogdlne podejscia do obliczania form-faktoréw w
skonczonych uktadach. Jednym z nich jest Algebraic Bethe Ansatz [23]. Drugi to prézniowy bootstrap [27].
Podczas gdy metody te sg do$¢ ogdlne, znalezienie form-faktoré6w okreslonego operatora w okreslonym mo-
delu jest dos¢ zmudne. Dla przyktadu, (nieunormowany) form-faktor operatora gestoSci w modelu Lieb-
Linigera [46] wynosi

N N N L ic e . .
<um<o>|x>—(ng-—xj))n(vi—v;-)HO At )dt’;fﬂ_’c;%, e
j=1 P P

j=1 Gk N\ H A

gdzie zaréwno |\), jak i [p) sa stanami Bethe. R6zne czynniki wystepujace w (21) to:

N .
W — Aj £ ic
vE=]] L. (22)
J kzl)\k—)\j:tzc
i — A\ NV Lo — A
Ujp = 2m7ij — V; ngj (Am — Aj) (T A=) =T (Ap — m), (23)

a \p jest dowolng liczba, niekoniecznie ze zbioru A. Unormowany form-faktor wymaga podzielenia tego wy-
razenia przez normy stanéw Bethego [72, 73]

— Mg +ic on Y 27
(AIA) = (Le)Y H AT D detn G Gik = 0 |14+ T S T(Aj — M) | — =T (A — Am). (24)
oA L L

Ponizej zalozymy, ze stany Bethe i form-faktory s3 unormowane.

Wyposazeni w wyrazenie dla form-faktora i rozwinigcie przestrzeni Hilberta za pomoca liczb kwantowy-
ych, mozemy obliczy¢ funkcj¢ korelacji. W praktyce, biorac pod uwage, ze form-faktory sa skomplikowanymi
funkcjami quasi-pedéw, ktére z kolei wynikaja z liczb kwantowych za pomoca nieliniowo sprz¢zonych réwnan,
jest to bardzo trudny problem. Na koniec pozostaje problem zsumowania wszystkich wktadéw

Moja praca probuje przezwycigzy¢ niektére z tych trudnoSci poprzez znalezienie termodynamicznych od-
powiednikéw dla wyrazenia (20). Oznacza to, ze funkcja korelacji w nieskoiiczonym uktadzie powinna by¢
wyrazalna za pomoca termodynamicznego rozwinigcia jednosci,

& 1
1:Z(m|2

m=1

/dpmdhm!pp; P h) (0p; P B (25)

i termodynamicznych form-faktoréw (pp|o(0)|pp; P, h) tak, ze

[e.9]

{pplo(z; )o(0)[pp) = Z /dpmdhm RN =R PR (9 10(0) pps Py B ) 2. (26)

m:l



Aby to osiagnaé, musimy zrozumie¢ przestrzen odpowiednich wzbudzen, aby méc zapisa¢ odpowiednie rozwi-
nigcie jednos$ci (forma przedstawiona tutaj jest wtasciwa dla operatoréw zachowujacych liczbg czastek) i znaé,
dla takich wzbudzen, termodynamiczne form-faktory. W dalszej czgsci tego omdwienia pokaze, jak te idee ma-
terializowaly si¢ w kontekscie korelacji gesto§é-gestos¢é w modelu Lieb-Linigera i jej uogdlnienia na korelacje
gestosci wyzszych tadunkéw (i pradow); oméwig przestrzen odpowiednich wzbudzen termodynamicznych dla
jednociatowych funkcji korelacji modelu Lieb-Linigera; na koniec przedstawi¢ metod¢ bootstrapu termodyna-
micznego w catkowalnych kwantowych teoriach pola.

Zanim do tego przejdziemy, jeszcze kilka ogdlnych uwag na temat réwnania (26). Po pierwsze, piszac
to wyrazenie zatozyliSmy, ze w duzym ukfadzie lokalne operatory tacza tylko stany o tej samej gestosci pp.
Mianowicie form-faktor (pp[0(0)|p},) = 0, chyba ze oba stany sa termodynamicznie nierozréznialne. Nieze-
rowe form-faktory sgq wtedy tylko migdzy stanami, ktére r6znig si¢ policzalng liczba modyfikacji. Poniewaz
rozwazane przez nas operatory zachowuja liczbe czastek, modyfikacje te mozna uporzadkowaé wedlug par
czastka-dziura.

Po drugie, form-faktory, zaré6wno w uktadach skoficzonych i nieskoriczonych maja tak zwane kinematyczne
osobliwosci. W uktadach skoiiczonych pojawiaja si¢ one jako proste bieguny, gdy jeden z quasi-pedéw ze stanu
bra réwna si¢ jednemu z quasi-pedéw stanu ket. W nieskoficzonej objetosci bieguny te wystgpuja zawsze, gdy
weZzmiemy pod uwage form-faktory z 2 lub wigksza liczba par czastka-dziura, a jedna z par czastka-dziura
znika, p; — h;. Podczas gdy w skoriczonej objetosci te osobliwosci sa naturalnie uregulowane, w nieskon-
czonej objetosci wymagaja one dodatkowej regularyzacji. Kinematyczne osobliwosci pojawiaja si¢ réwniez
w prézniowych form-faktorach, a jednym ze sposobéw obejscia tego problemu w IQFT jest regularyzacja w
skonczonej objetosci [28—30], innym jest regularyzacja za pomocg ~point-splitting* [30]. Jak pokazuje w [A6],
w oparciu o [A1, A4] i [66], wlaSciwa regularyzacja dla termodynamicznych form-faktoréw jest dokonywana
przez catki Hadamarda. Skomentuj¢ ten punkt péZnie;j.

Wreszcie, miara catkowania ukrywa wspéiczynniki gestosci pochodzace z przepisywania sum na calki.

Mianowicie
m

dpmdhy, = [T (po(hy)on(ps)dp;dhy) - 27)
j=1

Nalezy zauwazy¢, ze mozliwo$¢ utworzenia czastki zalezy od gestosci dziur, a utworzenie dziury jest regulo-
wane przez gestos¢ czastek.

(i) Korelacje gestosci w modelu Lieb-Linigera

Model Lieb-Linigera to prosty model opisujacy nierelatywistyczne czastki, ograniczone do jednego wy-
miaru przestrzennego i oddziatujace lokalnie. Hamiltonian jest dany przez [74]

1 X
H= =% pj+2c d(w; — z), (28)
j=1 i>k
gdzie p; = —ihd,; jest operatorem pedu j-tej czastki, a z; jest jej pozycja. Parametr c¢ opisuj¢ sifg ultra-

lokalnych oddzialywan. W granicy termodynamicznej Hamiltonian jest opisywany jednym bezwymiarowym
parametrem v = 2mc/(h2D) gdzie D jest 1-d gestoScia. W praktyce czesto wybieramy prace w jednostkach,
w ktérych i = 11 2m = 11 ustalamy gegsto$¢ na D = 1 tak, ze c staje si¢ odpowiednim parametrem. W tym
omoéwieniu skupimy si¢ wytacznie na ¢ > 0, co odpowiada oddziatywaniom odpychajacym. Interesujace sa
réwniez uktady z oddziatywaniami przyciagajacymi, zwlaszcza ze wzgledu na potencjat do zrealizowania gazu
super Tonks-Girardeau: quasi-stabilnego gazu w duzych, ujemnych ¢ [11, 75] i [B16].

Model Lieb-Linigera mozna eksperymentalnie zrealizowa¢ poprzez uwigzienie chmury zimnych gazéw
atomowych w wydluzonym potencjale podobnym do cygara. To sprawia, ze system 3d staje si¢ systemem
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quasi-1d. Sita oddziatywaft w otrzymanym ukladzie zalezy zatem od dtugoSci rozpraszania 3d i od szczeg6tow
potencjatu putapkowania, jak pokazano w [76]. Eksperymentalna kontrola nad sita oddzialywan pozwolita na
zrealizowanie modelu Lieb-Linigera w zakresie c od stabo oddziatujacego do silnie oddziatujacego [6, 7]. Dwa
rodzaje pomiardw istotne dla nas to rozklad czastek [6] i pomiary spektroskopii Bragga dynamicznego czynnika
struktury [77, 78], [B13, B14]. Sa one zwiazane z dwiema najprostszymi funkcjami korelacji, a mianowicie
jedno i dwucialowymi funkcjami. W tej czgSci autoreferatu skupimy si¢ na dynamicznym czynniku struktury
(DSF), czyli transformaty Fouriera funkcji korelacji ggstosé-gestosé (p(x, t)p(0,0)), gdzie

1 N
pla) = 7 > 6w —aj), 29)
j=1

jest operatorem gesto$ci. Zadaniem jest obliczenie funkcji korelacji gesto$¢-gestoS¢ w granicy termodynamicz-
nej,

S(xz,t) = lgin (A|p(z,t)p(0,0)|N), A — pp(A). (30)
Jak wyjasniono we wstepie, prosty sposéb, polegajacy na policzeniu prawej strony w uktadzie skoriczonym,
a nastepnie przejSciu do granicy termodynamicznej, jest generalnie niewykonalny. Zamiast tego, zastosowane
tutaj podejscie opiera si¢ na przyjeciu termodynamicznej granicy sumy widmowej. W tym procesie suma wid-
mowa przeksztalca si¢ w catke widmowa, a form-faktory skonczonego uktadu staja si¢ termodynamicznymi
form-faktorami. Heurystycznie naszym celem jest znalezienie spektralnej reprezentacji funkcji korelacji w sys-
temie nieskoficzonym i przy skoficzonej gestosci czastek,
o (2m)°

S(k,w) = Z

= (m!)?

za pomoca, jeszcze niezdefiniowanych, termodynamicznych form-faktoréw (p,|p(0)|pp; p, h).

/dpmdhm [{ppl£(0) | pp; P, W)[*6(w — £(p, h))3(k — k(p, h)), G

Gléwnym celem [A7], szczegélowo oméwionym w [AS], byto znalezienie odpowiedniego wyrazenia dla
(pp|p(0)]pp; P, h). Od czasu oryginalnej pracy N. Slavnova [46] wiadomo byto, ze w duzym uktadzie form-
faktor mozna podzieli¢ na dwie czgSci

Alp(0)[pe) = C (pp, p,h) x D (A, 1) . (32)

O ile ’ciagta’ czgs¢ C (pp, p, h) ma pozadana strukture, mianowicie zalezy od dwéch stanow tylko poprzez
gestos¢ p,, 1 wzbudzenia czastkowe i dziurowe, o tyle czes¢ *dyskretna’ D (A, p) zalezy od mikroskopijnych
szczegotéw obu standw. Oznacza to, Ze nie ma bezposSredniego sposobu na okre§lenie granicy termodynamicz-
nej prawe;j strony.

Aby obejs¢ ten problem, w [A7] zatozyliSmy, ze rozsadnym przyblizeniem jest wybranie okre§lonej mikro-

skopowej realizacji stanéw |X) i [p). Stan |A) jest po prostu jedna z mozliwych realizacji |p,) W skoriczonym
uktadzie. Stan |p) jest nastepnie ustalany jako stan wzbudzony czastka-dziura wzgledem doktadnie |pp,), gdzie
czastki i dziury sa zdefiniowane przez p i h . W jezyku liczb kwantowych oznacza to, ze oba stany |\) i
|v) maja te same liczby kwantowe, oprécez kilku, ktére odpowiadaja wzbudzeniom czastka-dziura. Zauwazmy,
ze jest to rzeczywisScie bardzo konkretny wybdr, poniewaz w zasadzie |p) mozna uznaé za stan wzbudzony
czastka-dziura powyzej dowolnej mikroskopowej realizacji p;, , niekoniecznie tej samej co |A). Doktadnie;
skomentuj¢ ten punkt péZniej w czasie dyskusji nad jedno-ciatowa funkcja korelacji.

Wyb6r ten jest wyraZnie zalezny od operatora, jednak mozliwy dla klasy operatoréw zachowujacych liczbg
czastek, takich jak operator gestoSci czastek. W tej sytuacji, mogli§my zdefiniowaé termodynamiczny form-

faktor dla dowolnego gtadkiego rozktadu py,, przez

(oplP(0)]pp; P, 1) = lim (L™C (pp, p, h) X D (X, ) - (33)
Ostateczny wzor znaleziony w [A7] dla termodynamicznego form-faktora wynosi
[{Pp1£(0)]pp; P, )| = A(pp, P, h)D(pp, P, h) exp (B(p rmp, P, h)) (34)
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ktérego sktadnikami sa’

Alpy, p.1) = ﬁ[ F(hy) 7F (pr) smﬁ(hw]

(Prot (D) prot (h)) /2 sinwF (p) - mF (hy,)

1/2
152 =1 hijpig

Hz,j:l(pl - h’]) ’

U i—h' ic
le( (p + )

hi j +ic)(pij + ic)

+o00 - I -TaV 2 00 ~ ~

G oo F(N) (b, — pr) oo FE(\)(p — hy)
*,;P/oo L e e B e e Ty s

4 ;55[19, b, ]+% / AV E (V) TF() cta(rF\),

Det(1 — A)

D(py, P, fdetl 0ij + Wij) —————.
(Ppp h) = ]1(.7 )Dt(l—K)

(35)

(36)

37)

Wyrazenia te korzystaja z notacji, ktéra teraz wyjasnie. Po pierwsze, F(\) to skrét od F(A)n()). Po drugie,

symbol P w wyrazeniu na B(n, p, h) oznacza warto$¢ gtéwna catki (Cauchy principal value). Wreszcie czgsé

D(n, p, h) zawiera wyznaczniki nastgpujacej natury. Pierwszy wyznacznik jest wyznacznikiem z kwadratowej

macierzy o rozmiarze réwnym liczbie par czastka-dziura. Elementy W (h;, h;) tej macierzy sa zdefiniowane

jako rozwigzania nastgpujacego liniowego réwnania catkowego

W (hi, \) — P/ da W (hy, @)alPP (o) (K(a - i) _ (K(hi - Z) ,

—00

o

z wektorem b; danym przez

[p(fg)
bi:—L,
n(hi) F'(hi)

}3 ) 0znacza warto$¢ residuum tej funkcji dla A = h;

=[P,

gdzie alPPJ()\) jest zdefiniowane ponizej, a ares(

_[p,h . N
Gy = Jim (A= hi)a®M(3),

Dwa pozostate wyznaczniki w D(n, p, h) sa wyznacznikami Fredholma [79]. Jadro A jest dane przez

AN N = alPhl(y) <K(/\ —\)— 2) ,

Cc

gdzie
sin[mn(A\)F ()]

&[pvh]()\):' ﬁ pe =X [ K(pe =) e*?ﬁiﬁ“’%'
27rsm7rF() iy Ve = A K(hy, — A)

Operator 1 reprezentuje identycznosé, 1(A, A') = d(A — X) i

KoL) =KW\ =X) ;jr/)

(38)

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

Wyrazenie na termodynamiczny form-faktor jest bardzo skomplikowane, ale moze by¢ obliczone numerycznie.

Pozwala to na poréwnanie otrzymanych wynikéw dla funkcji korelacji z innymi znanymi wynikami. Rys. 3 za-

wiera takie poréwnanie, gdzie uwzgledniliSmy tylko pojedyicze wzbudzenia czastka-dziura, z wynikami obli-

czei ABACUS [B15]. Podejscie oparte na termodynamicznym form-faktorze, na poziomie wzbudzen pojedyn-

>We wzorze na form-faktor przedstawionym w [A7] wystapita literéwka i brakowato wspStczynnika 1/2 przed entropia réznicz-

kowa 0.5[0; p, h]. Zostato to poprawione w [A5].
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Rysunek 3: Wktad 1ph do dynamicznego wspétczynnika struktury S(k,w) obliczony za pomoca (34) (petny,
czarny) w porownaniu z ABACUS daje w wyniku system skoficzony z L = N = 32 (kropkowany, czerwony)
i w skoniiczonych temperaturach. Prezentujemy funkcje¢ korelacji o ustalonym pedzie w funkcji energii. Przy
matych pedach i energiach metoda termodynamicznego form-faktora catkowicie nasyca wktad do korelatora.

czej czastki-dziury, prawidlowo przewiduje dynamiczny wspétczynnik struktury w skoficzonej temperaturze
dla matych pedéw i energii. Brakujaca waga korelacji powinna pochodzi¢ z wyzszych wzbudzen czastka-
dziura. Bezposrednio analizujac catke widmowa (31) mozna wykazac¢, ze udzial stanéw wzbudzonych m par
czastka-dziura jest rzedu k2. Porzadkuje to sume widmowa na wklady réznych rzedéw w k. W granicy ma-
tego pedu wiodacy wkilad pochodzi od wzbudzen pojedynczej pary czastka-dziura. To motywuje do blizszego
przyjrzenia si¢ temu rezimowi.

Granica malego pedu. W [A6] dalej badaliSmy strukture termodynamicznego form-faktora operatora ggsto-
$ci w modelu Lieb-Linigera. Naszym gtéwnym celem bylo wyprowadzenie wyrazenia na funkcje statycznej
korelacji,

50 = [ G280 @)

w granicy matego pedu (w odniesieniu do pedu Fermiego kr = mD) obowiazujacej dla dowolnego rozkladu
czastek p,. W tym celu najpierw obliczyliSmy granice form-faktora dla matego wzbudzenia czastka-dziura.
Obliczenia byty dos¢ skomplikowane, szczegélnie w czesci dotyczacej D(pp, p, h), poniewaz wymagaja one
doktadnej analizy W (h, h) oraz jadra Fredholma A (), \). Jednak koficowy rezultat przybiera bardzo prosta
forme

(pp|p(0)|pp; p, ) = 2whi"(h) + O(p — h). (45)

gdzie hgr()\) jest efektywna warto$cia wlasna operatora gestosci czastek na stanie jednoczastkowym oraz
ho(A\) = 1. Dla funkcji f(\) jej efektywna wersja f97()\) jest rozwiazaniem nastepujacego réwnania cat-

kowego
£ = 1) + [ da T (@) £ (@) (46)
Znajomosc¢ form-faktora (45) prowadzi do jawnego wyrazenia dla statycznej funkcji korelacji
h)pn(h
S(k) = / anLeMenth) a2 4 02) @7)
Ptot (h)

W [A6] pokazaliSmy réwniez, ze w granicy matego pedu DSF podlega uogélnionej relacji rownowagi
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szczegotowe]
S(k,w)
S(_ka —w)

gdzie funkcja F(k,w) zalezy od danych termodynamicznych, a mianowicie pseudoenergii gTBA €(\) i pred-

— T (kw) | O(k?), (48)

kosci efektywnej v°f (),
e'(h)
k()

W réwnowadze termodynamicznej e(h) = €(h)/T i F(k,w) = w/T. W ten sposéb zostaje przywrdcona stan-

Flkw)=k w/k = v (h). (49)

dardowa relacja rownowagi szczegotowej. W przeciwienstwie do (48), ktore jest prawdziwe tylko dla matego
momentum, standardowa relacja rownowagi szczeg6towej obowiazuje dla wszystkich wartosci k.

Istnienie uogdlnionej réwnowagi szczegétowej ma ciekawa konsekwencje. Mianowicie, jak pokazaliSmy
w [B9], mierzac DSF pozwala ona na odtworzenie rozktadu czastek p;,,. Pozwala to na rekonstrukcje rozktadu
quasi-pedéw w nierdwnowagowym stanie stacjonarnym uktadu na podstawie spektroskopii Bragga.

Termodynamiczny form-faktor wyprowadziliSmy przy zatozeniu, ze rozktad quasi-pedéw jest gtadki. Fi-
zycznie wazng sytuacja, ktéra wymyka si¢ temu zatozeniu, jest stan podstawowy. Innymi istotnymi stanami
sa tak zwane stany Mojzesza, ktére sa podzielonymi i przesunigtymi stanami podstawowymi [80]. Gdy roz-
wazy¢ granicg zerowej temperatury na poziomie funkcji korelacji, to jak pokazujemy w [A6], wiodacy udziat

pojedynczej czastki-dziury wynosi

k|
S(k)r=0 = —
(k)r=0 o

To przewidywanie dla funkcji korelacji T' = 0 jest poprawne i zgadza si¢ z prostym obrazem, na ktérym przy

(50)

matym pedzie korelacja jest realizowana przez efektywne wzbudzenia o liniowej zaleznosci dyspers;ji,

S(k,w)r—0 = A(k)d(w — vs|k]). (S
Nieznana funkcje A(k) mozna ustali¢ za pomoca nastepujacej reguty sumy [81],
d
/ S oSk, w) = K. (52)
27

Daje to A(k) = 2mvs/|k| zgodnie z réwnaniem (50).
Ta obserwacja rodzi pytanie, czy mozemy bardziej formalnie rozszerzy¢ obliczenia termodynamicznych

form-faktoréw réwniez na niegtadki rozktad quasi-pgdéw. W [AS] pokazujemy, ze tak jest, o ile ped k jest

zgodny z nastgpujacym ograniczeniem

Ptot (q )

T%(q,q)
To ograniczenie jest bardzo tagodne i w praktyce pozwala wykorzysta¢ termodynamiczne form-faktory do

k| < (53)

obliczenia funkcji korelacji stanu podstawowego dla pedéw rzgdu k. Doktadniej, analiza ta pokazuje réwniez,
ze termodynamiczne rozwinigcie jednoSci jest wazne réwniez w stanie podstawowym, o ile spetniony jest
powyzszy warunek.

Wklad dwéch par czastka-dziura do funkcji korelacji. Do tej pory rézne wyniki opieraly si¢ wylacznie
na analizie udzialu pojedynczego wzbudzenia czastka-dziura. Form-faktor dla wzbudzenia dwéch par czastka-
dziura, réwnanie (34), jest znacznie bardziej skomplikowany. Jednak wszystko upraszcza si¢ do rozsadnego
wyrazenia w granicach matych wzbudzen czastka-dziura. Wtedy form-faktor przyjmuje¢ nastgpujaca postad
[AS, A2]

. _ T (hg, h1) h§" (ha) T (hy, ho) T (hy)
<pp\p(0)\pp,p,h> - 27rk(p,h) X (k'(h1)k’(h2)(p1 _ hl) k/(hg)k/(hl)(pg . hg)

T (hy, h1)h* (ha) T (hy, ho)h* (h1) ( )>
K'(hi)k'(h2)(p2 — k1)~ K/ (ho)K/(h1)(p1 —h2) )~

STutaj napisanej dla gestosci jednostkowej gazu, N/L = 1, kt6ra zatozylismy na poczatku.

(54)
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Wz6r ten zawiera tylko wiodaca, w tym przypadku osobliwa, cze$¢ form-faktora w zmiennych p; — h;. Wie-
lokropek (.. .) oznacza regularne, analityczne wyrazy w tych réznicach. Wktad wzbudzen dwéch par czastka-
dziura (2ph) do DSF moze by¢ nastgpnie obliczony zgodnie z (31). Wymaga to trzech komentarzy.

Po pierwsze, jak pokazuje w [A2] dla matych pedéw i energii, wiodacy wktad 2 par czastka-dziura wystg-
puje wtedy, gdy obie pary stanowia mate wzbudzenia czastka-dziura. Innymi stowy, jesli interesuje nas funkcja
korelacji dla matych pedéw i energii, mozemy uzy¢ form-faktora (54).

Po drugie, podczas wykonywania calek spektralnych wymagana jest pewna ostrozno$¢, poniewaz form-
faktory z réwnania (54) maja bieguny, gdy p; ~ h; i dlatego ich kwadratéw nie mozemy po prostu scatkowac.
Analizujac catki jako wynikajace z sum systemu skonczonego mozna pokazac, jak te osobliwosci powinny
by¢ regulowane. Odpowiedzia okazuje si¢ regularyzacja Hadamarda, ktéra uogélnia metode wartosci gléwne;j
Cauchy’ego na bieguny drugiego rzedu. Mianowicie

dx{i? = ll_I)I(l) (/ dmfa(cf)@ﬂﬂ —€) — 2f(0)) . (55)

0 €

Wreszcie, efektywne jadro rozpraszania réznicowego 797 (\, ') wystgpujace we wzorze jest rozwiazaniem
nastgpujacego réwnania
TN N) =T\ N) + / daT (A, &)n(a) T (o, V). (56)
Ostateczny wz6r na wiodacy wklad z dwéch wzbudzen czastka-dziura do funkcji korelacji gestosé-gestosé
przy matym pedzie to

S2ph(k, w) — (27’[‘)2

][ dhydh n(hy)n(ha)pror (1) pros (ha) T (hy, ho)?

) [0 () — o7 ()
(0T () = 0T () )20 (%) — o0 ()

5+ O(k%), (57)

gdzie h* okresla potozenie biegunéw, czyli v° (h*) = w/k. Podkreslamy, ze zaleznos¢ od pedu i energii wcho-
dzi sig tylko przez stosunek w/k. To wyrazenie zgadza si¢ z rozwinigciem perturbacyjnym w 1 /¢ przedstawio-
nym w [59] do rzedu 1/c?. Stanowi to nietrywialny test termodynamicznych form-faktoréw z efektywnym
sumowaniem form-faktoréw uzyskanym w [59].

(ii) Korelacje wyzszych zachowanych gestosci i pradow

Przedstawione powyzej wyniki mozna uogdlni¢ na funkcje korelacji wyzszych zachowanych gestosci
gj(x,t) i pradéw j;(z,t) wystepujacych w modelu Lieb-Linigera (a takze w innych catkowalnych modelach
kwantowych). Rozwazania te zostaty przedstawione w [A2]. Operatory lokalnych zachowanych gestosci i pra-
déw spetniaja rownania ciagtosSci

iz, t) + dpjiz,t) =0, (58)

z czego wynika, ze fadunek

jest zachowany w czasie. Z tego wynika, ze form-faktory operatoréw ¢;(z,t) i j;(z,t) maja wspélna struk-
ture [66],

Form-faktory zachowanych gestoSci w granicy matego wzbudzenia czastka-dziura sq prostymi uogdlnieniami
form-faktor6w operatora gestosci czastek. Mozna je obliczy¢ z uogdlnionej hydrodynamiki [64] lub z programu
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termodynamicznego bootstrapu, ktéry przedstawi¢ w nastgpnej sekcji. Dla form-faktoréw jednej pary czastka-
dziura

(ppldjlop: p, h) = 2mhG*(h) + O(p — h). (61)
podczas gdy dla dwéch par czastka-dziura ich wspélny wspdtczynnik wynosi

T (hy, ha)hs* (ha) T (hy, ho)hs* (ha)
K'(h1)k'(h2)(p1 — h1) — K'(h2)k'(h1)(p2 — h2)

fi(p1,p2, b1, ha) = 27k(p, h) X (

T (ha, ha)hg* (ha) T (ha, ha)h* (h) () 62)
K'(h)k (h2)(p2 — h1) — K'(h2)k/(ha)(p1 —h2) 77
Rozwazymy teraz dwu-punktowe funkcje gestosci i pradéw
Cijw,t) = (ppldi(2,1);(0) ), Tuj(a,t) = (ppji(z,)5;(0)|pp)- (63)

Na przyktad, statyczny korelator gestosci, w granicy matego pedu jest prostym uogélnieniem (47) i wynosi

Cij() = [ ahn()pg(h) (11 + O(R2) o9

Zacytuje rowniez wyniki dla dwéch par czastka-dziura w granicach matych pedu i energii. Petng formute
mozna znaleZ¢ w [A2]. Wyrazenia zaleza od kolejnosci granic. Mianowicie lim,,_,o limy_,g C’fjp h(k:, w)=0i

limg_,q lim,, 0 Ffjp " (k,w) = 0, natomiast

lim lim C2" (k, w) :% ][ dhadhan(ha)n(ho)pn(hn)pn(ha) (T (hs, hg))2 0 (B1) — v (hy)]
0

k—0w—0 ij
h(hy) B heT (hs) hg* (ha) B h?r(hQ)
Prot(h1)veT(h1)  prot(h2)v® (h2) | \ prot(h1)vo(h1)  prot(ho)vef(hg) |
(65)

lim lim I (k, w) :% / dhadhan(ha)n(ha)pn(hn)pn(ha) (T (ha, h2))2 10 (hy) — v (hy)]

w—0k—0
(h?f(hn - h?f(lm)) (h?f(hﬂ _ h;-“(fw)) )
Prot(h1) Ptot(hQ) Ptot(hl) ptot(h2> ’

przy czym drugie wyrazenie jest regularne, a zatem nie wymaga regularyzacji Hadamarda. Formuta (66) zostata
wyprowadzona w inny sposéb w [66] i byta kluczowa do opisania efektéw dyfuzji w uogélnionej hydrodyna-
mice.

Warto réwniez wspomnieé, ze nie s znane wyrazenia dla form-faktoréw wyzszych lokalnych zachowa-
nych tadunkdéw i pradéw w skoiczonym ukladzie w modelu Lieb-Linigera. Mimo to elastycznos¢ przedstawio-
nego tutaj podej$cia pozwolita zasadniczo odgadnaé termodynamiczne form-faktory na podstawie przewidy-
wan uogo6lnionej hydrodynamiki lub z termodynamicznego bootstrapu, waznego dla relatywistycznych teorii
pola, i zastosowaé je w modelu Lieb-Linigera. Pokazuje to, ze termodynamiczne form-faktoréw tworza sp6jne
narzedzie do obliczania dynamicznych funkcji korelacji kwantowych modeli catkowalnych.

(iii) Jednocialowa funkcja korelacji w modelu Lieb-Linigera

Powyzsze rozwazania koncentrowaty sig¢ na funkcjach korelacji operatoréw, ktére nie zmieniajg liczby cza-
stek. Powstaje zatem pytanie, czy mozliwe jest wykorzystanie idei termodynamicznych form-faktoréw réw-
niez do rozwazenia funkcji korelacji operatoréw zmieniajacych liczbe czastek. Najwazniejszymi przyktadami
sa jednociatowe funkcje korelacji lub funkcje Greena.
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Problem obliczania funkcji jednociatowej funkcji korelacji w modelu Lieb-Linigera najtatwiej jest sformu-
towaé przyjmujac punkt widzenia QFT z hamiltonianem [23]

L
1= [ e (<0 @020(@) + 200 (0)0 2)(e)(e) = ! @) e)) )

Tutaj ¢(z) i 9T (x) sa kanonicznymi operatorami anihilacji i kreacji, ktére podlegaja standardowym relacjom
komutacji bozonéw, a p to potencjat chemiczny. Form-faktor operatora anihilacji (A|1(0)|p) w uktadzie o
skoficzonym rozmiarze jest znany [43, 82] i mozemy uzy¢ reprezentacji spektralnej do obliczenia dynamicznej
funkcji jednociatowej G(z,t) = (AJypT (2, )1(0)|A) z pomoca programu ABACUS [83].

Aby zilustrowaé problem przed ktérym stoimy, muszg¢ bardziej szczegétowo oméwié konstrukcje termody-
namicznych form-faktoréw dla operatoréw zachowujacych liczbe czastek. Przypomnijmy, ze dla takich opera-
toréw termodynamiczna suma widmowa byla zorganizowana wedtug wzbudzeri czastka-dziura. Te efektywne
wzbudzenia czastka-dziura mozna rozumie¢ jako renormalizacje wzbudzen w skoficzonym uktadzie za pomoca
miekkich wzbudzen (soft-modes) [84]:

o1
{(pplo(@)lopi P, ) =Tim = 37 [(Ao(0)}Asp b + soft — modes) (68)

soft—modes

gdzie sumujemy po migkkich wzbudzeniach: sa to wzbudzenia niedyspersyjne, czyli wzbudzenia niosace ped i
energie rzedu O(1/L) w rozmiarze uktadu. Wsp6tczynnik normalizacji A jest rtéwny liczbie migkkich wzbu-
dzen, ktére mozna oszacowac na podstawie entropii rézniczkowej. Wykonanie tej sumy, ze wzgledu na obec-
nos¢ osobliwosci kinematycznych, jest bardzo skomplikowane technicznie. W kilku przypadkach z powodze-
niem udato si¢ je jednak wykonaé. Waznym rezultatem w tym aspekcie bylo wyprowadzenie asymptotyki
dtugo-czasowej i dlugo-dystansowej funkcji dwupunktowych w modelu Lieb-Linigera [54] i tancuchu spino-
wym XXZ w bezmasowym rezimie [55]. Slady sumowania po wzbudzeniach migkkich mozna réwniez ziden-
tyfikowaé w perturbacyjnej rozwinigciu gazu Lieb-Linigera w rezimie Tonksa-Girardeau [59] oraz w podejs$ciu
do funkcji korelacji modelu XY za pomoca efektywnych form-faktoréw [56].

W praktyce zatozyliSmy, ze sumowanie po migkkich wzbudzeniach mozna przyblizy¢, wybierajac jeden
stan i mnozac przez liczbg stanéw. Najprostszym wyborem jest wybor stanu bez zadnych migkkich wzbudzen,
wtedy

[(polo(0) p; B, W) = Tim | L™ (Alo(0) | A; p, h) 2, (69)

Zgodnos¢ wynikéw dla funkcji korelacji przedstawionych w poprzednich rozdziatach potwierdza stusznosé
tego przyblizenia, szczeg6lnie w granicach matych wzbudzen.

Taka metoda nie dziata dla form-faktora operatora anihilacji. Powdd jest oczywisty - operator anihilacji
zmniejsza liczbe czastek, podczas gdy stany bra i ket w (69) maja taka sama liczbg czastek. Przypomina-
jac, ze postrzegamy A jako dyskretyzacje p, (), mozemy rozwazy¢ dyskretyzacje z rézna liczba czastek, 1.
[{AN|¥(0)|An—1; P, h)| ale okazuje si¢ to zbyt ograniczajace. Aby znaleZ¢ rozwiazanie, musimy lepiej zrozu-
mie¢ przestrzefi odpowiednich wzbudzef.

W [A1] zbadaliSmy ten problem, koncentrujac si¢ na funkcji korelacji stanu podstawowego i zapropono-
waliSmy oparcie termodynamicznego form-faktora na dwéch wzbudzeniach spinonowych, patrz rys. 4. Miano-
wicie dla funkcji jednociatowej odpowiednie termodynamicze rozwinigcie identycznosci jest nadal w postaci
par wzbudzen czastka-dziura

= 1 ] —ix
G(z,t) = (pplo(z,t)o(0)|pp) = Z 7(m')2 /dpmdhmezte(p,h)) k( bfp’h)g(:c,t;pp;p,h), (70)
m=0 '

ale form-faktor, oznaczony teraz G(z, t; pp; p, h) jest bardziej skomplikowany i obejmuje sumowanie po wzbu-
dzeniach 2-spinonowych

G(x,t; ppi P h) & Y [(AN|U(2, )| ANn_1;2—sp)|*. (71)
2—sp
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N-particle ground state :
000000000

2-spinon excitation

(N+1)-particle ground state :
0000060600 O0CO

Rysunek 4: Liczby kwantowe N -czastkowego stanu podstawowego (u géry) i konstrukcja stanu 2-spinonowego
poprzez stworzenie dwéch dziur w (N + 1)-czastkowym stanie podstawowym. Suma po wzbudzeniach 2-

spinonéw, oznacza sumg po réznych wyborach dla i ho.
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Rysunek 5: Wykresy G (k, w) dla ustalonego pedu i w funkcji energii. ,,Petne” wyniki ABACUS (dla N = 100,
L = 100) sa poréwnywane z udzialem jedynie wzbudzen 2-spinonowych oraz z wzbudzen 2-spinonowych
z niewielkimi wzbudzeniami czastka-dziura. Te efektywne wzbudzenia 2-spinonowe nasycaja korelator przy
matych energiach. Wykreslamy réwniez wyniki ABACUS dla N = 60, L = 60, aby pokaza¢, ze efekty
skorniczonego rozmiaru uktadu w metodzie ABACUS sa zasadniczo ponizej rozdzielczosci wykresu.

Zauwazmy, ze termodynamiczny form-faktor obejmuje teraz nietrywialng zalezno$¢ przestrzenna i czasowa.
Ponadto, w przeciwienistwie do przypadku korelacji gestosé-gestosé, suma we wzorze (70) zawiera wyraze-
nie m = 0, to znaczy, ze istnieje wktad do korelatora nie obejmujacy dodatkowych par czastka-dziura. W
przypadku korelatora gestos¢é-gesto$¢ odpowiadatoby to prostemu wktadowi “disconnected” do korelatora.

Aby ocenic ilosciowo to zalozenie, poréwnaliSmy nasze przewidywania z wynikami metody ABACUS i
wykazaliSmy, ze wzbudzenia 2-spinonowe wraz z wzbudzeniami migkkimi catkowicie nasycaja dynamiczng
jedno-ciatowa funkcje korelacji przy matych pedach i energiach, patrz rys. 5. Sugeruje to, ze koncepcje ter-
modynamicznej sumy widmowej 1 termodynamicznych form-faktoréw maja réwniez zastosowanie do takich
korelatoréw.

(iv) Termodynamiczny bootstrap

Termodynamiczny bootstrap, ktéry zainicjowaliSmy w [A4], jest metoda wyznaczania termodynamicznych
form-faktor6w w catkowalnych kwantowych teoriach pola. Jest to uogdlnienie programu prézniowego boot-
strapu [27] i zaklada szereg tozsamosSci, ktére form-faktory powinny spetniaé. Liczba tych ograniczen jest wy-
starczajaca, aby przewidzie¢ ogdlna strukture form-faktoréw. Podejscie typu bootstrap ma t¢ zaletg, ze pozwala
unikna¢ uciazliwych obliczen granic termodynamicznych form-faktoréw. Jest to szczegdlnie wazne, poniewaz
takie obliczenia nalezy wykonywa¢ w kazdym przypadku, czyli dla konkretnego operatora w konkretnym mo-
delu.

WprowadZmy nastgpujaca notacje dla form-faktoréw operatora o(x) z wzbudzeniami czastek m

Igp(glv"'aem) = <pp|0(0)|pp501>-“79m)7 (72)
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Rysunek 6: Termodynamiczny form-faktor mozemy postrzegac jako granice form-faktora w skoficzonym ukta-
dzie z dodatkowymi czastkami tta okre§lonymi przez funkcje obsadzen n(A) (lub réwnowaznie p,(A)). W
stanie “in” tto jest dodatkowo przesunigte przez back-flow z powodu obecnos$ci wzbudzen. Ta zmiana jest
oznaczona przez .

Relatywistyczna niezmienno$¢ IQFT implikuje, ze wzbudzenie dziury w ket jest rOwnowazne, poprzez crossing
symmetry, do wzbudzenia czastek w stanie bra [31]. Przejscie czastki z bra do ket sprowadza si¢ do przesunigcia
jej quasi-pgdu 6 — 0 + ¢m. Stad notacja (72) obejmuje zaréwna wzbudzenia czastkowe jak i dziury. Interesuja
nas gtéwnie form-faktory z m wzbudzeniami par czastka-dziura. Sa one wyrazane przez form-faktory 2m-
czastkowe w nastgpujacy sposob:

(pplo(0)|pp, P, h) = f,, (P, h +im). (73)

Termodynamiczne form-faktory rozumiane sa jako termodynamiczne granice form-faktoréw o skoficzonej
liczbie czastek, w ktérych duzy podzbidr czastek, okreslany mianem czastek tta, opisuje stan |py,) i ich rozktad
jest zgodny z dystrybucja p,. Poza nimi jest par¢ dodatkowych czastek {61, ...,0,,} opisujacych wiasciwe
wzbudzenia. Jest to przedstawione graficznie na rys. 6.

Termodynamiczny bootstrap sktada si¢ z nastgpujacych aksjomatéw dla: f o (01,...,0m):

e aksjomat rozpraszania

(a) The vacuum scattering axiom. (b) The thermodynamic scattering axiom.

Rozpraszanie jest operacja lokalna i dlatego obecno$¢ czastek tta nie ma na nie wptywu, a aksjomat
przyjmuje taka sama postaé w prézni i w stanie termodynamicznym.

fgp(el’ ct '797:791‘4‘17 . 70771) = S(eZ - 6i+1)fgp(917 . '79i+170i7 L 79771)7 (74)

e aksjomat periodycznosci

. %Rﬂ

(a) The vacuum periodicity axiom. (b) The thermodynamic periodicity axiom.
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Aksjomat periodycznosci dla prézniowych form-faktoréw méwi, ze ostatnig czastke mozemy przesunaé
jako pierwsza, kosztem przesunigcia jej quasi-pedu o 2mi. Jest to rozumiane jako przejsScie czastki od
ket do bra, a nastgpnie ponownie do ket. W przypadku termodynamicznego form-faktora, ze wzgledu
na obecno$¢ czastek tta, musimy uwzglednié rozpraszanie z nimi podczas tego procesu. Prowadzi to do
dodatkowego czynnika R, i

gp(@l, - ,Qm) = Rpp(9m|91, e Gm)fgp(ﬁn + 27Ti, 91, - ,Gm,l), (75)

e Unormowanie dwuczastkowego form-faktora

Aksjomat unormowania ustala granicg matego wzbudzenia dwuczastkowego form-faktora,
foo (0 +im,0) =V°(0). (76)
Funkcja V7 °(#) jest opisana ponize;.

e aksjomat anihilacji (kinetyczna osobliwosc)

Aksjomat anihilacji opisuje osobliwg czg$¢ form-faktora z wigcej niz dwoma wzbudzeniami, gdy quasi-
ped jednej z czastek i jednej z dziur pokrywaja sig. W wersji prézniowej bierzemy w nim pod uwage
rozpraszaniu z wszystkimi pozostalymi czastkami. W wersji termodynamicznej oznacza to rozpraszanie
z czastkami tla i ze wzbudzeniami,

— iresal_>92fgp(91 + 7, bs,...,0,) =
(1—R,,p(92|93,..., ) [T S¢ ) o (03, -, 0n), (77)
7=3

e zalezno$¢ czasoprzestrzenna form-faktora

W przypadku operatora dzialajacego na pewnej pozycji x i czasie ¢, zaktadamy, ze zaleznos$¢ czasoprze-
strzenna odpowiedniego form-faktora rozktada si¢ tak, ze

(pplo(x, t) | pp; Aty . A) = PFNTHER £ (9, 6,). (78)

Warto zauwazyc¢, ze biorac pod uwage nasze wyniki dotyczace jednociatowej funkcji korelacji w modelu
Lieb-Liniger, zalozenie to moze by¢ zbyt silne. Jednak dla operatoréw zachowujacych liczbe czastek
struktura ta jest odpowiednia, co wida¢ z poréwnania z form-faktorami operatora gestosci dla modelu
Lieb-Linigera oraz z wynikami uogélnionej hydrodynamiki. Oméwig to poréwnanie doktadniej ponize;.

W [A4] wprowadziliSmy rowniez dwa kolejne aksjomaty, aksjomat grupowania i ograniczenie wzrostu. Aby
zachowac zwigztos$¢ dyskusji, poming je, poniewaz nie sa one kluczowe dla ponizszych wynikéw.

Do sformutowania aksjomatéw uzyliSmy funkcji R, (0|61, ..., 0,), ktdra jest powiazana z funkcja back-
flow w nastgpujacy sposéb

R, (0]61, ... H 00 (016;), (79)
R,,(010;) = exp (2miF (0]0;) —16(0 — 6;)) - (80)

W granicy zerowej gestoSci aksjomaty redukuja si¢ do standardowych prézniowych aksjomatéw [27]. Kon-
kretnie, w tej granicy R,, wynosi 1, a k(0) i £(6) przyjmuja standardowa, nieefektywna, posta¢. W dalszej
czgsSci oméwig dwa zastosowania programu bootstrap. Pierwsze wyznacza tak zwane minimalne form-faktory
w modelu Sinh-Gordon, drugie dotyczy granicy form-faktoréw dla matych wzbudzen i zwiazku z uogélniong
hydrodynamika. Przedtem chciatbym przedstawi¢ dwie uwagi.
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Proponowane aksjomaty wynikaja z ,termodynamicznej granicy” aksjomatéw prézni i definicja termo-
dynamicznego form-faktora. Szczeg6lnym wsrdd nich jest aksjomat normalizacji, ktéry wynika wytacznie z
definicji samego termodynamicznego form-faktora. Jak pokazujemy w [A3], z definicji termodynamicznego
form-faktora mamy

1O, +im, ..., 00 +im, 61 + K1,0p, + K, 0 +im + 0 + K)

fop (0 +im 0+ ) = lim (1,1 0) ’ ®1)
gdzie
Tgr<0j7 9)
K = —7/{7 82
T Lprorn (0) (82

opisuje back-flow j-tego quasi-pgdu tla z powodu wzbudzenia czastka-dziura sparametryzowanego przez 0 i k.
Granice matych x mozna obliczy¢ przy uzyciu technik znanych z IQFT [29]. W wyniku dostajemy

Ve(s) = %pm Z M/H( >f°(91,...,0k,9), (83)

gdzie f2(01,...,0n) jest tak zwanym “connected vacuum form-factor” operatora o(x). W szczegdlnym przy-
padku, gdy o(z) odpowiada gestosci g;(x) lokalnego tadunku zachowanego, wyrazenie po prawej stronie
upraszcza si¢ do [64]

V% (0) = 2wk (6), (84)

mianowicie jest efektywna warto$cia wtasna operatora gestosci lokalnego tadunku na stanie jedno-czastkowym.

Minimalne form-faktory w modelu Sinh-Gordona W tej czgsci zaprezentuje wyniki termodynamicznego
bootstrapu dla minimalnych form-faktoréw w modelu Sinh-Gordona. Rezultaty te zostaly przedstawione w
[A4]. Model Sinh-Gordon jest catkowalna kwantowa teorig pola z dziataniem [31]

m2
5= [ (; (Ouo(a))” ~ cosh(gqs(a:))) , )

z g, parametrem oddzialywania. Z punktu widzenia teorii rozpraszania model Sinh-Gordona ma tylko jeden
rodzaj czastki, ktdra jest wlasna antyczastka i nie moze tworzy¢ stanéw zwigzanych. Macierz rozproszania to

pojedyncza funkcja
tgh 1(0 —irB/2)

S(0) = ) S(0) = -1, 86
©) tgh 1(6 +irB/2) © (86)
gdzie zrenormalizowana stata oddziatywania B(g) wynosi
2g°
B(g) = . 87

Roéwnania bootstrap’u pozwolity nam odgadna¢ uniwersalng czgs$¢ form-faktora. Mianowicie zaktadamy,
ze form-faktor mozna zapisac jako

Fop (01, 0m) = K2 (01, .., 00) [ (61, . .., Om), (88)
gdzie minimalny form-faktor f;npin(ﬁl, ..., 0 jest niezalezny od operatora i uwzglednia aksjomaty rozprasza-
nia i periodycznoS$ci. Natomiast Kgp (01,...,0m) zalezy od rozpatrywanego operatora i ma strukturg zgodna

m.in. z aksjomatami anihilacji i normalizacji. W przypadku jednoczastkowego form-faktora jego minimalng
czg$¢ mozna wyprowadzi¢ wytacznie z aksjomatu okresowosci. W wyniku dostajemy

min dt Cﬂp( ) t(g — iﬂ')
Pp (0) = exp [ 4/00 t sinht P (m)] ' (89)
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Rysunek 9: Minimalny form-faktor jednoczastkowy w modelu Sinh-Gordon.

gdzie C,, (1) jest niejawnie zdefiniowane przez

R, (619) = exp B /

—0o0

¢ t6]7 ©0)

- Cp, (1) exp P
i moze by¢ obliczona z funkcji back-flow F'(0]6") zgodnie z (80). Na rys. 9 wykre§lamy rzeczywista i urojona
czg$¢ log f,, (0) dla uktadu w réwnowadze termodynamicznej. Minimalny form-faktor prézni jest réwny 1, co
jest asymptota 6 termodynamicznego form-faktora. Jak omawiamy w [A4] minimalne form-faktory zawierajace
wiecej wzbudzeit mozna uzyskaé w podobnej procedurze.

Mozliwo$¢ zastosowania programu bootstrap jest ograniczona do sytuacji, w ktérych mozemy okresli¢
cze$é nieuniwersalng Kgp (61,...,6). W nastepnym rozdziale oméwig jedna sytuacje, w ktérej mozemy zna-
leZ¢ rozwiazanie dla czg$ci nieuniwersalne;.

(v) Rezim hydrodynamiczny i termodynamiczne form-faktory

Znajomo$¢ form-faktora dla pojedyriczego wzbudzenia czastka-dziura w granicy malego pedu, wraz z ak-
sjomatem anihilacji, pozwala obliczyé rowniez granicg matych wzbudzen z dwiema (i wigcej) parami wzbudzefi
czastka-dziura. Jak pokazujemy w [A3], form-faktor dla dwéch par wzbudzen czastka-dziura, aby byt zgodny
z aksjomatem anihilacji, musi mie¢ nastgpujaca postaé

Ops — Oy — 0T, v o
T (05,,00,) f5 (003, 00,) + (-..),  (OD)

° (01 0y 0. 04) = —2 -(01,...,0
fpp( 1,Y2,V3, 4) T Z S ( 1 4)901_902_27T

o€EPy

gdzie S, (01, ..., 04) jest illoczynem macierzy S z macierza S dla kazdej transpozycji obecnej w permutacji o.
Tak jak poprzednio (. ..) oznacza wyrazy analityczne gdy dowolne 6; jest blisko dowolnego 6, + im. Rozwa-
zymy teraz konkretny przypadek, gdy 61 = hy + im, 03 = p1, 03 = ho + i oraz 64 = ps. Mianowicie 5 i 04
to czastki, a 01 i 63 to dziury. Ponadto zaktadamy, ze p; ~ hi i pa ~ ho. Wyrazenie mozna nastgpnie uproscic¢
do:

Zi _i? gp(hz,hz — i’/T) + Z: _i: ;))p(h17h1 — Z’/T))

(), (92)

o (b1 +im,p1, ha + im,pa) = =20 (hy, hy) (

W wiodacym rzedzie mozemy zastapi¢ wyrazenia h; — p; w licznikach przez k/k'(h;) otrzymujac

S (o hs — i) fi, (. — i)
K'(h2)(hi —p1)  K'(h1)(h2 — p2)

Jest to ostateczna prognoza bootstrapu termodynamicznego dla form-faktora w granicy dwoch matych wzbu-

£9 (hy + im, p1, hg + im, pa) = 27kTY (hy, ho) ( ) + () 93

dzeni typu czastka-dziura. Zauwazmy, ze wystgpujace w tym wyrazeniu form-faktory dla pojedynczych wzbu-
dzen typu czastka-dziura sa znane ze wzglgdu na aksjomat normalizacji. W przypadku form-faktoréw lokalnych
zachowanych gestosci wzory te przybieraja szczegdlnie prosta postac, biorac pod uwage normalizacje (84).
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Wiadomo, ze w nierelatywistycznej granicy teoria Sinh-Gordon sprowadza si¢ do modelu Lieb-
Linigera [85-87]. Mozemy w ten spos6b poréwnac wyniki termodynamicznego bootstrap’u z obliczeniami w
modelu Lieb-Linigera. W [A2] pokazuje, ze granice matych wzbudzen typu czastka-dziura dla form-faktoréw
zawierajacych jedna lub dwie pary wzbudzen w obu teoriach zgadzaja si¢ ze soba. Sygnalizuje to, ze termody-
namiczne podejécie oparte na form-faktorach jest na tyle wszechstronne, ze umozliwia umieszczenie zard6wno
wielociatowych modeli kwantowych, jak i catkowalnych kwantowych teorii pola we wspdlnej strukturze.

Funkcje korelacji w granicy Eulera. Znajomos¢ form-faktoréw w granicy matych wzbudzen pozwala na ob-
liczenie funkcji korelacji w granicy duzych odlegtosci i dlugiego czasu. Formalnie, rozwazamy diugi czas ¢ ze
stosunkiem £ = x/t ustalonym. Odpowiada to tak zwanej granicy Eulera rozwazanej na przyktad w kontek-
$cie uogdlnionej hydrodynamiki [64]. Ponadto w tej granicy zaktadamy, ze funkcja korelacji jest usredniana
lokalnie w czasie i przestrzeni, aby pozby¢ si¢ mikroskopowych oscylacji. Ta procedura nosi nazwe “in-cell”
averaging [64].

Wiodacy wktad do dwu-punktowe;j funkcji korelacji w skali Eulera pochodzi ze stanéw wzbudzonych obej-
mujacych niewielka liczbe czastek i dziur. Wiodace wyrazy sa dane przez wkiady pojedynczej czastki i poje-
dynczej dziury. Wkiady te oscyluja i znikaja pod wptywem wspomnianego wyzej uSredniania. Kolejny wktad
obejmuje pojedyncze wzbudzenie czastka-dziura i jest dany przez

s (et t) = [ 2 )1 —n(p)) exp it (£(k(p) — k() — (e(p) — ()]
P oL(p, h + i) gf) (p, h +im)", (94)

i w granicy duzego ¢t moze byc oszacowany za pomoca przyblizenia stacjonarnej fazy. Oznaczmy i_io =
(R (€), hy (€) punkty stacjonarne, gdzie v° (h, (€)

)=
spenn =1y PO po e + oa ). ©5)
v DI ()

Wynik ten zgadza si¢ z przewidywaniami hydrodynamiki uogélnionej [64] i zapewnia dodatkowe potwierdze-

&. Wynik przyblizenia to

nie zgodno$ci pomigdzy ta metoda a termodynamicznymi form-faktorami.
Podsumowanie i wnioski

W autoreferacie opisalem, w jaki sposéb pojgcia termodynamicznej sumy widmowej i termodynamicznych
form-faktoréw sa przydatne do obliczania dynamicznych funkcji korelacji w kwantowych modelach catkowal-
nych. Motywacja do opracowania nowych metod rozwiazywania tych probleméw pochodzi z dwéch Zrédet.
Z jednej strony interesuje nas lepsze zrozumienie silnie skorelowanych uktadéw kwantowych oraz kwestia
termalizacji w takich uktadach. Z drugiej strony postep w metodach eksperymentalnych pozwala na badanie
dynamiki réwnowagowej i poza-rownowagowej w takich modelach. To inspiruje do poszukiwania metod obli-
czania funkcji korelacji dynamicznej w szerokiej klasie mozliwych stanéw, nie ograniczajacych si¢ do stanéw
podstawowych czy réwnowagi termiczne;j.

Przedstawitem gtéwne wyniki konstrukcji termodynamicznych form-faktoréw i skupitem si¢ na wynikach
dotyczacych dynamicznych funkcji korelacji w granicy matego pedu i energii. Jest to rezim, w ktérym mamy
najlepsza kontrole nad termodynamicznymi form-faktorami. Gtéwne wyniki dotycza wktadu czastka-dziura i
dwie czastki-dziury do dwupunktowych funkcji operatoréw zachowujacych liczbe czastek (prace [A2] i [AS-
71). W modelach catkowalnych sg to wszystkie operatory zwigzane z lokalnymi zachowanymi gestoSciami
i fadunkami. Oméwilem zastosowanie tej metody do modelu Lieb-Linigera. Przedstawitem rowniez ogdlny
szkielet programu termodynamicznego bootstrapu, ktéry pozwala otrzymac¢ wyrazenia dla termodynamicz-
nych form-faktoréw [A3, A4]. Warto podkresli¢, ze wszystkie te wyniki pozwalaja na obliczenie dynamicznych
funkcji korelacji w dowolnym stanie systemu. Réwnolegle pokazatem, ze metoda termodynamicznych form-
faktoréw jest przydatna réwniez do zrozumienia funkcji korelacji operatoréw zmieniajacych liczbe czastek.
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Tutaj kanonicznym przyktadem byta funkcja jednociatowa w modelu Lieb-Linigera [A1]. Przedstawione wy-
niki dowodza uzytecznosci podej$cia termodynamicznych form-faktoréw do dynamicznych funkcji korelacji
modeli catkowalnych.

Przyszte badania powinny dazy¢ do rozszerzenia stosowalnosci tego podej$cia na wielopunktowe funkcje
korelacji (w [88] zaprezentowano podejscie do tego problemu z punktu widzenia GHD) oraz do sformutowa-
nia réwnania Boltzmanna za pomoca termodynamicznych form-faktoréw (problem ten oméwiono wstgpnie
w [89]). Problemy te wykraczaja jednak poza problem wyznaczenia standardowych dynamicznych funkcji ko-
relacji, ktérym poswigcony jest ten autoreferat.
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5 INFORMACJA O WYKAZYWANIU SIE ISTOTNA AKTYWNOSCIA NAUKOWA ALBO
ARTYSTYCZNA, REALIZOWANA W WIECEJ NIZ JEDNEJ UCZELNI, INSTYTUCJI
NAUKOWEJ LUB INSTYTUCJI KULTURY, W SZCZEGOLNOSCI ZAGRANICZNE]

Moje badania naukowe rozpoczety si¢ w 2009 roku, kiedy zostatam doktorantem na Uniwersytecie w Amster-
damie pod opieka prof. Jean-Sébastiena Caux. GIéwnym tematem mojej pracy byly modele kwantowe;j fizyki
wielu czastek, ktdre sa catkowalne, w szczeg6lnosci model XXZ tanicuchéw spinowych i model Lieb-Linigera.
Po ukoriczeniu studiéw doktoranckich przeniostem si¢ do SISSA, aby kontynuowaé badania nad modelami
catkowalnymi w grupie prof. Giuseppe Mussardo. Podczas pobytu w SISSA moja praca koncentrowata si¢ na
kwantowych catkowalnych teoriach pola. W 2015 roku otrzymatem grant FUGA Narodowego Centrum Na-
uki i rozpoczatem prace na Uniwersytecie Warszawskim w grupie prof. Piotra Sutkowskiego. Oznaczato to
réwniez istotng zmiang, na teori¢ wezldw i topologiczng teori¢ strun, obszaru moich badan. W 2018 roku zo-
statem zatrudniony jako adiunkt na Uniwersytecie Warszawskim, a rok pdéZniej otrzymatem grant SONATA
na prowadzenie badafh w zakresie kwantowych modeli catkowalnych. Od tego czasu dzielg swoja dziatalno$é
badawcza migdzy catkowalne modele kwantowe z zastosowaniami w uktadach materii skondensowanej, to-
pologiczna teori¢ strun oraz kilka mniejszych projektéw z dziedziny fizyki matematycznej i statystycznej. W
swoich badaniach wspétpracuje z naukowcami z réznych instytuciji.

W uzupeknieniu do prac [A1-A7] stanowiacych osiagnigcie naukowe, ponizej opisuj¢ publikacje [B1-B17],
ktére sa wynikiem r6znych dziatan naukowych, jakie prowadzitem przez lata.

W artykule [B17] uzywamy doktadnych wyrazen dla form-faktoré6w w mikroskopijnych modelach catko-
walnych, takich jak taficuch spinowy XXZ, model Calogero-Sutherlanda i model Lieb-Linigera, aby obliczy¢
nieuniwersalne wspétczynniki funkcji korelacji stanu podstawowego w cieczy Luttingera i jej nieliniowego
rozszerzenia opisujacego tak zwane edge singularities. Obliczenia wymagaly starannego i technicznie trudnego
obliczenia granicy termodynamicznej niektérych form-faktoréw.

W artykule [B16] wykorzystalimy funkcje korelacji gestos$é-gestos¢ do scharakteryzowania metastabil-
nego stanu modelu Lieb-Linigera zwanego gazem super Tonks-Girardeau. OméwiliSmy w jaki sposéb stan ten
mozna uzyskaé za pomoca tak zwanego “interaction quench” z silnie oddziatujacego modelu Lieb-Linigera,
okreslilismy iloSciowo stabilno$¢ gazu poprzez rozwazenie eksperymentalnie istotnych proceséw ktére prowa-
dza do jego kolapsu i ostatecznie pokazaliSmy, ze funkcje korelacji w takim metastabilnym stanie sa quasi-
dtugozasiggowe.

W artykule [B15] przedstawiliSmy wyniki dla dynamicznego czynnika struktury (DSF) modelu Lieb-
Linigera w skonficzonej temperaturze. Wyniki uzyskaliSmy za pomoca algorytmu ABACUS i byly one istotne
z dwoch powodoéw. Po pierwsze, byty to wyniki ilo§ciowe dla dynamicznego czynnika struktury w szerokim,
eksperymentalnie istotnym zakresie parametrow oddziatywar i temperatur. Po drugie, udato nam si¢ przezwy-
cigzy¢ rézne trudnodci techniczne i algorytmiczne w uogélnieniu metody ABACUS ze stanu podstawowego do
przypadku skoficzonej temperatury.

Artykuty [B13-14] sa wynikiem naszej wspotpracy z dwiema grupami eksperymentalnymi i opieraja si¢
na wczesniej opracowanym podejsciu do dynamicznego wspétczynnika struktury modelu Lieb-Linigera w
skoriczonej temperaturze. W obu artykutach pokazujemy zgodnos¢ wynikéw eksperymentalnych z przewi-
dywaniami teoretycznymi wskazujacymi na mozliwo$¢ eksperymentalnej realizacji modelu Lieb-Linigera. Do-
pasowanie danych eksperymentalnych, pochodzacych z rozpraszania Braggowskiego, wymagato uogélnienia
podejscia teoretycznego do niejednorodnych uktadéw w putapce, ktére osiagneliSmy za pomoca przyblizenia
gestosci lokalne;.

W artykule [B12] rozwijamy koncepcje tadunkéw quasi-lokalnych. Standardowe tadunki zachowane w
kwantowych teoriach pola sa zwiazane z ultralokalnymi zachowanymi gestoSciami. W niniejszej pracy pokazu-
jemy, ze do scharakteryzowania nier6wnowagowych standéw stacjonarnych m.in. Generalized Gibbs Ensemble
bardziej odpowiednie moze by¢ zastosowanie tadunkéw o gestosciach nie doktadnie lokalnych. Zamiast tego
ich gestos¢ dziata na skoficzonym przedziale przestrzennym. W pracy rozwazamy przyklady takich tadunkéw
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w teorii pola dla modelu Isinga i w modelu Lieb-Linigera. W dalszej pracy [B10] pokazujemy w praktyce, jak
stworzy¢ uogdlniony zesp6t Gibbsa z fadunkami quasi-lokalnymi i ze nowy formalizm jest bardziej praktyczny
w poréwnaniu z tadunkami ultralokalnymi. Podajemy przyklady ilustrujace te kwestie w teorii pola dla modelu
Isinga.

Artykut [B11] dotyczy dynamiki nieréwnowagi w supersymetrycznych kwantowych teoriach pola (14 1)d.
W tej pracy znajdujemy zbidr stanéw poczatkowych zgodnych z supersymetria, analizujemy widma takich
teorii i na koniec obliczamy przewidywania dla dynamicznych funkcji korelacji. Idee ilustrujemy przyktadami
w trojkrytycznym modelu Isinga i modelu Sine-Gordon. Pokazujemy réwniez, jak skonstruowaé uogélniony
zespol Gibbsa z dodatkowymi tadunkami supersymetrycznymi.

Artykuty [B8,B9] sa spin-offem mojej pracy nad termodynamicznymi form-faktorami. W [B9] analizujemy
uog6lniong réwnowage szczegotowa, ktéra odkryli§my podczas pracy nad form-faktorami operatora gestosci w
modelu Lieb-Linigera. Stosujemy te relacje, aby znaleZ¢ zwiazek pomigdzy migdzy dynamicznym czynnikiem
struktury a mikroskopowym rozktadem quasi-pgdéw. Proponujemy ten zwiazek jako eksperymentalng metode
pomiaru rozktadu quasi-pgdéw, a tym samym pelna charakterystyke stanu rownowagowego lub stacjonarnego
uktadu. W artykule [B8] uzywamy termodynamicznych form-faktoréw do przewidzenia tak zwanych edge-
singularities i quasi-dlugozakresowego porzadku w nieréwnowagowym stanie stacjonarnym, ktéry pojawia si¢
po polaczeniu dwéch termodynamicznie r6znych (np. w réznych temperaturach) modelach Lieb-Linigera.

W artykule [B7] analizujemy niezmienniki weziéw za pomoca nowo odkrytego zwiazku pomigdzy weztami
a teoria kotczandéw (quiveréw). Pokazujemy, ze pewne niezmienniki weztéw sg zwiazane z kombinatorycznym
problemem liczenia $ciezek i Sciezek wazonych ¢ na dyskretnej sieci. Relacja ta pozwolita nam okresli¢, weze-
$niej nieznane, quivery odpowiadajace niektérym weztom torycznym. To z kolei dato kolejne jawne przyktady
zwiazku pomiedzy weztami a quiverami. Nasze rozwazania doprowadzity réwniez do sformutowania jawnych
wzoréw na funkcje generujace i niezmienniki Donaldsona-Thomasa dowolnych (niezwigzanych z weztami i
Sciezkami) symetrycznych quiveréw.

Artykuty [B6] i [B2] opisuja dalsze zastosowania teorii reprezentacji kolczanéw w topologicznej teo-
rii strun. Pokazujemy, ze wkiad otwartych strun do funkcji podziatu w takich teoriach, w pewnych specjal-
nych geometriach zwanych strip geometries, przybiera posta¢ funkcji generujacej niezmienniki Donaldsona-
Thomasa. Ponadto w pracy [B6] pokazujemy, ze funkcje te moga by¢ rozumiane jako uogdlnienie funkcji
hiper-geometrycznych i znajdujemy rekurencyjna zaleznos$ci, ktére spetniaja. Natomiast w [B2] pokazujemy,
ze funkcje podziatu mozna postrzegaé jako pewne funkcje falowe, a zmiana potozenia brany jest réwnoznaczna
ze zmiang polaryzacji funkcji falowej. Identyfikujemy grupe SL(2, Z) przeksztalcen realizujacych te operacje
i opisujemy ich dzialanie na opisujace je quivery.

W artykule [B5] zajmujemy si¢ badaniem uogdlnionej hydrodynamiki, czyli teorii nieréwnowagowej dy-
namiki stanéw niejednorodnych w kwantowych modelach catkowalnych. Proponujemy numeryczng metode
rozwigzywania réwnafh GHD w rezimie liniowym. Odkrywamy, ze termalizacja w takich systemach odbywa
sig poprzez a) homogenizacj¢ w przestrzeni rzeczywistej oraz b) termalizacje w przestrzeni quasi-pedéw. Iden-
tyfikujemy kluczowa rolg dyfuzji dla tych ostatnich.

Artykut [B4] zadaje pytanie, jak bardzo kwantowe sa oddzialujace taricuchy spinowe, takie jak model
XXZ. Rozwazamy w nim krétkie taricuchy i iloSciowo opisujemy nielokalnos¢ korelacji i splatanie w stanach
podstawowych takich uktadéw i w skoiczonych temperaturach. Pokazujemy, ze pojedynczy element macierzy
gestosci niesie istotne informacje dla tego problemu. Nasze rozwazania ilustrujemy przyktadami dla modelu
Isinga, faficucha spinowego XXZ i modelu Majumdara-Ghosha.

W artykule [B3] ponownie rozwazamy funkcje generujace niezmienniki Donaldsona-Thomasa. Analizu-
jemy poszczegdlne klasy quiveréw i wyprowadzamy odpowiadajace im klasyczne i kwantowe wielomiany
A. Te wielomiany koduja relacje, z ktérych mozna odzyskaé funkcje generujaca. Gléwnym rezultatem naszej
pracy jest postulat, ze zaréwno funkcje generujaca, jak i kwantowy wielomian A, mozna obliczy¢ za pomoca
topologicznej rekurencji. Podajemy przyktady konkretnych obliczen ilustrujacych ta hipoteze.

Artykut przegladowy [B1] dotyczy najnowszych osiagnig¢ uogdlnionej hydrodynamiki i dynamicznych
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funkcji korelacji. Ogélna dyskusja przeplata si¢ z konkretnymi przyktadami z kwantowych modeli catkowal-
nych, w ktérych idee hydrodynamiczne sa powigzane z obrazem quasi-czastek oferowanym przez te ostatnie.
W szczegdlnosci przedstawiamy jak wyniki uogélnionej hydrodynamiki i termodynamicznych form-faktoréw
uzupelniaja si¢ i pozwalaja na glegbsze zrozumienie dynamicznych funkcji korelacji w takich uktadach.
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