Zalacznik nr 2

Autoreferat

1 Imie i Nazwisko

Andrzej Okolow

2 Posiadane stopnie naukowe

1. Doktor nauk fizycznych w zakresie fizyki, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego,
rok 2004.
Tytul rozprawy doktorskiej: Representations of Quantum Geometry (Reprezentacje
kwantowej geometrii).

2. Magister, Wydziat Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego, rok 1999.
Tytul pracy magisterskiej: Nowe zmienne samodualne w kanonicznej grawitacyi.

3 Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych
1. od pazdziernika 2004 — adiunkt w Instytucie Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu War-
szawskiego;

2. od marca 2005 do lutego 2006 — staz podoktorski w Department of Physics & Astro-
nomy, Louisiana State University (USA).

4 Wskazanie osiaggniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy
z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule
naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz.
U. nr 65, poz. 595 ze zm.)

4.1 Tytul osiggniecia naukowego — jednotematycznego cyklu publikacji

Kanoniczne kwantowanie teleparalelnego modelu ogélnej teorii wzglednosci — analiza hamil-
tonowska i konstrukcja kinematycznych stanéw kwantowych.
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4.3 Omoéwienie celu naukowego wyzej wymienionych prac i osiggnietych
wynikéw wraz z oméwieniem ich ewentualnego wykorzystania.

4.3.1 Wprowadzenie

Jednym z najwazniejszych wyzwan stojacych przez wspotczesng fizyka teoretyczng jest sfor-
mulowanie teorii obejmujacej ogélna teorie wzglednosci (OTW) i mechanike kwantowa (kwa-
ntowsa teorie pola). Pierwsze proby stworzenia takiej teorii zwanej powszechnie kwantowq
grawitacjg miaty miejsce w latach 30-tych ubieglego wieku. Obecnie istnieje szereg podejsé
do kwantowej grawitacji [1, 2| takich jak np. teoria strun, petlowa grawitacja kwantowa,
piany spinowe, dynamiczne triangulacje, jednakze zadne z tych podej$¢ nie jest wolne od
mniej lub bardziej powaznych “wewnetrznych” probleméw nie méwiac juz o tym, ze ekspery-
mentalna weryfikacja jakiegokolwiek modelu kwantowej grawitacji jest ciggle poza zasiegiem
naszych mozliwosci. Poniewaz w obecnej sytuacji nie mozemy by¢ pewni, ze ktérekolwiek z
istniejacych podej$¢ doprowadzi do sformutowania poprawnej fizycznie kwantowej grawitacji,
warto jest podejmowaé proby tworzenia nowych podej$é do tego problemu.

Naturalnym sposobem konstruowania modelu kwantowej grawitacji jest kwantowanie
OTW czyli zastosowanie wybranej procedury kwantyzacji do tej klasycznej teorii. Szcze-
g6lng cechg OTW jest réznorodnosé jej lagranzowskich sformutowan uzywajacych roéznych
pol jako zmiennych konfiguracyjnych np. dziatanie Hilberta-Einsteina jest funkcjonatem na
przestrzeni lorentzowskich metryk, za$ w tzw. sformutowaniu Palatiniego zmiennymi kon-
figuracyjnymi sa koreper i jednoforma koneksji. Réznorodnosé sformutowann OTW oznacza
potencjalng réznorodnosé modeli kwantowej grawitacji otrzymywanych poprzez zastosowanie
roznych metod kwantyzacji do réznych sformutowan tej teorii.

Jednym ze sformutowani OTW, ktoére dotychczas nie zostalo uzyte jako punkt wyjscia do
kwantyzacji tej teorii, jest tzw. teleparalelny model OTW! (TOTW). Istnieja dwie wersje

!Najnowsza praca przegladowa na temat tego sformulowania jest praca [3]-



tego modelu rézniace sie zmiennymi konfiguracyjnymi: w jednym przypadku zmiennymi
sa koreper i jednoforma koneksji o zerowej krzywiznie i niezerowej torsji, zas w drugim
przypadku zmienng konfiguracyjna, jest koreper.

Celem sformutowanego przeze mnie projektu badawczego, ktéry jak do tej pory zaowoco-
wal powstaniem cyklu prac [H1|-[H7] jest zbadanie, czy TOTW daje sie skwantowaé poprzez
zastosowanie procedury kanonicznej kwantyzacji. Ponadto, biorgc pod uwage fakt, ze TOTW
jest teoria niezalezna od tla (dyfeomorficznie niezmiennicza), postanowilem skwantowaé ten
model w sposob niezalezny od tta podobnie jak to ma miejsce w przypadku petlowej grawitacji
kwantowej (patrz [4] i literatura podana w tej pracy).

W duzym skrocie wyniki osiggniete w cyklu prac [H1]-[H7| mozna podsumowaé jak na-
stepuje:

1. podaltem opis hamiltonowskiej struktury TOTW oraz pewnej pokrewnej teorii, ktora
moze shuzy¢ jako model-zabawka pomocny przy kwantowaniu TOTW; opis ten odpo-
wiada wymaganiom procedury kanonicznego niezaleznego od tta kwantowania,

2. metode konstrukcji przestrzeni kinematycznych stanéw kwantowych dla teorii pola
opracowana przez J. Kijowskiego [5] uogoélnitem na przypadek teorii o nielinowych
przestrzeniach fazowych (metoda oryginalna dziala w przypadku tych teorii, ktorych
przestrzenie fazowe posiadaja strukture przestrzeni liniowej),

3. poprzez zastosowanie uogélnionej metody skonstruowatem w sposéb niezalezny od tta
przestrzen kinematycznych stanéw kwantowych dla TOTW (i zarazem dla wspomnia-
nego powyzej modelu—zabawki).

Przejde teraz do szczegdltowego omdwienia wynikow.

4.3.2 Hamiltonowskie sformulowanie TOTW

Krokiem wstepnym wymaganym przez kanoniczne kwantowanie jest zapisanie danej teorii
w postaci hamiltonowskiej. W momencie rozpoczynania pracy nad projektem znane mi
byly prace [6, 7, 8, 9, 10| opisujace hamiltonowska strukture TOTW. Wynikalo z nich, ze
TOTW przetransformowana do postaci hamiltonowskiej jest systemem z wiezami oraz ze
wiezy sg na tyle skomplikowanymi funkcjami zmiennych kanonicznych, ze mozna byto wy-
kluczy¢ mozliwosé znalezienie ogélnych rozwiazan wiezdéw. W tej sytuacji przyjatem, ze do
kwantyzacji TOTW nalezy zastosowa¢ Diracowska procedure kanoniczego kwantowania syte-
moéw z wiezami. Wedlug tej procedury w pierwszym kroku zaniedbuje sie wiezy i konstruuje
tzw. przestrzen kinematycznych standow kwantowych czyli przestrzenn standéw kwantowych
odpowiadajaca calej przestrzeni fazowej, nastepnie w drugim kroku uwzglednia sie wiezy po-
przez nalozenie odpowiednich warunkow (tzw. kwantowych wiezoéw) na kinematyczne stany
kwantowe.

Biorac pod uwage metode kwantowania, jaka miatem zamiar zastosowaé, przyjatem na-
stepujace kryteria, jakie powinno spetnia¢ hamiltonowskie sformutowanie TOTW przydatne
do moich celow:

K1. sformulowanie jest wyprowadzone bez ustalenia jakiegokolwiek cechowania (aby niepo-
trzebnie nie ograniczaé¢ symetrii modelu kwantowego),



K2. przestrzen fazowa ma mozliwie najprostsza strukture: zmiennymi kanonicznymi sa ko-
reper cofniety na przestrzenne ciecie czasoprzestrzeni oraz ped kanonicznie z nim sprze-
zony (to zalozenie ma na celu uproszczenie, a w praktyce umozliwienie konstrukcji
przestrzeni stanéw kwantowych),

K3. w sposob jawny znane sg komplet wiezdéw na przestrzeni fazowej oraz algebra wiezow
(jest to wymog stawiany przez Diracowska procedure kwantyzacji),

K4. sformulowanie jest typu ADM [11] tzn. niedynamiczne stopnie swobody na lagran-
zowskiej przestrzeni konfiguracyjnej opisane sa przez funkcje N uplywu czasu (ang.
lapse function) i pole wektorowe N przestrzennego przesuniecia (ang. shift vector
field), dzieki czemu jednym z funkcjonalow wiezow jest wektorowy funkcjonal wiezow
generujacy na przestrzeni fazowej transformacje cechowania odpowiadajgce dziataniu
przestrzennych dyfeomorfizméw (wymaganie to motywowane jest checia skwantowania
TOTW w sposob niezalezny od tta).

Poniewaz zadne ze sformutowan opisanych w pracach [6, 7, 8, 9, 10| nie spelniato wszyst-
kich wyzej wymienionych kryteriéw konieczne stalo sie opracowania nowego hamiltonow-
skiego sformutowania TOTW zgodnego z tymi kryteriami. Jednakze zadanie to okazalto sie
dosé¢ trudne z rachunkowego punktu widzenia. Dlatego tez w pierwszym kroku postanowi-
tem wyprowadzi¢ w formie ¢wiczenia hamiltonowskie sformutowanie teorii, ktéra posiadataby
taks samg lagranzowska przestrzen konfiguracyjng co TOTW i ktérej dziatanie bytoby mniej
skomplikowanym funkcjonatem niz dziatanie TOTW lecz generujacym takq samgq przestrzen
fazowqg. Ponadto mialem zamiar otrzymaé¢ w ten sposoéb uproszczony model-zabawke, na
ktérym mozna bytoby testowaé elementy procedury kwantyzacji przed zastosowaniem ich do
bardziej skomplikowanej TOTW. Jako uproszczona teorie wybratem teleparalelny model typu
Yanga-Millsa (TMYM) [12] o dzialaniu nastepujacej postaci

1
s[04 = -3 /dOA Axdf 4, (4.1)

gdzie (0‘4) A=0,1,2,3 jest koreperem na czterowymiarowej zorientowanej rozmaitosci M, d po-
chodna zewnetrzng na M, * operatorem dualizacji Hodge’a zadanym przez metryke

g:=nap0t®08, (nap) = diag(—1,1,1,1)

za$ wskaznik A w 0 4 zostal “opuszczony” za pomoca macierzy (n4p).

Praca [H1] Strukture hamiltonowska TMYM opisatem w pracy [H1| uzywajac do tego
ogblnego formalizmu hamiltonowskiego wyrazonego w jezyku form rézniczkowych zaczerp-
nietego z pracy [13]. W ramach analizy wstepnej koniecznej do przeprowadzenia rozktadu
341 dziatania (4.1) znalaztem jawna formule opisujaca czasowa sktadowa koreperu (84) jako
funkcje funkcji N, pola wektorowego Ni przestrzennej czedci koreperu (QA) oraz wyprowa-
dzitem wzor opisujacy rozktad 3 4 1 czteroformy postaci a A %3, gdzie a, 5 sa k-formami.
Nastepnie podatem opis przestrzeni fazowej?, znalazlem hamiltonian, komplet wiezéw na

2Opis ten zawiera drobny blad w postaci zbyt stabego warunku nalozonego na zmienne “polozeniowe”
(6*). Blad ten zostal skorygowany w pracy [H2|.



przestrzeni fazowej oraz wyprowadzitem algebre wiezéw — hamiltonian okazat sie by¢ suma
wszystkich wiezow, za$ wszystkie wiezy okazaly sie by¢ wiezami pierwszego rodzaju (ang.
first class constraints).

Prace [H2, H3] Korzystajac z doswiadczen wyniesionych z pracy nad TMYM przystapi-
tem do badania kanonicznej struktury TOTW. Otrzymane rezultaty opublikowalem w pra-
cach |H2, H3] — w pracy |H2| wyprowadzitem wiezy i hamiltonian oraz przeanalizowatem
transformacje cechowania generowane na przestrzeni fazowej przez funkcjonaly wiezéw, w
pracy [H3| wyprowadzitlem algebre wiezow.

Za punkt wyjscia hamiltonowskiej analizy TOTW przyjatem dziatanie [14, 15, 16, 17, 18,
19]

S[64) = /—;(dHA AOg) A*(dOB A6 4) + %(d@A AOA)Ax(dOP A OR). (4.2)

Przestrzeri fazowa TOTW, ktéra otrzymatem, ma postaé iloczynu kartezjanskiego P x O,
gdzie

1. © jest zbiorem wszystkich czworek (84) A=0,1,2,3 jednoform okreslonych na tréjwymia-
rowej zorientowanej rozmaitosci® ¥ takich, ze

q:=nap 0" 0" (4.3)
jest riemannowskq (dodatnio okreslong) metryka na X,

2. P jest zbiorem wszystkich czworek (pp)p=0,1,2,3 dwuform zdefiniowanych na ¥ — dwu-
forma pa jest pedem kanonicznie sprzezonym do jednoformy 64.

Kompletny zbiér wiezéw na powyzsze]j przestrzeni fazowej opisatem za pomocs funkcjonatow:
skalarnego funkcjonatu wiezéw, wektorowego funkcjonatu wiezéw oraz dwoch innych funkcjo-
naléw — jeden z nich nazwatem funkcjonatem lorentzowskich pchnieé¢, a drugi funkcjonatem
obrotéow. Znalaztem takze jawna postaé algebry wiezéw, z ktorej wynika, ze wszystkie wiezy
sa wiezami pierwszego rodzaju. Hamiltonian TOTW, ktory wyprowadzitem z dziatania (4.2),
jest sumag wszystkich wymienionych powyzej funkcjonatow wiezow.

Wektorowy funkcjonal wiezdw V(M ) zalezny od “rozsmarowujacego” pola wektorowego
M na rozmaitosci generuje transformacje cechowania na przestrzeni fazowej bedace cof-
nieciem form (pa, 0%) wzdtuz krzywych catkowych pola M czyli dziataniem przestrzennych
dyfeomorfizméw na zmienne kanoniczne. Transformacje cechowania generowane przez funk-
cjonal lorentzowskich pchnieé¢ i funkcjonal obrotéw definiuja lokalne transformacje Lorentza
zmiennych kanonicznych — doktadniejsza analiza tych transformacji pokazata, ze dziataja
one na zmienne kanoniczne w do$é niestandardowy sposob.

Znalezione w pracach [H2, H3| hamiltonowskie sformutowanie TOTW spelnia wszystkie
kryteria K1-K4, co oznacza, ze w oparciu o to sformutowanie mozna podja¢ probe kanonicz-
nego kwantowania TOTW wedlug metody Diraca i w sposéb niezalezny od tta.

3Rozmaitosé¢ ¥ modeluje typowy ligé foliacji definiujacej rozktad 3 + 1 czasoprzestrzeni.



4.3.3 Konstrukcja przestrzeni kinematycznych stanéw kwantowych za pomoca
technik projektywnych

Decyzja o prébie skwantowania TOTW w sposob niezalezny od tta powoduje, ze przestrzen
kinematycznych stanéw kwantowych wymagana przez Diracowsks procedure kwantowania
réwniez powinna by¢ skonstruowana w sposob niezalezny od tta. Metoda konstrukcji takich
przestrzeni zostala opracowana [20] na potrzeby petlowej grawitacji kwantowej. Jednakze
metoda ta nie jest ogdlna tzn. nie daje sie zastosowaé¢ do kazdej teorii pola, a w szczegblnosci
nie daje sie zastosowa¢ do TOTW.

Inng metoda konstrukcji przestrzeni stanéw kwantowych dla teorii pola jest metoda J.
Kijowskiego [5] wykorzystujaca techniki projektywne. Ograniczeniem tej metody jest wymog
nalozony na przestrzeri fazowa teorii, do ktorej chcemy ta metode zastosowaé — przestrzen
ta powinna posiadaé¢ strukture przestrzeni liniowej. Nieliniowos¢ otrzymanej przeze mnie
przestrzeni fazowej TOTW (zrodtem nieliniowosci jest tu warunek nalozony na zmienne
(HA)) zmotywowalta mnie do podjecia proby uogolnienia tej metody na teorie o nieliniowych
przestrzeniach fazowych. Préba ta przeprowadzona z wykorzystaniem pewnych konstrukeji
stosowanych w petlowej grawitacji kwantowej [4, 21, 22| zakonczyta si¢ podwojnym sukce-
sem: po pierwsze, metoda dala sie uogélnié, a po drugie, uogédlniona metoda pozwolita na
skonstruowanie przestrzeni kinematycznych stanéw kwantowych dla TOTW.

Praca [H4] Uogolniona metode konstrukeji przestrzeni stanoéw kwantowych dla teorii pola
opisalem w pracy [H4|. Idea tej konstrukcji zaczerpnieta z pracy [5] przedstawia sie nastepu-
jaco. Punktem wyjscia konstrukcji jest specjalny zbior skierowany (A, >) — kazdy element
A tego zbioru jest (w mniej lub bardziej dostownym sensie) uktadem fizycznym o skoriczone;j
liczbie stopni swobody otrzymanym z przestrzeni fazowej danej teorii, zas relacja > jest do-
brana w taki sposob, ze jezeli N > X to uktad X\ jest poduktadem ukladu N. W pierwszym
kroku konstrukcji dokonuje sie “kwantyzacji” kazdego uktadu A poprzez przyporzadkowanie
mu przestrzeni Dy stanéw kwantowych, a w drugim kroku wszystkie przestrzenie {D)}rea
taczy sie za pomoca technik projektywnych w jedng przestrzen D stanéw kwantowych od-
powiadajaca wyjsciowe]j przestrzeni fazowej. Nalezy tu podkreslié, ze uogo6lniona metoda,
podobnie jak jej pierwowzor z pracy [5], bazuje na strukturze przestrzeni fazowej danej teorii
pola bez uwzgledniania ewentualnych wiezéw natozonych na zmienne kanoniczne, stad tez
przestrzen D jest przestrzenia kinematycznych stanéw kwantowych.

W pracy [H4| zbior skierowany (A, >) zdefiniowatem w oparciu o wybrana rodzine funkcji
na przestrzeni fazowej w sposéb bedacy kombinacja oryginalnej metody J. Kijowskiego oraz
konstrukeji pewnej algebry klasycznych obserwabli [22] znanej z petlowej grawitacji kwanto-
wej. Wspomniane funkcje na przestrzeni fazowej nazwaltem elementarnymsi stopniami swobody
— zaktadajac, ze przestrzen fazowa teorii ma postaé¢ P x ), gdzie P jest przestrzenia pedow,
a () przestrzenia konfiguracyjng (przestrzenia “potozen”) wprowadzitem zbior elementarnych
konfiguracyjnych stopni swobody jako wybrang rodzine rzeczywistych funkcji na @ oraz zbior
elementarnych pedowych stopni swobody jako wybrang rodzine rzeczywistych funkcji na P.
Nastepnie zatozytem, ze kazdemu pedowemu stopniowi swobody ¢ odpowiada operator li-
niowy ¢ dziatajacy na funkcje okreslone na przestrzeni () — ¢ zdefiniowany jest za pomoca



nawiaséw Poissona
U oW = {p, ¥} (4.4)

lub, jesli jest to konieczne, za pomoca odpowiedniej regularyzacji tych nawiaséw. W kolejnym
kroku wprowadzitem rzeczywista przestrzeri wektorowa F rozpinang przez wszystkie opera-
tory {¢}. Zbior A zdefiniowalem jako zbior ztozony z par (13’, K), gdzie F jest skoriczenie
wymiarowq podprzestrzenia liniows, przestrzeni F, za§ K skoriczonym zbiorem elementarnych
konfiguracyjnych stopni swobody.

Zgodnie z naszkicowana powyzej idea konstrukcji przestrzeni D, kazdy element A =
(F ,K) zbioru A powinien da¢ si¢ zinterpretowaé jako pewien skonczony uktad fizyczny.
I rzeczywiscie, taka interpretacja istnieje. Ot6z konfiguracyjne stopnie swobody tworzace
zbior K definiuja tzw. zredukowang przestrzern konfiguracyjng Qrx — punkt przestrzeni Qg
to podzbidr przestrzeni konfiguracyjnej (), na ktérym kazdy stopienn swobody k € K jest
funkcjg staty. Przestrzenn Qi odgrywa role przestrzeni konfiguracyjnej skoriczonego uktadu
fizycznego, zas operatory tworzace przestrzen 3 dzialaja w naturalny sposéb na funkcje okre-
Slone na Qx i zawieraja w sobie informacje zaréwno o pedowych stopniach swobody jak i o
nawiasach Poissona?.

Jednakze, aby interpretacja zbioru (A, >) jako rodziny skonczonych uktadow fizycznych
wyposazonej w relacje uktad—poduktad nie byta jedynie powierzchowna i aby z tego zbioru
mozna bylo wygenerowaé przestrzen stanéw kwantowych D musiatem nalozyé na ten zbidr
szereg warunkow, z ktérych wymienie tu tylko trzy:

W1. jezeli (F, K) € A i K jest zbiorem N-elementowym to zredukowana przestrzen konfi-
guracyjna Qx jest w naturalnej bijekcji z RV,

W2. jezeli (F, K) € A to “struktura Poissonowska” zakodowana w operatorach tworzacych
przestrzen F jest niezdegenerowana — niezdegenerowanie to jest odpowiednikiem nie-
zdegenerowania zwyktych nawiaséw Poissona® (niniejszy warunek jest naturalnym uo-
golnieniem pewnego warunku z pracy [5]).

W3. jezeli (F',K') > (F,K) to uktad (F’, K') zawiera pelna informacje o uktadzie (F, K),
a relacja miedzy nimi jest liniowa w nastepujacym sensie:

(a) kazdy stopien swobody k € K jest liniowq kombinacjg stopni swobody tworzacych
zbior K';
(b) F jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni F'.

Nastepnie wykazatem, ze zbior (A, >) generuje w naturalny sposob przestrzenn D — uczy-
nilem to powtarzajac zasadnicze kroki oryginalnej konstrukcji odwotujac sie przy tym jedynie
do zalozonych przeze mnie wlasciwosci zbioru (A, >).

40dwotujac sie do terminologii stosowanej w kanonicznym kwantowaniu przestrzen operatoréw F oraz
przestrzen funkcji na Qx tworza algebre elementarnych klasycznych obserwabli [22] skoriczonego ukladu fi-
Zycznego.

5Nawiasy Poissona sg niezdegenerowane, jezeli definiuja forme symplektyczna.



A zatem, jezeli A = (F, K) € A to na mocy warunku W1 na przestrzeni ) i istnieje miara
duy odpowiadajaca mierze Lebesgue’a na RY. Miara ta pozwala zdefiniowaé przestrzeri
Hilberta

Hy = L*(Qk, duy)

jako przestrzen “czystych stanéow kwantowych” uktadu X\ oraz przestrzen D) operatorow ge-
stodci na H ) jako przestrzen “mieszanych stanéw kwantowych” tego uktadu.

Pokazalem nastepnie, ze jezeli N’ > A to warunki nalozone na zbior (A, >) zadaja jedno-
znacznie rozktad przestrzeni Hilberta 7/

Hy = Hax @ Haa

taki, ze przestrzen Hy/ jest naturalnie izomorficzna przestrzeni Hx. Rozklad ten pozwala
zdefiniowaé za pomoca czastkowego §ladu wzgledem przestrzeni Hy ) projekcje

TN - D)\/ — D)\.

Udowodnilem wreszcie, ze tak otrzymana rodzina {Dy, 7wy }aca jest rodzina projektywna,
co pozwolilo zdefiniowaé przestrzen kinematycznych stanéw kwantowych D jako granice pro-
jektywna tej rodziny. Nalezy tutaj podkreslié, ze przestrzen stanéw kwantowych D skonstru-
owana w ten sposob ze zbioru skierowanego (A, >) nie jest przestrzenia Hilberta, lecz zbiorem
wypuktym standw kwantowych.

W obydwu metodach konstrukcji przestrzeni D tzn. w metodzie uogdlnionej i oryginal-
nej kluczowa role odgrywa liniowos¢ zredukowanych przestrzeni konfiguracyjnych i liniowos¢
relacji uktad—poduktad, a podstawowa réznica miedzy tymi metodami polega na odmiennym
zrodle jednej i drugiej liniowosci: w przypadku metody oryginalnej tym Zréodlem jest zalo-
zona liniowos¢ przestrzeni fazowej i wybor elementarnych stopni swobody w postaci liniowych
funkcji na tej przestrzeni, zas w przypadku metody uogdélnionej tym Zrodtem sa warunki W1,
W3a oraz W3b, dzieki czemu metoda uogdlniona moze byé stosowana w przypadku teorii o
nieliniowych przestrzeniach fazowych.

Lista warunkow, jakie zbior (A, >) powinien spelnia¢, aby generowaé przestrzen D oraz
konstrukcja przestrzeni D z takiego zbioru sa gtéwnymi wynikami pracy [H4|. Nalezy zazna-
czy¢, ze wyniki te nie gwarantujg ani istnienia ani jednoznacznodci przestrzeni D dla kazdej
teorii pola. Wiadomo juz tez, ze jednoznacznosci przestrzeni D nie da sie zapewni¢ — udato
mi sie skonstruowaé dwie istotnie rozne przestrzenie D dla TOTW [H5, H7| (zrédlem roznicy
jest tu odmienny wybor elementarnych stopni swobody na przestrzeni fazowej TOTW).

Inne istotne wyniki pracy [H4|, ktére omoéwie ponizej, to

1. konstrukcja przestrzeni D dla tzw. zdegenerowanej grawitacji Plebanskiego,

2. kolekcja kilku pomocniczych stwierdzen przydatnych w praktyce przy konstruowaniu
zbiorow skierowanych typu (A, >) dla teorii pola,

3. konstrukcja przestrzeni Hilberta dla teorii pola w oparciu o pewne funkcje prawie okre-
sowe.



Z praktycznego punktu widzenia gtowny wynik pracy [H4| sprowadza konstrukcje prze-
strzeni D do konstrukcji odpowiedniego zbioru (A,>). Jest wiec istotne zaprezentowanie
przyktadu konstrukeji takiego zbioru. W pracy [H4| uczynitem to dla pewnej prostej, nieza-
leznej od tla teorii pola, ktéra wprowadzitem w publikacji [P7]. Zmiennymi w tej teorii sa
pola zdefiniowane na czterowymiarowej rozmaitosci M: funkcja ¥, jednoforma A reprezen-
tujaca koneksje na trywialnej wigzce gltéwnej M x R oraz dwuforma o. Dziatanie tej teorii
ma postacé

1
Slo, A, O] ::/U/\dA—Q‘I’O'/\O',

a przestrzen fazowa jest zbiorem par (o, A) pol okreslonych na tréjwymiarowej rozmaitosci ¥
— o jest dwuforma petnigca role pedu kanonicznie sprzezonego do jednoformy A. Teorie ta
nazwalem zdegenerowang grawitacjq Plebariskiego (ZGP) poniewaz powyzsze dziatanie bierze
sie z dos¢ radykalnego uproszczenia samodualnego dziatania Plebanskiego [23], a sama teoria
opisuje tzw. zdegenerowany sektor OTW typu 1 + 1 analizowany w pracy [24].

Definiujac odpowiedni zbioér skierowany (A, >) dla ZGP w sposob niezalezny od tta wy-
korzystalem pewne konstrukcje stosowane w petlowej grawitacji kwantowej [4, 21, 22]: ele-
mentarne konfiguracyjne stopnie swobody zdefiniowatem jako calki z jednoformy A wzdluz
zwartych odcinkéw krzywych, zas elementarne pedowe stopnie swobody jako calki z dwu-
formy o po ograniczonych dwuwymiarowych powierzchniach:

() = [ 4, es(o):= [ o

gdzie e jest odcinkiem krzywej, a S powierzchnia. Poniewaz nawias Poissona {(g, ke } nie jest
dobrze zdefiniowany jako operatora liniowego ¢g uzylem tzw. operatora strumienia (ang.
fluz operator) |22] otrzymanego przez pewna regularyzacje nawiasu {pg, ke}. Z grafem =
zawartym w rozmaitosci ¥ zwigzalem zbior K, konfiguracyjnych stopni swobody zadanych
przez ramiona tego grafu. Jako zbior A wybratem zbior wszystkich par {(F, K,)} o niezde-
generowanej “strukturze Poissonowskiej” (warunek W2), gdzie v przebiega zbior wszystkich
grafow. Relacje > na zbiorze A zdefiniowalem jak nastepuje:

, ) F'oF
(F',K,) > (F,K) wtedy i tylko wtedy gdy {’y' 3,}/

(ostatnia relacja jest standardowa relacja na zbiorze skierowanym graféw stosowana po-
wszechnie w petlowej grawitacji kwantowej). Nastepnie pokazatem, ze zbior (A, >) jest
zbiorem skierowanym oraz ze spelnia wszystkie wymagane warunki.

Konstruujac zbior (A, >) dla ZGP oraz dowodzac, ze spelnia on wszystkie wymagane wa-
runki doszedtem do wniosku, ze pewne stwierdzenia uzyte w tych celach warto sformutowac i
udowodni¢ w ogdlny sposob tak aby mogty by¢ pomocne w innych przypadkach — stwierdze-
nia te tak sformulowane i udowodnione zamiescitem w pracy [H4| (rozdziat 3.6). Zostaly one
nastepnie wykorzystane w pracy [H7| np. dwa twierdzenia dotyczace liniowej niezaleznosci
operatorow nalezacych do przestrzeni F okazaly sie niezbedne przy dowodzeniu, ze zbior
(A, >) skonstruowany dla TOTW w pracy [H7| rzeczywiscie jest zbiorem skierowanym.



W trakcie pracy nad ogdlng konstrukcja przestrzeni D zauwazytem, ze dla kazdej teorii
pola, dla ktérej przestrzen D daje sie skonstruowaé, istnieje ponadto pewna przestrzen Hil-
berta. Otoz ze zbiorem (A, >) generujacym przestrzen D zwiazany jest inny zbior skierowany
(K,>) — zbidr ten tworza wszystkie zbiory {K} uzyte do konstrukcji zbioru A, a relacja
> jest zdefiniowana poprzez odwotanie sie do warunku W3a. Na kazdej zredukowanej prze-
strzeni Qg istnieje zbior funkcji prawie okresowych tworzacych (nieosrodkowa) przestrzen
Hilberta H . Pokazalem, ze rodzine {H k } kex mozna w prosty sposob wyposazy¢ w struk-
ture rodziny induktywnej, co pozwala zdefiniowaé¢ nowa przestrzeri Hilberta H jako granice
induktywng tej rodziny.

Przestrzen Hilberta H jest matematycznym produktem ubocznym konstrukeji przestrzeni
D — w tej chwili trudno jest mi powiedzieé, czy przestrzen H moze mieé¢ jakie$ znaczenie
czy zastosowanie fizyczne.

4.3.4 Konstrukcja przestrzeni kinematycznych stanéw kwantowych dla TOTW

Konstrukeji przestrzeni kinematycznych stanéw kwantowych dla TOTW (i jednoczesnie dla
TMYM) za pomoca uogélnionej metody projektywnej poswiecitem ostatnie trzy prace cyklu:
[H5], |[H6| oraz [H7] — w dwoch pierwszych pracach wprowadzitem i poddalem analizie nowe
zmienne kanoniczne dla TOTW, za$ w trzeciej pracy opisatem opartg na nowych zmiennych
konstrukcje odpowiedniego zbioru skierowanego (A, >) dla TOTW.

Praca [H5] Prace |[H5| rozpoczatem od zbadania mozliwosci skonstruowania zbioru (A, >)
dla TOTW w oparciu o elementarne stopnie swobody zdefiniowane w naturalny sposob przez
zmienne kanoniczne (pa, 07) otrzymane w pracach [H2, H1|:

kA(0) = / o, o3 (p) = /S p5, (4.5)

gdzie 0 = (6P) oraz p = (pa). W tym celu pokazalem, ze dla kazdego grafu v zbiér K., konfi-
guracyjnych stopni swobody zadanych przez ramiona tego grafu definiuje zredukowang prze-
strzen konfiguracyjna O bedaca w naturalnej bijekcji z odpowiednim RY (warunek W1).
Wynika stad, ze uzywajac stopni swobody (4.5) mozna skonstruowaé¢ speliajacy wszyst-
kie wymagania zbior (A, >) dla TOTW — wystarczy powtorzy¢ wszystkie kroki omowionej
wczesniej konstrukeji takiego zbioru dla ZGP nieznacznie je modyfikujac tam gdzie jest to
koniecznie. Istnieje zatem przestrzeii kinematycznych stanéw kwantowych D dla TOTW
generowana przez stopnie swobody (4.5).

Odkrylem jednak, ze przestrzen D posiada pewien do$é powazny mankament. Otéz stop-
nie swobody (4.5) nic “nie wiedza’ o warunku definiujacym przestrzen konfiguracyjna © czyli
o tym, ze jednoformy (64) € © definiuja za pomoca wzoru (4.3) riemannowska metryke. W
konsekwencji stany kwantowe tworzace przestrzei D odpowiadaja takze tym jednoformom
(64), ktore definiuja metryki lorentzowskie. Oznacza to, ze przestrzen D jest “zbyt duza” z
punktu widzenia kwantyzacji TOTW i aby dostosowaé ja do moich potrzeb na stany kwan-
towe tworzace ta przestrzen musze natozyé pewne ograniczenie odpowiadajace warunkowi
natozonemu na zmienne (). Niestety, jak pokazatem, nie mozna tego dokonaé za pomoca
rodziny ograniczenn {Ry}rea takich, ze dla kazdego A € A ograniczenie R) nalozone jest
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na elementy przestrzeni Dy uzytej do konstrukcji przestrzeni D. Fakt ten w polaczeniu ze
zlozonoscia przestrzeni D czyni nalozenie pozadanego ograniczenia na stany kwantowe zada-
niem bardzo trudnym. Konkluzja ta oznaczata w praktyce koniecznos$é znalezienia nowych
zmiennych kanonicznych na przestrzeni fazowej TOTW, ktére generowalyby przestrzeri D
wolng od mankamentu przestrzeni D.

Pierwszym krokiem do tego celu bylo wprowadzenie nowych zmiennych na przestrzeni
konfiguracyjnej ©. W rzeczywistosci, zdefiniowatem caty rodzing {(¢/,607)} nowych zmien-
nych na © indeksowang pewnym wskaznikiem ¢. Dla ustalonego wskaznika

1. (€])7=123 jest trojka rzeczywistych funkeji na ¥,
2. (67) J=1,2,3 jest trojka jednoform na ¥ tworzacych globalny koreper na tej rozmaitodci.

Zwiazek nowych zmiennych (¢,607) ze zmiennymi wyjsciowymi (64) jest nastepujacy: jed-
noformy (6”7) sa formami wchodzacymi w sktad czworki (4) = (0°,67), za$ trzy funkcje
(¢]) zawieraja informacje o sktadowych jednoformy #° wyrazonej w koreperze (8”7). Wybor
nowych zmiennych (¢!, 607) uzasadnitem

1. wlasciwosciami metryki (4.3) wyrazonej przez nowe zmienne,
2. naturalng interpretacja nowych zmiennych;

3. wlasciwosciami elementarnych konfiguracyjnych stopni swobody zdefiniowanych w na-
turalny sposéb przez nowe zmienne.

I tak, pokazatem, ze metryka (4.3) wyrazona jako funkcja nowych zmiennych nie moze
by¢ lorentzowska nawet jezeli zrezygnuje si¢ z zadania, ze (67) tworza globalny koreper na
Y. Oznacza to, ze jezeli w oparciu o zmienne (£!,67) oraz pedy don sprzezone mozna
skonstruowaé przestrzen D stanéw kwantowych dla TOTW to stany kwantowe tworzace D
nie beda zwiazane z lorentzowskimi metrykami na .

Odnognie interpretacji zmiennych (£/): w opisach hamiltonowskich struktur TOTW i
TMYM zaprezentowanych w pracach [H2, H3, H1] istotna role odgrywa czworka (£4) 4— 0,1,23

pewnych funkcji na rozmaitosci ¥. Funkcje te pozwalajg odtworzyé czasows skladowq (6 L)
czasoprzestrzennego koreperu z jednoform (9’4) € O, funkcji N i pola wektorowego N:

04 = NeA + N o4,

funkcje (£4) pojawiaja si¢ takze w wiezach i hamiltonianach TOTW i TMYM. Otz nowe
zmienne (¢1) sa tozsame (z dokladnoscia do znaku) z funkcjami &', €2, €3 wchodzacymi w
sktad czworki (€4).

Nowe zmienne (£/,607) definiuja w naturalny sposéb nastepujace konfiguracyjne stopnie
swobody:

K1(0) = € w). <2(0)= [0, (46)
gdzie 6 = (ff .67 ), a y jest punktem rozmaitosci ¥. Pokazalem, ze tak zdefiniowane stopnie

swobody posiadaja szereg wtasnosci pozadanych z punktu widzenia ich przysztego zastosowa-
nia do niezaleznej od tla konstrukeji zbioru (A, >) dla TOTW. Wykazalem w szczegdlnosci,
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ze zbior K, , stopni swobody (4.6) zadanych przez punkty skonczonego zbioru u C ¥ i ra-
miona grafu v definiuje zredukowana przestrzen konfiguracyjna Q, , bedaca w naturalnej
bijekeji z odpowiednim zbiorem RY.

Na tym zakonczytem prace [H5]|.

Praca [H6] Analize rodziny {(¢/,67)} nowych zmiennych kontynuowalem w pracy [H6]
uzyskujac nastepujace wyniki:

1. znalazlem proste kryterium odrézniajace rozniczkowalne (w sensie rachunku wariacyj-
nego) zmienne (£,67) od nierézniczkowalnych;

2. wprowadzitem pedy ((,,7s) kanonicznie sprzezone do rozniczkowalnych zmiennych
(¢1,07) — (1 jest trojforma na ¥ pelniaca role pedu kanonicznie sprzezonego do funkcji
¢l za§ dwuforma 7 jest pedem kanonicznie sprzezonym do 67;

3. wyrazilem nowe zmienne kanoniczne (7,77, X, 0%) w funkeji wyjsciowych zmiennych
(pa,0P) i vice versa;

4. wyrazitem wiezy (a tym samym i hamiltoniany) TOTW i TMYM w funkcji nowych
zmiennych kanonicznych;

5. pokazalem, ze struktury hamiltonowskie TOTW i TMYM opisane w pracach [H2,
H1| wyrdzniajq dwa komplety zmiennych (Cr, 7y, &E,0%). Mianowicie, dla wszystkich
innych zmiennych tego typu istnieje pewna przeszkoda w definiowaniu kwantowych
wiezOw: ot6z jezeli w oparciu o stopnie swobody zadane w naturalny sposoéb przez te
zmienne mozna zbudowaé przestrzen standéw kwantowych D to dla niektorych wiezow
TOTW i TMYM nie mozna znalezé kwantowych odpowiednikéw w postaci rodzin
operatorow {CA',\}AQA takich, ze CA'A jest operatorem wiez6w na przestrzeni Hilberta H ).
Dla wspomnianych dwoéch kompletéw zmiennych ta przeszkoda nie wystepuje.

Praca [H7] Wynikiem wieniczacym cykl prac [H1|-[H7| jest niezalezna od tta konstrukcja
przestrzeni D kinematycznych stanéw kwantowych dla TOTW (i TMYM) — konstrukcja
ta sprowadza sie do opisanej w pracy [H7| konstrukcji odpowiedniego zbioru skierowanego
(A, >).

Do konstrukeji zbioru (A, >) dla TOTW uzylem stopni swobody zdefiniowanych przez
jeden z dwoch wyréznionych kompletow zmiennych (7,77, &5, 01), aczkolwiek konstrukcja
ta jest poprawna dla dowolnych zmiennych tego typu. Uzyte konfiguracyjne stopnie swobody
to oczywiscie stopnie swobody (4.6), za$ uzyte pedowe stopnie swobody to

oV (p) = /V G 5(p) = /S -

gdzie p = ((,1,77), a V jest trojwymiarowa podrozmaitoscia rozmaitosci ¥. Operator 95}/ zde-
finiowalem za pomoca nawiasu Poissona (4.4), za$ w charakterze operatora L,ZJ§ zastosowalem
podobnie jak w przypadku ZGP operator strumienia.

12



Wyniki uzyskane w pracy [H5| sugeruja, ze zbior A dla TOTW powinien zostaé¢ zdefinio-
wany jako zbiér wszystkich par {(F7 Ky ~)} o niezdegenerowanej “strukturze Poissonowskiej”
(przypomne, ze u jest tu skoniczonym zbiorem punktéw rozmaitosci X, a vy jest grafem). Uzna-
tem jednak za rzecz pozadana, aby na kazdej przestrzeni Hilberta H ) uzytej do konstrukcji
przestrzeni D mozna bylo zdefiniowa¢ pewien rodzaj geometrii kwantowej generowanej przez
riemannowska geometrie rozmaitosci . Pokazalem nastepnie, ze aby taka kwantowa geo-
metri¢ mozna bylo tatwo zdefiniowaé para (u,7) powinna spelia¢ pewne proste warunki.
Pare 4 = (u,~) spelniajaca te warunki nazwatem grafem kropkowanym (ang. speckled graph)
i udowodnitem, ze wszystkie grafy kropkowane tworzg zbior skierowany.

Ostatecznie zbior A dla TOTW zdefiniowatem jako zbior wszystkich par {(F, Ks)} o
niezdegenerowanej “strukturze Poissonowskiej”, gdzie ¥ przebiega zbior wszystkich grafow
kropkowanych zawartych w Y. Na zbiorze A wprowadzitem relacje:

Ny R _ F' o F
(F',Ksy) > (F,Ky) wtedy 1 tylko wtedy gdy .y
Y=
a nastepnie pokazatem, ze (A,>) jest zbiorem skierowanym spelniajacym wszystkie wy-
magania naltozone na taki zbior w pracy |[H4|. Oznacza to, ze (A,>) generuje przestrzen

kinematycznych stanéow kwantowych D dla TOTW (i TMYM).
Ponadto w pracy [H7] uzyskalem dwa inne istotne wyniki:

1. pokazalem, ze naturalne dzialanie dyfeomorfizméw rozmaitosci ¥ na pola (7,77, X,
61) generuje dziatanie tych dyfeomorfizméw na przestrzeni D oraz, ze dzialanie to
zachowuje przestrzenn D — wynik ten pokazuje, ze przestrzen D moze byé uzyta do

niezaleznej od tla kwantyzacji TOTW;

2. wykazalem, ze dwa wyréznione komplety zmiennych ({7, 77,5, 0%) generuja ta sama
przestrzen D.

4.3.5 Podsumowanie wynikéw

Cykl prac [H1|-[H7| powstal w ramach realizacji wlasnego projektu badawczego, ktorego
celem jest kanoniczne niezalezne od tta skwantowanie TOTW. W pracach tych

1. opisatem struktury hamiltonowskie TOTW i TMYM w sposoéb dostosowany do potrzeb
kanonicznej niezaleznej od tta kwantyzacji,

2. opracowalem uogdlniong metode konstrukcji przestrzeni stanéw kwantowych dla teorii
pola za pomoca technik projektywnych — uogodlnienie wigze sie tu z rozszerzeniem
stosowalnosci oryginalnej metody na teorie o nieliniowych przestrzeniach fazowych,

3. wykonatem pierwszy krok Diracowskiej procedury kanonicznego kwantowania w za-
stosowaniu do TOTW i TMYM — uzywajac uogdlnionej metody skonstruowatem w
sposob niezalezny od tla przestrzen D kinematycznych stanéw kwantowych dla tych
teorii,

13



4. na przestrzeni D zdefiniowalem zachowujace ta przestrzeri dziatanie grupy dyfeomorfi-
zmoéw tréjwymiarowej rozmaitodci 3 modelujacej przestrzenne ciecie czasoprzestrzeni.

Wedtug mojej wiedzy

1. opis struktury kanonicznej TOTW podany w pracy [H2| jest pierwszym opisem tej
struktury spetniajgcym kryteria K1-K3 otrzymanym przez rozktad typu ADM czaso-
przestrzennego koreperu (HA) (czyli rozktad na funkcje N uplywu czasu, pole wekto-
rowe N przestrzennego przesuniecia oraz cze$é przestrzenna (QA)),

2. przestrzen D skonstruowana dla TOTW jest pierwsza przestrzenia kinematycznych
stanéw kwantowych znaleziong dla tego sformutowania OTW.

4.3.6 Wykorzystanie wynikow

Wyniki otrzymane w cyklu prac [H1]-[H7| pozwalaja rozpoczaé drugi etap Diracowskiej pro-
cedury kwantowania TOTW polegajacy na zdefiniowaniu (i rozwiazaniu, o ile okaze sie to
mozliwe) kwantowych wiezow na przestrzeni D odpowiadajacych wiezom na przestrzeni fazo-
wej TOTW. W szczego6lnoscei, dziatanie grupy przestrzennych dyfeomorfizméw na przestrzeni
D moze by¢ uzyte do znalezienia rozwigzan kwantowych wiezé6w bedacych odpowiednikiem
wiezéw zdefiniowanych przez funkcjonal wektorowy V(M ) — wzorujac sie na petlowej grawi-
tacji kwantowej [21] za takie rozwiazanie mozna uznac¢ kazdy zachowywany przez to dzialanie
element przestrzeni D (o ile taki element istnieje).

Ponadto metoda konstrukcji przestrzeni stanéw kwantowych przedstawiona w pracy [H4|
wydaje sie by¢ na tyle ogdlna, ze mozna podejmowaé proby zastosowania jej do innych teorii
pola czy tez do innych sformutowari OTW — konstrukcja nowych przestrzeni stanéw kwan-
towych dla petlowej grawitacji kwantowej i petlowej kosmologii kwantowej odwotujaca sie do
prac J. Kijowskiego i moich zostala przedstawiona [25] na jednej z niedawno zorganizowanych
konferencji.
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[P7] Okotow A, 2009 Quantization of diffeomorphism invariant theories of connections
with a non-compact structure group—an example. Comm. Math. Phys. 28 335-382.
arXiv:gr-qc/0605138.
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5.2 Omoéwienie wyzej wymienionych prac

Moim pierwszym osiggnieciem naukowym bylo opisanie kanonicznej struktury teorii gra-
witacji zadanej przez nowe dzialanie dla tej teorii, ktéore zapostulowane zostato przez J.
Lewandowskiego. Podsumowanie otrzymanych wynikéw opublikowano w pracy [P1].

Kolejne zagadnienie, nad ktérym pracowatem, zwigzane jest z reprezentacjami tzw. -
algebry strumieni i holonomii (ang. holonomy-flux *-algebra). Algebra ta stanowi istotny
element procedury kanonicznej kwantyzacji prowadzacej od klasycznej grawitacji opisanej za
pomoca rzeczywistych zmiennych Ashtekara-Barbero [26] do petlowej grawitacji kwantowej
[21, 4]. W najogoélniejszym ujeciu algebra strumieni i holonomii jest algebra “abstrakcyjnych”
operatorow skonstruowana dla przestrzeni fazowej, ktorej punkty to pary pol (E, A), gdzie
A jest koneksja na wiazce glownej P(X,G) o rozmaitosci bazowej X i grupie strukturalnej
G, za$ ped E kanonicznie sprzezony do A jest (dim ¥ — 1)-forma typu ad na wiazce P — w
przypadku petlowej grawitacji kwantowej P = 3 x SU(2), gdzie dim ¥ = 3.

W petlowej grawitacji kwantowej przestrzeri kinematycznych stanéw kwantowych jest
przestrzenia Hilberta H 4y funkcji falowych zdefiniowanych na przestrzeni (uogélnionych)
koneksji o grupie strukturalnej SU(2) catkowalnych z kwadratem wzgledem miary Ashtekara-
Lewandowskiego [20]. Ten model kwantowej grawitacji jest niezalezny od tta (dyfeomorficznie
niezmienniczy), czego szczegdlnym przejawem jest fakt, ze uzyta w tym modelu reprezentacja
x-algebry strumieni i holonomii na przestrzeni H 4y, jest wspotzmiennicza wzgledem dziatania
dyfeomorfizmaow.

Zagadnienie innych reprezentacji algebry strumieni i holonomii niz wyzej wymieniona
jako pierwszy poruszyt H. Sahlmann [27]%. W pracy [28] pokazal on, ze aby reprezentacja
algebry strumieni i holonomii zdefiniowana w oparciu o wiazke z grupa strukturalna U(1) byta
dyfeomorficznie wspdtzmiennicza przestrzenn Hilberta tej reprezentacji musi by¢ przestrzenia

50bydwie prace H. Sahlmanna [27] i [28] zostaly upublicznione w formie preprintéw w roku 2002, a
opublikowane w recenzowanym czasopismie dopiero w roku 2011.
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funkeji okreslonych na zbiorze koneksji na tej wigzce i catkowalnych z kwadratem wzgledem
miary Ashtekara-Lewandowskiego.

Przy wsparciu J. Lewandowskiego udato mi sie¢ uogoélni¢ rezultat H. Sahlmanna na przy-
padek algebry strumieni i holonomii zbudowanej w oparciu o trywialna wiazke gtéwna postaci
R™ x G, gdzie G jest dowolna zwarta i spéjna grupa Liego. Wynik ten opublikowany zostat
w pracy [P2]. Nastepnie samodzielnie dokonatem kolejnego uogolnienia tego wyniku — tym
razem na przypadek dowolnej wiazki glownej P(X, G) ze zwarta i spdjna grupa strukturalna
G, co zostalo opisane w pracy [P3].

Zwieniczeniem prac nad dyfeomorficznie wspdélzmienniczymi reprezentacjami algebry stru-
mieni i holonomii stalo sie twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci dyfeomorficznie niezmien-
niczego stanu (liniowego funkcjonatu) na tej algebrze, ktory to stan za pomoca konstrukeji
GNS definiuje dyfeomorficznie wspoélzmienniczg reprezentacje tej algebry na przestrzeni Hil-
berta. Wynik ten zostal opublikowany w pracy [P5]. Moéj wkiad do tej pracy (w postaci
kilku istotnych elementéow zaréwno sformutowania jak i dowodu twierdzenia) byl mniejszy
od wktadow J. Lewandowskiego i H. Sahlmanna.

Twierdzenie udowodnione w pracy [P5] jest stuszne przy pewnym warunku natozonym
na algebre strumieni i holonomii. W pracy tej przedstawiony zostal znaleziony przeze mnie
przyktad algebry strumieni i holonomii nie spetniajacej wspomnianego warunku, na ktérej
istnieja dwa rozne dyfeomorficznie niezmiennicze stany. Powstato wiec pytanie, czy istnieja
inne przyktady tego typu. Pozytywna odpowiedZ na to pytanie zostala udzielona w pracy
[P9], gdzie zostal opisany przyklad algebry strumieni i holonomii niepodlegajacej zaloze-
niom twierdzenia z pracy |[P5|, na ktorej istnieje nieskonczenie wiele roznych dyfeomorficz-
nie niezmienniczych stanéw. Pomyst konstrukeji tej algebry i tych stanéw pochodzi od M.
Dziendzikowskiego. Méj wktad do tej pracy polegal na opracowaniu znacznej czesci dowodu
stwierdzenia zapewniajacego, ze formuta zaproponowana przez wspotautora pracy rzeczywi-
$cie definiuje dyfeomorficznie niezmienniczy liniowy funkcjonal na tej algebrze.

Problemem pokrewnym do problemu istnienia i jednoznacznosci dyfeomorficznie nie-
zmienniczych stanéw na algebrze strumieni i holonomii jest problem klasyfikacji homeomor-
ficznie niezmienniczych stanéw na pewnej x-algebrze “abstrakcyjnych” operatoréw skonstru-
owanej dla teorii pola skalarnego. Problemem tym zajmowali sie W. Kamiriski i J. Lewan-
dowski. Jednym z elementow znalezionego przez nich rozwiazania tego problemu jest pewien
sformutowany i udowodniony przeze mnie lemat, ktéry nie byl wezesniej nigdzie opubliko-
wany. Dlatego tez W. Kaminski i J. Lewandowski uznali za stosowne doda¢ moje nazwisko
do listy autorow pracy [P6] opisujacej uzyskane przez nich wyniki.

Innym zagadnieniem, ktéorym sie zajmowaltem, bylo znalezienie nieprzemiennego odpo-
wiednika tzw. przestrzeni uogdlnionych koneksji (ang. space of generalized connections).
Przestrzeri uogélnionych koneksji A jest pewnym rozszerzeniem przestrzeni koneksji A na
wiazce gtownej P(X,G) o zwartej grupie strukturalnej wprowadzonym na potrzeby kwan-
tyzacji — przestrzen uogolnionych koneksji o grupie strukturalnej SU(2) zdefiniowanych w
oparciu o tréojwymiarowa rozmaito$é bazowg X jest kwantowa przestrzenia konfiguracyjna
dla petlowej grawitacji kwantowej [29]. Przestrzeni A moze by¢ zdefiniowana jako spektrum
Gelfanda pewnej przemiennej C*-algebry zwanej algebra Ashtekara-Ishama (AI). J. Lewan-
dowski zauwazyl, ze algebre Al mozna skonstruowaé¢ z C*-algebry C°(G) funkcji ciagtych
na grupie G przy uzyciu pewnych technik induktywnych i sformutowal nastepujacy problem:
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czy zastepujac algebre C°(G) jej nieprzemienna “deformacjy”, a $cislej moéwiac, zwarta grupa
kwantowa w sensie Woronowicza [30] mozna otrzymaé nieprzemienny odpowiednik algebry
Al ktory zgodnie z ideg nieprzemiennej geometrii “definiuje” przestrzenn “nieprzemiennych
koneksji”? Na tak postawione pytanie udzielitem pozytywnej odpowiedzi konstruujac nie-
przemienng algebre Al z grupy kwantowej SU,(2) [31]. Konstrukcja ta zostata opublikowana
w pracy [P8|.

Zajmowalem sie ponadto problemem konstrukcji przestrzeni stanéw kwantowych dla nie-
zaleznych od tla teorii pola, w ktorych zmienng konfiguracyjna jest koneksja na wiazce gtow-
nej o niezwartej grupie strukturalnej. Podstawowa motywacja do pracy nad tym zagadnie-
niem byta cheé¢ skonstruowania przestrzeni stanéw kwantowych dla teorii grawitacji opisanej
zespolonymi zmiennymi Ashtekara [32, 33] — jedna z tych zmiennych jest koneksja o grupie
strukturalnej SL(2,C). Jest to problem o tyle istotny, ze nieumiejetnosé skonstruowania
takiej przestrzeni spowodowala, ze petlowa grawitacja kwantowa oparta zostata na rzeczywi-
stych zmiennych Ashtekara-Barbero [26] o grupie strukturalnej SU(2), co oznacza ztamanie
lorentzowskiej symetrii teorii grawitacji do symetrii przestrzennych obrotow.

W ramach pracy nad tym zagadnieniem zdefiniowatem dyfeomorficznie niezmienniczy do-
datnio okreslony iloczyn skalarny na zbiorze pewnych funkcji okreslonych na przestrzeni ko-
neksji o grupie strukturalnej w postaci zbioru R liczb rzeczywistych (zbior R wraz z operacja
dodawania tworzy najprostsza niezwartg grupe Liego). Pokazalem ponadto, ze w przypadku
przestrzeni Hilberta zadanej przez ten iloczyn skalarny oraz przestrzeni skonstruowanych w
analogiczny sposob jak np. przestrzen Hilberta opisana w pracy [34] istnieje przeszkoda
uniemozliwiajaca w praktyce konstrukcje reprezentacji algebr strumieni i holonomii na tych
przestrzeniach. Wyniki te opublikowatem w pracy [P4].

Dalsze prace w tym kierunku kontynuowalem w oparciu o wskazéwke udzielong mi przez
J. Kijowskiego, aby do konstrukcji przestrzeni stanéw kwantowych uzy¢ technik projektyw-
nych [5]. Chcac sprawdzi¢, czy te techniki moga by¢ zastosowane do niezaleznych od tla
teorii koneksji o niezwartej grupie strukturalnej wprowadzitem prosty model takiej teorii w
postaci oméwionej wezedniej zdegenerowanej grawitacji Plebanskiego. Za pomoca technik
projektywnych udato mi si¢ skonstruowaé przestrzen stanéw kwantowych dla ZGP (mam tu
na mysli konstrukeje istotnie odmienna od tej przedstawionej w pracy [H4|). Znalaztem takze
szeroka klase fizycznych stanéw kwantowych (czyli stanéw spelniajacych wszystkie wiezy) dla
tego modelu. Rezultaty te ztozyty sie na prace [P7].

Na zakoniczenie niniejszego omowienia dodam, ze praca [P1] podsumowuje wyniki mojej
pracy magisterskiej, zas prace [P2, P3, P4, P8| oparte sa na mojej rozprawie doktorskiej.
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