Autoreferat

1. Imie i Nazwisko:
Maciej Nieszporski

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe z podaniem nazwy, miej-
sca 1 roku ich uzyskania oraz tytutu rozprawy doktorskiej

(a) magister fizyki, 1994, Instytut Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu
Warszawskiego, praca ,Ewolucja kosmicznych pustek”, promotor
prof. dr hab. Marek Demianski;

(b) doktor nauk fizycznych, 2003, Instytut Fizyki Teoretycznej Uniwer-
sytetu Warszawskiego, rozprawa ,Kongruencje Weingartena jako
zrodto uktadéw catkowalnych”, promotor prof. dr hab. Antoni Sym.

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach
naukowych.

a) 1994-1999 studia doktoranckie, Uniwersytet Warszawski, Wydziat Fi-
zyki

b) 1999-2003 asystent, Uniwersytet w Biatymstoku, Wydzial Matematyczno-
Fizyczny,

c¢) 2003 do teraz, adiunkt, Uniwersytet Warszawski, Wydzial Fizyki

d) 2005-2007 stypendium Marie Curie, University of Leeds, School of
Mathematics

4. Wskazanie osiggniecia®™ wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy
z dnia 14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytule na-
ukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie sztuki (Dz. U.
nr 65, poz. 595 ze zm.): Cykl dziewieciu prac.

a) tytul osiagniecia naukowego

Operatory réznicowe na sieciach regularnych
dopuszczajace transformacje typu Darboux.



b) Na osiggniecie naukowe sktada sie cykl nastepujacych 9 publikacji

[H1]

M. Nieszporski, P.M. Santini, and A. Doliwa, 2004, Darbouz
transformations for 5-point and 7-point self-adjoint schemes and

an integrable discretization of the 2D Schrodinger operator, Phy-
sics Letters A, 323(3-4), 241-250.

P.M. Santini, M. Nieszporski, and A. Doliwa, 2004, Integrable
generalization of the Toda law to the square lattice,
Physical Review E, 70(5), 056615:1-056615:6.

M. Nieszporski and P.M. Santini, 2005, The self-adjoint 5-point
and 7-point difference operators, the associated Dirichlet pro-

blems, Darboux transformations and Lelieuvre formulae,
Glasgow Mathematical Journal, 47(A), 133-147.

P. Matkiewicz and M. Nieszporski, 2005, Darboux transforma-
tions for q-discretizations of 2d second order differential equ-
ations, Journal of Nonlinear Mathematical Physics, 12(Supple-
ment: 2), 231-239.

A. Doliwa, P. Grinevich, M. Nieszporski, and P.M. Santini, 2007,
Integrable lattices and their sublattices: From the discrete Mo-
utard (discrete Cauchy-Riemann) 4-point equation to the self-
adjoint 5-point scheme, Journal of Mathematical Physics, 48(1),
013513:1-013513:28.

M. Nieszporski, 2007, Darboux transformations for a 6-point
scheme, Journal of Physics A-Mathematical and Theoretical,
40(15), 4193-4205.

A. Doliwa, M. Nieszporski, and P. M. Santini, 2007, Integrable
lattices and their sublattices. II. From the B-quadrilateral lattice
to the self-adjoint schemes on the triangular and the honeycomb
lattices, Journal of Mathematical Physics, 48(11),
113506:1-113506:17.

P.M. Santini, M. Nieszporski, and A. Doliwa, 2008, Integrable
dynamics of Toda type on square and triangular lattices, Physical
Review E, 77(5), 056601:1-056601:12.

A. Doliwa and M. Nieszporski, 2009, Darbouzx transformations
for linear operators on two-dimensional reqular lattices, Journal
of Physics A-Mathematical and Theoretical, 42(45), 454001:1—
454001:27.



¢) omowienie celu naukowego ww. prac i osiagnietych wyni-
kéw wraz z omoéwieniem ich ewentualnego wykorzystania

1 Wstep

Pojecie cigglosci gteboko wrosto w podstawy wspotczesnej fizyki. Fundamen-
talne teorie takie jak mechanika ptynéw, elektrodynamika klasyczna, mecha-
nika kwantowa czy ogélna teoria wzglednosci definiowane sg na rozmaito-
Sciach rozniczkowych i w konsekwencji prawa tych teorii formutowane sg w
postaci rownan rozniczkowych. Niewatpliwy sukces rachunku rézniczkowe-
go w teoriach fizycznych spowodowal, ze rownania réznicowe definiowane na
zbiorach dyskretnych przez stulecia traktowane byty jako ubodzy krewni wer-
sji cigglych. Sytuacja ta zmienita sie wraz z rozwojem metod numerycznych
czy chociazby dzieki probom kwantowania grawitacji. Pojawita sie potrzeba
rozwoju aparatu matematycznego rownan roznicowych i niniejsza rozprawa,
ktora rozwija teorie dyskretnych uktadow catkowalnych, wpisuje sie w nurt,
ktory na to zapotrzebowanie odpowiada.

W szczegblnosci w geometrii réznicowej [1], dziedzinie ktora stara sie
budowaé¢ swiat dyskretny od podstaw nie tracac co prawda koresponden-
cji z geometria rozniczkowa (dlatego wspodtczesnie przewrotnie nazywa sie te
dziedzine dyskretna geometria rézniczkowa [2]), ale tez §lepo jej nie kopiu-
jac, dojrze¢ mozna nastepujaca mysl przewodnig. Mianowicie, ograniczmy
sie najpierw do pewnej klasy powierzchni majacych pewna dodatkowa ce-
che 1 postarajmy si¢ te klase powierzchni zdyskretyzowaé tak, by otrzymane
dyskretne sieci posiadaly te sama ceche, a nastepnie rezultaty otrzymane w
ten sposéb postarajmy si¢ rozciagnac¢ na bardziej ogdlne obiekty, ktére danej
cechy nie posiadaja. W przypadku geometrii roznicowej ta dodatkows cecha
jest catkowalno$é - najpierw wybieramy klase powierzchni opisywang przez
catkowalne nieliniowe réwnania rézniczkowe i dyskretyzujemy ja w taki spo-
sob by klasa dyskretnych sieci opisywana byta przez catkowalne nieliniowe
roOwnania réznicowe.

Przez catkowalno$é rownan nieliniowych, zaréwno rézniczkowych jak i
roznicowych, rozumiemy tu szereg powiazanych ze soba wtasnosci poczaw-
szy od istnienia transformacji Béacklunda (pozwalajacej ze znanych rozwiazan
konstruowaé nowe rozwigzania) i nieliniowej zasady superpozycji (pozwala-
jacej te nowe rozwiazania superponowac), poprzez istnienie uktadu rownan
liniowych (para Laxa), ktéry to uktad, co bardzo istotne z punktu widzenia



niniejszego referatu, jest wspolzmienniczy ze wzgledu na tak zwane trans-
formacje typu (transformacji) Darbouz i dla ktérego réwnania nieliniowe
sg warunkami zgodnosci, na metodzie odwrotnego rozpraszania i metodach
algebro-geometrycznych konczac [3, 4, 5]. Transformacje typu Darbouz rozu-
mie¢ tu bedziemy w najszerszym z uzywanych senséw, tzn. binarng transfor-
macje Darboux, czesto nazywang transformacjg fundamentalna, jak rowniez
jej redukcje bedziemy tu po prostu nazywaé transformacjami typu Darboux.
Dla nas bedzie istotne, ze wiele technik konstruowania rozwigzan dla réwnan
nieliniowych bazuje na tych transformacjach, pominiemy natomiast role tych
transformacji w teorii réwnan liniowych.

Podkre$lmy, w przypadku ciaglym fundamentalnym obiektem jest klasa
powierzchni, a nie rownanie rézniczkowe je opisujace. Skupiajgc sie na po-
wierzchniach unifikujemy opisujace je rownania rozniczkowe. Te konstatacje
w teorii uktadéw catkowalnych zawdzieczamy Antoniemu Symowi [6]. Kla-
sycznym przyktadem sa powierzchnie pseudosferyczne. Standardowym spo-
sobem ich opisu jest podanie kata ¢(u,v) miedzy liniami asymptotycznymi,
kat ten speilnia rownanie sinus-Gordona

OuOyp(u, v) = sin ¢(u, v).

Innym sposobem opisu jest podanie wektora normalnego 7(u, v), ktéry spet-
nia nastepujacy nieliniowy uktad (pojawiajacy sie réwniez w teorii nielinio-
wych o-modeli czy opisujacy szczegblne odwzorowania harmoniczne)

0y0yTi(u,v) = f(u,v)7i(u,v), 7(u,v)-id(u,v) =1

i odtworzenie wektora wodzacego 7(u, v) powierzchni pseudosferycznych uzy-
wajac tzw. formut Lelieuvre’a

Oy (u,v) = Oyii(u,v) X fi(u,v), 0 (u,v) =17(u,v) X dyii(u,v).

Do formut Lelieuvre’a wrécimy za chwile.

Dochodzimy tu palacego problemu geometrii réznicowej. Otéz w ciagtym
przypadku mamy mozliwo$¢ zmiany parametryzacji powierzchni @ = f(u, v),
0 = g(u,v). W szezegblnosci réwnania rézniczkowe liniowe drugiego rzedu w
dwoch zmiennych niezaleznych, ktére pojawiaja si¢ w geometrii solitonéw na
przyktad jako

- jedno z réwnan pary Laxa



- lub czes¢ uktadu nieliniowego (patrz przytoczony wyzej opis powierzch-
ni pseudosferyczny przy pomocy ich wektora normalnego)

- lub réwnania ruchomego reperu,

zazwycza] sa sprowadzane, przez odpowiedni dobér parametryzacji, do po-
staci kanonicznej

(0.0, + €00, + a(x,y)0, + B(x,y)0y + (2, )¢ (z,y) =0,

gdzie e = —1,0,1. W przypadku réwnan hiperbolicznych (tzn. gdy € = —1)
czesto za postac¢ kanoniczna przyjmuje si¢

(040, + a(u, v)0, + b(u, v)d, + c(u,v)](u,v) = 0. (1)

W geometrii réznicowej zostaty dotad zdyskretyzowane jedynie niektore szcze-
gblne parametryzacje (siatki wspéhrzednych), na przyktad wspotrzedne asymp-
totyczne. Ograniczenie to przejawia sie na poziomie réwnan w dyskretyzo-
waniu réwnania (1) czyli innymi stowy w dyskretyzowaniu operatora 9,0, +
a(u,v)0y, +b(u,v)0, + c(u,v). Jest to stabosé geometrii réznicowej, dla ktorej
staramy sie tu znalez¢ remedium.

W omawianym cyklu prac staramy sie skompensowacé brak mozliwosci wy-
starczajgco ogolnej zamiany zmiennych niezaleznych w przypadku dyskretnym
przez rozwazenie ogolniejszych operatorow dyskretnych, niz te rozwazane do-
tad w geometrii réznicowe). Przedstawiamy tu dyskretyzacje liniowych opera-
torow rozniczkowych drugiego rzedu w dwoch zmiennych niezaleznych. Klasy
dyskutowanych tu dyskretnych operatorow dopuszczajq transformacje Dar-
bour w petnej analogii do ich cigglych odpowiednikow i ich uboZszych dys-
kretnych wersji. W szczegolnosci pokazujemy dyskretyzacje petnego liniowego
operatora drugiego rzedu w dwdch zmiennych niezaleznych (a nie jak dotgd
dyskretyzacje jego kanonicznej wersji (1)) jak réwniez dyskretyzacje pelne-
go formalnie samosprzezonego liniowego operatora drugiego rzedu w dwoch
zmaennych niezaleznych. Pokazujemy przykladowe zastosowania otrzymanych
operatorow w teorii uktadow catkowalnych oraz w geometrii réznicowey.

Na potrzebe rozwazania w teorii dyskretnych uktadéw catkowalnych sieci
regularnych innych niz Z" zwracat uwage juz w 1997 roku S.P. Novikov [7, 8].
Rozwazania na temat dyskretyzacji rownan samosprzezonych eliptycznych
drugiego rzedu w dwoch zmiennych niezaleznych, tak by dyskretne operato-
ry dawaly sie faktoryzowaé (i w efekcie dopuszezaly transformacje Laplace’a),



doprowadzily do samosprzezonego operatora 7-punktowego zadanego na sie-
ci trojkatnej. Transformacje Laplace’a odgrywaja istotng role w klasyfikacji
rézniczkowych i réznicowych réwnan catkowalnych i dlatego prace [7, 8] na-
lezy uzna¢ za poczatek zastosowan sieci regularnych innych niz Z" w teorii
uktadéw catkowalnych. W pracach sktadajacych sie na niniejszg rozprawe
poszlismy krok dalej, pokazaliémy miedzy innymi, ze operator 7-punktowy
dopuszcza réwniez transformacje typu Darboux ($cislej moéwiac ich podklase
nazywana transformacjami typu Moutarda) i jako taki moze by¢ traktowany
jako czes¢ pary Laxa dla uktadow catkowalnych. Warto moze wspomnie¢,
ze w przeciwienstwie do rozwazanych tu operatoréw dwuwymiarowych w
przypadku operatoréw jednowymiarowych terminy transformacja Darboux i
transformacja Laplace’a mogg by¢ uzywane zamiennie.

Spoéjrzmy wreszcie na zagadnienie dyskretyzacji rownan rézniczkowych w
szerszej perspektywie. Catkowalnymi réwnaniami sa réwnanie Ernsta, réw-
nanie Kadomtseva—Petviashvili, czy nieliniowe réwnanie Schrodingera, czy-
li szczegdlne przypadki fundamentalnych nieliniowych réwnan fizyki odpo-
wiednio rownan Einsteina, réwnan Naviera-Stokesa, czy réwnania Grossa-
Pitajewskiego. Mozna pokusié sie o prébe dyskretyzacji pelnych réwnan (na
przyklad réwnan Einsteina lub réwnan Naviera-Stokesa), wychodzac od re-
zultatow otrzymanych dla catkowalnych dyskretyzacji szczegdlnych catkowal-
nych przypadkéw tych rownan. Przede wszystkim musimy jednak nauczy¢ sie
konstruowa¢ dyskretne réwnania catkowalne tak, by odtwarzaly one w grani-
cy ciagtej nie tylko samo réwnanie, opisujace dang sytuacje geometryczng ale
rowniez swobode¢ wynikajaca z mozliwosci zmiany zmiennych niezaleznych.
Pierwszy przyktad takiej konstrukcji w literaturze omawiamy w rozdziale 5
niniejszej rozprawy, gdzie przywolujemy wyniki pracy [H3] dotyczace dyskre-
tyzacji jednych z wazniejszych formul geometrii equi-afinicznej tzw. formut
Lelieuvre’a [9].

2 Transformacje typu Darboux

Powszechnie znang pod nazwg transformacji Darboux transformacje dla ope-
ratora % — u(z) — A, jej autor otrzymat [10, 11] separujac zmienne w tak
zwanej transformacji Moutarda [12; 13]. Przypomnijmy transformacje Mo-
utarda, jako ze w duzej czesci niniejszej pracy bedziemy mieli do czynienia z
tym rodzajem transformacji typu Darboux. Niech 1 oznacza jadro operatora



Moutarda
M = 0,0, — F(z,y) (2)

a 0 szczegblny niezerowy element tego jadra M@ = 0 (szczegdlne rozwia-
zanie réwnania Moutarda), wtedy zbiér funkeji ¢ bedacych rozwiazaniami
nastepujacego uktadu liniowych rownan rozniczkowych

0, (00) = 00,0) — 0,0,  9,(61) = —00,1 + 0,0,

nalezy do jadra operatora Moutarda M := 0p0y — F(x,y) gdzie F = Hﬁx(()y%.
Dalsze badania nad transformacjami tego typu doprowadzity do konstrukeji
transformacji, nazywanej nie bez powodu transformacjqg fundmentalng, dla
operatorow 0,0, + a(u, v)0y, + b(u,v)0, + ¢(u,v) (lub uktadéw takich opera-
toréw pochodzacych od zgodnego uktadu réwnan postaci(1)) [14].

Przedstawmy istote tej transformacji w sposéb, ktory mozna zastosowac
zaréwno w przypadku ciagtym jak i dyskretnym [H6,H9).

Po pierwsze dwa operatory drugiego rzedu L i L, czy to rézniczkowe czy
to réznicowe, nazwiemy réwnowaznymi (ze wzgledu na cechowanie) wtedy i
tylko wtedy gdy istnieja dwa operatory mnozenia przez funkcje (w rozwaza-
nych tu przypadkach funkcje te sg funkcjami R? — R w przypadku ciggltym,
w przypadku dyskretnym R? nalezy zastapi¢ odpowiednig siecig regularna)
0, ¢ takie, ze L = ¢L6#. Rzecz w tym, ze jesli dany operator L pomnozymy
z prawej strony przez element jadra tego operatora L = 0 a z lewej przez
element jadra operatora formalnie sprzezonego L' do operatora L, LT¢ = 0
to wtedy réwnanie ¢ LOW = 0 mozna zapisa¢ w przypadku ciagtym w postaci
0, P + 0,Q = 0 a w przypadku dyskretnym (7,, — 1)P + (T, — 1)Q = 0, co
gwarantuje istnienie funkcji T w przypadku ciggltym danej przez P = ay\ff,
Q = —9,9, a w przypadku dyskretnym Q = (T, — 1)\11, P=—(T,— 1)\11.
Przy zadanych 60, ¢ (tzw. funkcyjne parametry transformacji) zbiér funk-
cji U otrzymanych ze zbioru funkeji ¥ nalezy do jadra pewnego operatora
liniowego drugiego rzedu, tzw. transformaty Darboux operatora L.

Kluczowe rezultaty niniejszej rozprawy zawarte sa w pracach [H1,H6] oraz
w przegladowej pracy [H9] gdzie wyniki te zestawiamy ze znanymi rezul-
tatami na temat 2-wymiarowych operatorow roznicowych dopuszczajacych
transformacje typu Darboux. Tu ograniczymy sie jedynie do podania naj-
wazniejszych faktow.



2.1 Schemat 6-punktowy

W pracy [H6] pokazujemy, ze réznicowy operator zadany na szesciu punktach
sieci tréjkatne;j

gdzie T,, i T,, oznaczaja elementarne operatory przesuniecia na sieci troj-
katnej, w naturalnej granicy ciagtej przechodzacy na najogélniejszy operator
liniowy dwoch zmiennych niezaleznych

a(z,y)0,0; +b(x,y)0,0, + 2¢(x, y) 0,0y + g(x, y)0r + h(x,y)0, + f(x,y), (4)

dopuszcza transformacje typu Darboux majgcg wszelkie cechy transformacji
fundamentalnej patrz wniosek 2 pracy [H6] (jak réwniez Twierdzenie 3.1 z
pracy [H9)).

W teorii uktadéw catkowalnych istotne jest pytanie czy dana klase ope-
ratorow mozna zawezi¢ do pewnej podklasy operatoréw, ktéra jest zachowy-
wana przez pewna (zredukowana) transformacje typu Darboux. Tym zagad-
nieniem réwniez zajmujemy sie w pracy [H6].

Wiezy A, =0, B,,,, = 01 F,,, = 0 sa zachowywane przez wspo-
mniang transformacje¢ (Twierdzenie 3.1 z pracy [H9]). Polozenie A,,,, =0 i
By, = 0, odtwarza rezultaty dla dwuwymiarowego przypadku z pracy [15].
Potozenie A,,, =0, B,,,, =01 F,,,,, = 0, odtwarza rezultaty dla dwuwymia-
rowego przypadku z prac [16, 17]. Powyzsze wiezy nie zmieniaja charakteru
transformacji, transformacja wcigz pozostaje transformacja fundamentalng,
jej parametrami funkcyjnymi pozostaja funkcje 6 i ¢. Taka procedure nazy-
wamy w pracach [H6] i [H9] specyfikacja operatora. Specyfikacja A,,, =0 i
B,,,, = 0 prowadzi do dyskretyzacji operatora hiperbolicznego wystepujace-
go w rownaniu (1). W przypadku ciagltym efekt analogiczny do specyfikacji
a(x,y) = 01 b(z,y) = 0 mozna uzyskaé przez zmiane parametryzacji, tzn.
zamiane zmiennych niezaleznych. W przypadku dyskretnym wiaze sie z dra-
styczng zmiang z operatora zadanego na szesciu punktach na operator zadany
na czterech punktach.

Klase operatoréw mozemy rowniez zawezi¢ wybierajac specjalne cechowa-
nie. Poniewaz ta procedura ma mniejsze znaczenie w teorii uktadéw catkowal-
nych (w teorii transformacji Darboux operujemy na klasach réwnowaznosci
operatoréw rownowaznych ze wzgledu na cechowanie) pozwolimy ja sobie tu
ominaé, zainteresowanego czytelnika odsytamy do prac [H6] i [H9]. Wresz-
cie do dyspozycji mamy redukcje kiedy rozwigzania ¢ réwnania formalnie
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sprzezonego do danego mozna wyrazié¢ przez rozwigzania € samego réwnania
przy pomocy pewnego podstawienia roznicowego. Dwa takie przypadki dys-
kretnego rownania Goursata i dyskretnego rownania Moutarda, w obecnosci
wiezow Ay, = 01 By, = 0 opisujemy rozdziale 3.3 pracy [H9] i cho¢ oba te
przypadki znane byly wezesniej (patrz [H14] i cytowania tam zawarte) to do-
ktadne przesledzenie redukeji transformacji fundamentalnej do transformacji
typu Darboux dla dyskretnego réwnania Goursata i dyskretnego réwnania
Moutarda jest oryginalnym rezultatem pracy [H9].

2.2 Samosprzezony schemat 7-punktowy

W pracy [H1| pokazujemy, ze formalnie samosprzezony operator réoznicowy z
pracy [8]

am,nTm + am—l,nTT; ! + bm,nTn + bm,n— lTn_l + Cm+1,nTmTrL_1 + Cm,n—l—lTT; lTn - fm,n )

(5)
bedacy dyskretyzacja formalnie samosprzezonego dwuwymiarowego operato-
ra rozniczkowego

Ou[Alz,y)0x + C(z,9)0,y] + 0,[C (2, )0 + B(z,y)0,] — F(z,y),  (6)

dopuszcza, w pelnej analogii do swego cigglego odpowiednika, szczegdlny
rodzaj transformacji typu Darboux: transformacje typu Moutarda. Co wiecej
zarowno w przypadku ciggtym jak i dyskretnym mamy mozliwosé specyfikacji
obu operatoréw gdyz zaréwno wiaz c,,,, = 0 jak i jego ciagly odpowiednik
C(z,y) = 0 sa zachowywane przez wspomniane transformacje. W przypadku
dyskretnym specyfikacja ta prowadzi do operatora

am,nTm + am—l,nTrzl + bm,nTn + bm,n—lTn_l - fm,n; (7)
ktory jest dyskretnym odpowiednikiem operatora

[ tym razem w przypadku ciagtym specyfikacje C(z,y) = 0 mozna uzyskaé
przez zmiane zmiennych niezaleznych.

Wyniki te warto zestawi¢ ze znanymi rezultatami na temat dyskretyzacji
formalnie samosprzezonego dwuwymiarowego operatora rézniczkowego. Ot6z
operator Moutarda (2) posiada dwie dyskretyzacje: dyskretny operartor Mo-
utarda [18, 19]

TnTn+1— fon(Tn + 1)

9



i sprzezony dyskretny operator Moutarda [H14]
Tan +1- fm+1,nTm - fm,n-l—lTn-

Latwo zrozumie¢ naszg pierwotng motywacje. Zalezato nam na znalezieniu
pelnej dyskretyzacji réwnania (6) (ale takiej ktéra dopuszcza transformacje
Darboux) a nie tylko jego szczegdlnej wersji (2). Gléwna nasza motywacja
byto zajecie si¢ dyskretnymi operatorami o eliptycznym charakterze to zna-
czy pozwalajacymi na siatce dyskretnej rozwiazywac zagadnienie brzegowe
Dirichleta (patrz praca [H3] niniejszej rozprawy).

Pozostaje pytanie czy istniejg zwiazki miedzy dyskretnymi operatorem
Moutarda a operatorami (5) lub (7)? Twierdzaca odpowiedZ poznamy w
nastepnym rozdziale rozprawy.

2.3 Operatory g-réznicowe

Praca [H4] pokazuje, ze rezultaty otrzymane w pracach [H1] i [H6] przenosza
sie na przypadek operatoréw g-réoznicowych. Warto w tym miejscu wspo-
mnie¢ o pracy magisterskiej napisanej pod moja opieka [20] gdzie transfor-
macja fundamentalna dla operatorow g-réznicowych zostata przedstawiona
w sposob blizszy oryginalnej pracy Jonasa [14].

3 Metoda przejscia na podsiatke

Szczegolna postaé¢ dyskretnego rownania Moutarda

Pm — Qn
—(

[T,T, —1—
Pm + Gn

T — T)]|Y0(m,n) =0

petni kluczowa role w teorii dyskretnych funkeji holomorficznych patrz [21] i
cytowania tam zawarte (patrz réwniez wstep do pracy [H5]), rownanie to jest
dyskretnym odpowiednikiem réwnan Cauchy’ego-Riemanna. Wedlug mojej
wiedzy wlasnie w dziedzinie dyskretnych funkcji holomorficznych metoda
przejscia na podsiatke byta uzyta po raz pierwszy prowadzac do dyskret-
nych wersji rownania Laplace’a. Ogélne sformutowanie metody przejscia na
podsiatke jest przedstawione na drugiej stronie pracy [H5]. Tu przejdzmy od
razu do ilustrujacych ja przyktadow, prowadzacych do zaanonsowanych w
poprzednim rozdziale zwigzkéw miedzy dyskretyzacjami operatora formalnie
SamMOoSPrzezZonego.

10



3.1 Dyskretny operator Moutarda na sieci Z? a opera-
tor 5-punktowy

Dwa twierdzenia z pracy [H5] (Proposition 1 i Proposition 2) daja zaskakuja-
ca charakterystyke dyskretnego rownania Moutarda. Otéz majac do dyspozy-
cji rownanie liniowe vy, 0 Vm+1.n+1 + Bmn¥m+1n + YmanCmnt1 + OmnPmn = 0,
wigzace wartosci funkcji ¢ w czterech punktach sieci kwadratowej Z2 i wy-
pisujac to réwnanie dla kwadratow majacych wspolny wierzchotek (m,n)

am,ndjm—i—l,n-i-l + ﬁm,n¢m+1,n + 'Vm,nwm,n—f—l + 5m,n¢)m,n =0,

Un—10Vmnt1 + Bm—10Umn + YmnVm-1n+1 + Om—1nVm—1n = 0,
Oém,nflmerl,n + ﬁm,nfl¢m+l,nfl + Vm,nfllbm,n + 5m,n71wm,nfl =0,

U1 m-1Vmn + Bn—10-1Vmn—1 + Ym-1n—1Um-1n + Om—1m-1¥m-1n—1 = 0,

mozna wyeliminowac z tych czterech réwnosci zmienne ¥,,—1 5, Um+1.n, Ymon—1
1 Ymnt1 wtedy i tylko wtedy gdy wyjsciowe réwnanie jest roéwnowazne ze
wzgledu na cechowanie pewnemu réwnaniu Moutarda. Pozostate pie¢ punk-
téw spelnia samosprzezone rownanie Ly = 0 gdzie L jest operatorem (7)
z odpowiednio zredefiniowanymi operatorami translacji na sieci ,czarnych”
punktéow, patrz Rysunek 1. Otrzymujemy w ten sposob zwiazek miedzy samo-

(m—-1,n+1) <=> (u-1,v) (m+1,n+1) <=>(u,v+1)

(m-1,n) O----- ----0 (m+l,n)
| (m,n) <=> (V) ‘

(m-1,n-1) <=>(uv—1) (m+1,n-1) <=>(U+L,v)
Rysunek 1: Od dyskretnego réwnania Moutarda do schematu 5-punktowego.
sprzezonym operatorem 5H-punktowym a dyskretnym operatorem Moutarda.

Ponadto pokazujemy, ze catkowalne cechy przenosza sie z siatki na podsiatke:

- 7z transformacji Darboux i ich superpozycji dla dyskretnego réwnania
Moutarda wyprowadzamy transformacje Darboux i ich superpozycje
dla samosprzezonego réwnania 5-punktowego,

- zrozwiazan algebro-geometrycznych dla dyskretnego réwnania Moutar-
da konstruujemy rozwiazania algebro-geometryczne dla samosprzezo-
nego réwnania 5-punktowego.
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3.2 Operator Moutarda na kwaziregularnym parkieta-
zu rombicznym a operator 7-punktowy

W analogiczny sposéb do sposobu przywotanego w poprzednim podrozdziale
mozna otrzymac zwigzek miedzy samosprzezonym operatorem 7-punktowym
a dyskretnym operatorem Moutarda (patrz praca [H7]). Siatke Z? nalezy za-
stapi¢ kwaziregularnym parkietazem rombicznym (Rysunek 2). Na kazdym
rombie takiego parkietazu zadajemy réwnanie Moutarda tzn. suma (lub réz-
nica) wartosci funkcji ¢» w przeciwlegtych wierzchotkach danego rombu ma
by¢ proporcjonalna do sumy (lub réznicy) wartosci tej funkeji w pozostatych
dwéch wierzchotkach tego rombu. Biorac szes¢ kopii réwnania na szesciu

Rysunek 2: Kwaziregularny parkietaz rombiczny

rombach majacych wspdélny wierzchotek o niebieskim (szarym przy wydruku
czarno-bialym) kolorze na Rysunku 2 i eliminujac wartosci funkcji w punk-
tach oznaczonych plusem i minusem otrzymuje si¢ w ten sposob 7-punktowy
operator samosprzezony (5). Okazuje sie, ze metoda przejscia na podsiatke
pozwala wyprowadzi¢ transformacje typu Darboux dla 7-punktowego ope-
ratora samosprzezonego (5) z transformacji typu Darboux dla dyskretnego
réwnania Moutarda co pokazaliSmy w rozdziale IV A pracy [H7].

3.3 Operator samosprzezony na sieci heksagonalnej

Biorac trzy kopie réwnania Moutarda na trzech rombach majacych wspolny
wierzchotek oznaczony na Rysunku 2 plusem (lub minusem) mozemy wyeli-
minowaé z nich wartosci funkcji w punktach oznaczonych na niebiesko (lub
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szaro). Otrzymujemy w ten sposéb pare réwnan (a co za tym idzie pare
operatoréw) zadanych na sieci heksagonalnej (na ktora sktadaja sie wierz-
cholki oznaczone plusem i wierzchotki oznaczone minusem na Rysunku 2).
Jedno réwnanie z tej pary wiaze wartosci funkeji w punkcie oznaczonym plu-
sem i wartosci w trzech najblizszych wierzchotkach oznaczonych minusem. W
drugim réwnaniu odwrotnie, wartosci funkcji w punkcie oznaczonym minu-
sem sg powigzane z warto$ciami funkcji w trzech najblizszych wierzchotkach
oznaczonych plusem. Tak jak w poprzednim przypadku metoda przejscia na
podsiatke pozwala nam z transformacji typu Darboux dla dyskretnego réw-
nania Moutarda skonstruowa¢ transformacje typu Darboux dla pary rownan
na sieci heksagonalnej (co pokazalismy w rozdziale IV B pracy [HT7)).

3.4 Bardzo krétkie podsumowanie rozdziatu 3

Rysunek 1 z przegladowej pracy [H9] (jego pelnowymiarowa wersje znalezé
mozna w preprincie pracy [H9], tzn. na Rysunku 1 z wersji [22]) stanowi zesta-
wienie naszych rezultatow z pracami innych autoréow na temat dyskretyzacji
dwuwymiarowych liniowych operatoréw rozniczkowych drugiego rzedu.

4 Calkowalne uogdlnienie tancucha Tody na
sieci kwadratowe i tréjkatne

Majac do dyspozycji Darboux wspoétzmiennicze liniowe operatory (5) i (7)

naturalnym jest zapyta¢ o nieliniowe réwnania z nimi zwiazane, tzn. potrak-

towaé operatory te jako cze$¢ pary Laxa (problem liniowy) pewnego uktadu

nieliniowego. W pracach [H2] i [H8] pokazaliémy, ze w odpowiedzi dostajemy

uogélnienia tak zwanych tancuchéw Tody [23] tzn. uktadéow réownan postaci
dQQm(t) — AmeAmQ’"*l(t),

dt?

na funkcje @,,(t) zmiennej ciaglej t i dyskretnej m (gdzie A, = T,, — 1).
W przypadku operatora (7) otrzymujemy réwnania na sieci Z? (patrz praca
[H2] niniejszej rozprawy)

Conn i (2%22) = Ay (Con oCie1.0 €291 )+ A (Cpp Oy €20mm 1)

m,n

C’m-‘-l,n-‘-l — G*AmAan,n
Cm,n ’
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natomiast w przypadku operatora (5) rozwazania prowadzg do ukladu réw-
nan na sieci trojkatnej (patrz praca [H8] niniejszej rozprawy)

e %Al (55—1142,1) + %Az (7)7772332) + %As (CC{&CE:%) =0,

S SAUER) = PR 0+ Qo+ 5T (4 ()5 =0,

L14C L ING(CF) + 3258 (€4 )y — 38B(E+ ) =0,
ABy(§ —n)1 = A B(§ —n)a,
AC(§ +¢) = A3C1(€ + ()e,

B_3C1(n— ()1 = BC_3(n — ().

gdzie dla oszczednosci miejsca operatory przesuniecia na sieci tréjkatne;j
oznaczyliémy indeksami dolnymi tzn. T;f = f;, T, 'f = f_;, (ponadto
A; = T, —1) i = 1,2,3. Nalezy pamietaé, ze operatory przesuniecia na
sieci trojkatnej nie sa niezalezne, zachodzi 1173 = T5,. Transformacje typu
Darboux dla operatoréw rozwazanych w poprzednich rozdziatach pozwoli-
ly nam skonstruowa¢ transformacje Backlunda dla powyzszych nieliniowych
uktadéw réwnan. W pracach [H2] i [H8] dyskutujemy szczegdlne postaci po-
wyzszych nieliniowych réwnan, pokazujemy ich redukcje i konstruujemy ich
szczegblne rozwigzania.

5 Geometryczne aspekty - formuty Lelieuvre’a

Odstonigcie nowych catkowalnych struktur, w tym przypadku odstoniecie
ztozonodci struktury dyskretnych réwnan dopuszcezajacych transformacje ty-
pu Moutarda i bedacych dyskretyzacjami samosprzezonych rownan réznicz-
kowych, znajduje zazwyczaj zastosowanie w dyskretnej geometrii réznicz-
kowej. Przyjrzyjmy sie bowiem klasycznemu zagadnieniu geometrii equiafi-
nicznej, mianowicie formutom Lelieuvre’a [9]. Formuly te pozwalaja z pola
(ko)normalnego i afinicznej formy fundamentalnej odtworzy¢é powierzchnie.
Przy pewnych niezbyt restrykcyjnych zatozeniach (patrz warunki (31-33)
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z pracy [H3|) mozna pokazaé, ze pole normalne do pewnej powierzchni w
tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa E3 (lub ogdlniej pole konormalne do
pewnej powierzchni w tréjwymiarowej przestrzeni equiafinicznej eA?) spet-
nia rownanie formalnie samosprzezone drugiego rzedu. Gdy réwnanie to jest
réwnaniem Moutarda (2) formuty odtwarzaja powierzchnie sparametryzowa-
ng liniami asymptotycznymi, gdy rownanie jest postaci Ly = 0 gdzie L jest
operatorem (8) formuly odtwarzaja powierzchnie sparametryzowang siecig
sprzezona, wreszcie pelne rownanie L) = 0 gdzie L jest operatorem (6) daje
po uzyciu formut Lelieuvre’a generyczne parametryzacje powierzchni.

W dyskretnym przypadku dyskretne rownanie Moutarda poprzez formuty
Lelieuvre’a daje dyskretne sieci asymptotyczne [24]. W pracy [H3| pokazali-
smy, ze formuly Lelieuvre’a dla réwnania zwiazanego z operatorem (7), czyli
dyskretyzacji (8), daja sieci czworobokéw plaskich czyli dyskretny analog sie-
ci sprzezonych. Co wiecej formuty Lelieuvre’a dla rownania Ly = 0 gdzie L
jest operatorem (5), daja niemal generyczne (spelniajace zalozenia (39-42) z
pracy [H3]) dwuwymiarowe dyskretne sieci.

Otrzymalidmy wiec kolejny przyktad, gdzie dopiero zrozumienie rozma-
itych aspektéw catkowalnych dyskretyzacji, pozwala dyskretyzowac klasyczne
konstrukcje geometrii rozniczkowej. Po raz pierwszy w dyskretnej geometrii
nie tylko rozwazaliémy do szczegdlne parametryzacje powierzchni przy dys-
kretyzacji, lecz rowniez dopuszczaliSmy generyczne parametryzacje tychze.

6 Perspektywy

Teoria nieliniowych dyskretnych réwnan catkowalnych odzwierciedlajaca nie
tylko wybrane siatki wspotrzednych na powierzchniach solitonowych, lecz
rowniez swobode zmiany ich parametryzacji jest wcigz w powijakach. Opi-
sywana w pracach [H5H7] metoda przejécia na podsiatke byta obiecujacym
kandydatem na odpowiednik zamiany zmiennych niezaleznych w przypadku
dyskretnym. Wydaje sie jednak, ze kandydatem niewystarczajacym. Jeden
z mozliwych kierunkéw rozwoju tej teorii zostal wskazany przez A. Doliwe
w pracy [26], gdzie metode przejscia na podsiatke wzbogacono o mozliwos$é
dokonywania transformacji Laplace’a i pokazano, ze teorie sieci czworobokdw
plaskich [15] mozna opisaé¢ uzywajac réwnania Hiroty-Miwy [16].
Najwazniejszym pytaniem nie majacym dotad odpowiedzi jest czy rezul-
taty pracy [H6] moga by¢ uogdlnione na wiecej wymiaréw w analogii do prac
[15, 16]. Innymi stowy czy istnieja catkowalne dyskretyzacje powierzchni za-
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wierajacych sieci sprzezone, takie ktore sie do sieci sprzezonych nie odwotujg.
Nalezy w tym miejscu wspomnie¢, ze badanie mozliwosci uogélniania réw-
nan catkowalnych do catkowalnego uktadu réwnan w wielu wymiarach urosto
do rangi metody odkrywania i badania dyskretnych réwnan catkowalnych
[27, 25]. T chociaz nasze prace w tej dziedzinie dotycza sieci Z™ [H17,H18 H19],
to juz prace naszych wspolpracownikow [28] poza sieci Z™ wychodza.

Jak wspomnieliSmy we wstepie, liniowe operatory tu rozwazane czesto sa
czescig uktadu nieliniowych rownan rézniczkowych. Pojawia si¢ wigc szansa
na dyskretyzacje tych ostatnich. Pomimo, ze watek ten nie jest akcentowany
w cyklu prac sktadajacych sie na niniejszg rozprawe, chcieliby$my przedsta-
wi¢ przynajmniej jeden przyktad ilustrujgcy perspektywy metod zastosowa-
nych w prezentowanym cyklu prac. Mianowicie wektor wodzacy I%mn ijego
kwadrat dtugosci |]§mnl2 dyskretnych sieci izotermicznych spelnia réwnanie
Moutarda w tak zwanym cechowaniu afinicznym (patrz ksiazka [2])

R R
A | OmnOmns18n S + A, [ ©nnOmi1nAn, _men = 0. 9
S i Ry (IR [ RO
W granicy ciaglej otrzymujemy rownania na wektor wodzacy powierzchni
izotermicznej sparametryzowanej wspolrzednymi krzywiznowymi. Zadajac
te rownania na kwaziregularnym parkietazu rombicznym i stosujac metode
przejscia na podsiatke otrzymujemy

R R R R

(4| o] + 0| g ) (| | 08 ] ) -
gdzie, by uczyni¢ formute zwarta, pomingliSmy zmienne niezalezne. Ostatni
uktad réwnan w granicy ciagtej przechodzi na uktad réwnan na wektor wo-
dzacy powierzchni izotermicznej w generycznej parametryzacji. Niestety nie
jest znana geometryczna charakteryzacja tego dyskretnego uktadu réwnan i
nie udato si¢ rowniez jak dotad skonstruowac transformacji Backlunda dla te-
goz uktadu réwnan. Z drugiej strony metoda przejscia na podsiatke pozwala
nam otrzymywa¢ rozwiazania tych réwnan z rozwigzan uktadu (9).

Lista probleméw jest znacznie dtuzsza. Duza cze$¢ monografii [2] warto
by przejrze¢ pod katem mozliwosci rozszerzenia zawartych tam catkowalnych
dyskretyzacji szczegdlnych parametryzacji powierzchni solitonowych na cal-
kowalng dyskretyzacje generycznych parametryzacji tych powierzchni. Dys-
kretyzacje eliptycznych wersji nieliniowych catkowalnych réwnan rézniczko-
wych jak na przyktad réwnanie Ernsta nie sg znane.

Dyskretna geometria rézniczkowa jest wciaz przed nami.
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52(3), 217-240.
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J. Atkinson and M. Nieszporski, 2013, Multi-quadratic quad equ-
ations: Integrable cases from a factorized-discriminant hypothesis,
International Mathematics Research Notices,

e-pub: doi: 10.1093/imrn/rnt066.
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Praca [H10] jest jeszcze jednym przyktadem pokazujacym unifikujace
aspekty teorii powierzchni solitonowych. Rezultaty Bianchiego dotyczace
specjalnej podklasy kongruencji Weingartena tzw. kongruencji Bianchie-
go zostaty uzyte do konstrukcji rozwigzan rownania Ernsta.

Praca [H11] wskazuje rozmaite catkowalne aspekty kongruencji Weingar-
tena (stanowiace podwaliny mojej rozprawy doktorskiej) co pozwolito
wskazaé szereg catkowalnych podklas kongruencji Weingartena.

W pracy [H13] pokazuje catkowalne aspekty dyskretnych siatek asymp-
totycznych i wprowadzam pojecie dyskretnej kongruencji Weingartena.
Dzigki temu mozliwe byto znalezienie szeregu dyskretnych uktadéw cat-
kowalnych w szczeg6lnosci dwéch omawianych w pracy [H12] mianowicie
dyskretnego uktadu Bianchiego-Ernsta i dyskretnego uktadu Fubiniego-
Ragazzi.

Praca [H14] wprowadza pojecie drabiny Laplace’a dla réwnan réznico-
wych opisujacych czworoboki ptaskie. Glownym odkryciem tej pracy byto
odkrycie sprzezonego dyskretnego réwnania Moutarda, jak réwniez dys-
kretnego nieliniowego rownania Goursata.

W pracy [H15] poruszane sa geometryczne aspekty dyskretnego uktadu
Bianchiego-Ernsta (z pracy [H13]) i jego transformacji Backlunda.

Praca [H16] dotyczy catkowalnych aspektéw powierzchni Bianchiego za-
pisanych w arbitralnych parametryzacjach. Stanowi przygotowanie do
znalezienia catkowalnych dyskretyzacji parametryzacji na powierzchniach
Bianchiego innych niz parametryzacja liniami asymptotycznymi.

Prace [H17], [H18] i [H19] sa cyklem prac po$wieconym pewnym uktadom
rekurencji zadanych na krawedziach sieci Z", ktore dopuszczaja istnie-
nie tréjparametrowej rodziny potencjatéw skalarnych z(nie liczac moz-
liwoéci dodania statej do potencjatu) zadanych na wierzchotkach sieci.
Dla szczegdlnych warto$ci parametrow potencjat spelia znane rownania
konsystentne na szescianie [25] (ktére dzieki wlasnosei konsystencji na
szescianie sg catkowalne). Dla pozostatych wartosci parametréw otrzy-
mujemy nowe wieloznaczne rekurencje: korespondencje konsystentne na
szescianie. Przez catkowalnosé¢ korespondencji rozumiemy mozliwosé kon-
strukcji ich rozwiazan uzywajac rozwiazan réwnan z pracy [25] (dzieki
skonstruowanym przez nas transformacjom Backlunda miedzy tymi row-
naniami).
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