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c) omoéwienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy /prac i osiagnietych
wynikéw wraz z omowieniem ich ewentualnego wykorzystania

Struktura autoreferatu jest nastepujaca: w nastepnym rozdziale dyskutuje problem gruboziarnistego
ugreniania i backreaction w ogélnej teorii wzglednodci. Nastepnie w rozdziale 4.2 opisuje stan badaii przed
pojawieniem sie prac [H1-H6| i szkicuje trzy mozliwe podejécia do problemu. W rozdziale 4.3 skupiam sie
na nierozwiazanych problemach, ktérymi zajatem sie w przedstawionych publikacjach. Tresc publikacje
dyskutuje w rozdzialach 4.5-4.9. a w ostatnim rozdziale podsumowuje je i szkicuje przyszle kierunki
badarii.

4.1 Wprowadzenie: grubozianiste uérednianie i problem backreaction w og6l-
nej teorii wzglednosci

Gruboziarniste uérednianie to jedno z najwazniejszych narzedzi fizyki teoretycznej, pozwalajace opisac
bardzo skomplikowany uklad z ogromna liczba stopni swobody w sposob przyblizony, ale znacznie prost-
szy. Podstawowy pomys! jest prosty: wybieramy pewna liczbe zmiennych opisujacych stan uktadu w
wielkich skalach, pomijajac stopnie drobnoskalowe. Wyprowadzamy efektywne réwnania rzadzace za-
chowaniem tych kolektywnych, wielkoskalowych stopni swobody pod pewnymi zalozeniami dotyczacymi
fizyki na drobnych skalach i jej wplywu na wielkie skale. Jedli wybraliSmy wiasciwe zmienne, to uktad
rownan efektywnych domyka sie i otrzymujemy dobre przyblizenie fizyki calego uktadu.

Mechanika brylty sztywnej dostarcza najstarszego przykladu gruboziarnistego uéredniania: z mikro-
skopowego punktu widzenia bryla sztywna to ogromnie zlozony ukltad atomoéw polgczonych sitami elek-
tromagnetycznymi. Jednak gdy dzialajace sily zewnetrzne, predkodei postepowe oraz katowe sa dosta-
tecznie male, mozemy opisaé jego ruch przy uzyciu stosunkowo niewielkiej liczby zmiennych: potozenia
grodka masy, jego predkosci, catkowitej masy i tensora momentu bezwladnosei, orientacji przestrzennej
opisanej katami Eulera i predkogei katowej. Okazuje sig wige, ze skomplikowana drobnoskalowa dynamika
nie gra 7adnej roli o ile pytamy tylko o kolektywny ruch wszystkich atoméw ciala.

To przyblizenie ma oczywiscie swoje ograniczenia: zalamuje si gdy dzialajace sity sa zbyt wielkie lub
cbrét jest zbyt szybki. Mozemy je jednak usprawnic¢ uwzgledniajac elastyczne wlasnosel ciala, jego mody
oscylacyjne itp. Gruboziarniste usrednianie jest wiec wiecej niz tylko zbiorem efektywnych zmiennych
i zaleznoéci miedzy nimi. Moze ono dostarczyé jezyka potrzebnego do poprawiania efektywnego opisu
ukladu gdy zblizamy sie do granicy stosowalnodci poczynionych przyblizeri.

Gruboziarniste uérednianie jest bardzo rozpowszechnione w fizyce teoretycznej. Réwnania Naviera-
Stokesa mozna wyprowadzié gruboziarniscie uéredniajae réwnania kinetycznej teorii gazéw. Rownania
grupy renormalizacji w kwantowych teoriach pola mozna interpretowac jako gruboziarniste usrendnianie
oddziatywan na bardzo matych skalach i wysokich energiach. Jedng z nielicznych dziedzin fizyki w ktérych
problem gruboziarnistego uéredniania nie zostal doglebnie przebadany jest ogélna teoria wzglednosci
(OTW).

OTW jest obecnie uznana teorig grawitacji i geometrii czasoprzestrzeni. Postuluje, ze geometria
czasoprzestrzeni jest pseudoriemannowska, opisywana tensorem metrycznym g,,. Tensor ten okresla jak
w czasoprzestrzeni mierzymy odleglodci, katy, predkosci i czas. Zwiazany jest on z rozkladem materii
poprzez réwnania Binsteinal

G =81G T (1)

Lacza one krzywizne czasoprzestrzeni, czyli kombinacje pochodnych czastkowych skiadowych g,. re-
prezentowang przez tensor Einsteina (G, z tensorem energii-pedu materii T}, Zauwazmy, ze lewa
strona réwnania (1) to obiekt lokalny, geometryczny, okreslony w jednym punkcie. Z drugiej strony T},
po prawej stronie interpretowany jest na ogdl jako obiekt stafystyczny, opisujacy wszystkie sktadniki
materii w pewnym mezoskopowym otoczeniu danego punktu. Ta nieco nielokalna, statystyczna interpre-
tacja tensora gestosci energii-pedu przyjmowana jest powszechnie w podrecznikach OTW. Jest jasne, ze
zawiera ona niejawne gruboziarniste usredunianie drobych szczegdlow rozlkladu materii: zamiast rozwia-
zywaé rownania Einsteina biorac pod uwage wszystkic drobne szczegoly rozkladu materii na skalach do
subatomowe] wlgcznie bedziemy go reprezentowaé jako “zwyczajna”. lokalna Srednia z rozkiadu wszyst-
kich skfadnikéw materii. g,, reprezentuje tutaj geometri¢ czasoprzestrzeni bez drobnych znieksztatcen
spowodowanych ziarnistoscia rozkiadu materii. Takie rozumienie réwnaii Einsteina jest niezwykle wy-
godne w astrofizycznych zastosowaniach OTW, gdyz pozwala stosowac je] rownania do obiektow takich
jak galaktyki czy gromady galaktyk bez znajomosci szczegdlow ich budowy, ale rodzi ono pewne watpli-
WOSCL.

W tekscie zakladamy, ze predkosé swiatla ¢ = 1.
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Po pierwsze. czy da sie je §cisle uzasadnié, jedli przyjmiemy, ze réwnania (1) spelnione sa dokladnie
na najdrobniejszych skalach? W klasycznych réwnaniach elektrodynamiki Maxwella opisujemy skom-
plikowany ruch jonéw badz elektronéw poprzez usredniony, wielkoskalowy prad elektryczny. Latwo to
uzasadni¢ w tym przypadku, gdyz mikroskopowe réwnania sa &cisle liniowe. Z lokalnych réwnani Ma-
xwella dla skomplikowanego pola elektrycznego i magnetycznego na skali atomowej wynikaja takie same
réwnania dla usrednionych pal elektrycznego 1 magnetycznego przy zalozeniu, ze odpowiednio udrednimy
tez Zrédia pola, czyli prady i tadunki. Ale dla nieliniowego ukltadu réwnan rézniczkowych czastkowych,
takiego jak (1), nie jest jasne czy wiclkoskalowe réwnania otrzymane przez uérednienie lokalnej metryki,
beda mialy podobng forme ze “zwycezajnie” usrednionymn tensorem gestoged energii-pedu. W oogolnym
przypadku mozemy si¢ raczej spodziewaé, ze efektywne T, i zwyczajna érednia beda rozne. Te réi-
nice przyjeto sie nazywaé backreaction. Po drugie, na poziomie bardziej fundamentalnym niejasne jest
jak nalezy rozumie¢ $rednia z wielkodci tensorowych, takich jak metryka lub Ty, gdy geometria roz-
wigzania jest zakrzywiona. Przy braku jakichkolwiek symetrii danego rozwigzania nie mozemy uzyé do
definiowania sredniej metod znanych z przestrzeni cuklidesowej, takich jak transformacja Fouriera. W
zakrzywionej czasoprzestrzeni nie istnieje niezalezny od ukladu wspolrzednych sposob, by peréwnaé lub
zsumowac wielkosci tensorowe zadane w roznych punktach. To powoduje, Ze najprostsze metody ugred-
niania, np. poprzez catkowanie po zadanym obszarze wspéhrzednych z odpowiednia miarg, nie daja sie
zastosowad, gdyz ich wyniki sy catkowicie zalezne od arbitralnie wybranego ukiadu wspohrzednych.

4.2 Stan badan

Problemom backreaction i gruboziarnistego usredniania, pomimo ich ogromnego znaczenia w kwestii
stosowalnodci OTW w astrofizyce, poswiecono zadziwiajaco malto miejsca w dotychczasowe] historii ma-
tematycznej OTW. W 1968 roku Isaacson rozwazyl propagowanie fal grawitacyinyeh na tle dowolnej
metryki przy uzyciu metod perturbacyjnych i przyblizenia krotkiej fali [1, 2]. Obliczyt on wptyw fal
grawitacyjuych na wielkoskalowy tensor gestosei energii-pedu, otrzymany poprzez usrednienie fal do 0 w
rzedzie liniowym i zbadanie wplywu wyrazéw nieliniowych. Isaacson wyprowadzil w ten sposéb wyraze-
nie na nieliniowe poprawki przy gruboziarnistym ugrednianiu fal grawitacyjnych.

Wigkszos¢ badan w tej dziedzinie wykonano w kontekécie probleméw backreaction i fitowania w ko-
smologii |3, 4]. We wspolczesnym paradygmacie kosmologicznym zakladamy, ze geometria Wszech§wiata
na wielkich skalach opisana jest rozmaitoscia wyposazona w metryke jednorodna i izotropows, ktérej
fizyczna skala zinienia si¢ w czasie. Takie rozwiazanie rownan Einsteina nazywa sie metryks Friedmana-
Lemaitre’a-Robertsona-Walkera (FLRW). Materia w tym rozwigzanin rozlozona jest catkowicie jedno-
rodnie. Zardwno problem backreaction, jak i problem f[towania maja swoje zrodlo w obserwacji, ze we
Wszechéwiecie rozklad materii jest daleki od jednorodnosci na drobnych skalach i kazdy realistyczny
Jego model musi to uwzglednia¢. Ellis i Stoeger [3] zwrécili uwage, ze niejednorodnosci maja wplyw
na obserwacje kosmologiczne i wprowadzaja systematyczne efekty przy interpretacji danych. Badanie
bezposredniego wplywu niejednorodnosci na obserwacje kosmologiczne przy uzyciu écislych rozwiazan
badalo potem wielu autoréw |5, 6, 7, 8, 9]. Inne podejscie zaproponowal potem Buchert i inni: stwier-
dzili oni, ze niejednorodnosci moga na wiele sposobdw wplywaé na wielkoskalowa dynamike Wszechswiata
[10, 11, 12..13].

"Temat zapoczatkowal goraca debate na poczatku lat dwutysiecznych, gdy niektérzy autorzy zasu-
gerowali, Ze efekty backreaction moga wyjasnié przyspieszenie rozszerzania sie Wszechswiata, obserwo-
wane w zaleznodei odleglosci jasnosciowej supernowych typu I od ich przesuniecia ku czerwieni |13, 14].
Takie wyjasnienie zostalo odrzucone przez wiekszos¢ badaczy, ale problem backreaction dyskutowany
Jest do dzisiaj. W szczegélnosei program badawczy Bucherta zostal zakwestionowany przez Ishibashi i
Walda [15]. Ich argumenty przeciw podejsciu Bucherta opieraja si¢ na zalozeniach dotyczacych geome-
trii Wszech$wiata: zakladaja oni, Ze tensor metrycany Y Jest wszedzie bliski wartosci éredniej razem
z pochodnymi i pokazujg, ze to zalozenie jest catkowicie zgodne z obserwowanymi ogromnymi kontra-
stami gestosci. Pod tymi zalozeniami Ishibashi i Wald dowodza, Ze rownania Einsteina sprowadzaja sie
do prostego, liniowego ukladu rownai na jedna zmienna, a wyrazy nieliniowe okazuja sie pomijalne. W
dalszych pracach Green oraz Wald prezentuja ogélniejsze i bardziej dopracowane podejécie, w ktorym za-
kladaja, ze metryka jest bliska usrednionej metryce wielkoskalowej, jej pierwsze pochodne moga by¢ duze
ale ograniczone z gory i spelniaja pewne techniczne zatozenia dotyczace ich slabej granicy przy parame-
trze mierzgeym skale niejednorodnoscl dazacym do 0. Wyprowadzaja potem wyrazenie na backreaction
w tym przypadku jako tensor bezsladowy i dodatnio okreslony oraz stwierdzaja, ze dla realistycznego
modelu Wszechswiata jest ono mate.

Nalezy podkesli¢, ze argumenty zaprezentowane w [15, 16, 17] wymagaja, by réznica miedzy fizyczna
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a udredniona metryka byla wszedzie mala, tak, aby dalo sie zastosowa¢ rozmaite przyblizenia pertur-
bacyjne. Autorzy postuluja wiee, aby a priori zalozy¢, ze tak jest, doda¢ do modelu FLRW niewielkie
perturbacie, zbadac jak zachowuja sie obserwable kosmologiczne i dofitowac obserwacje do tych modeli
— dokladnie tak, jak przyjete jest to dzisiaj w kosmologii.

Niestety jeéli warunek matych perturbacii nie jest spelniony, i fo nawet lokalnie, przestaje by¢ jasne
na ile poprawne jest podejécia Greena i Walda. W kosmologii 1 astrofizyce mozemy oczekiwaé, ze ten
warunek zalamie sie w poblizu czarnych dziur lub gwiazd neutronowych. Pytanie brzmi wige na ile
wolno stosowaé mwyczajne, naiwne gruboziarniste udrednianie w przypadku, gdy w rozwiazaniu obecne
sa ohszary o duzych perturbacjach metryki, gdzie zlinearyzowana OTW zalamuje sig, i jak wprowa-
dzi¢ ewentnalne poprawki. Co wiecej, okazuje sie, ze jest mozliwe, ze pewne typy niejednorodnosci,
choé prowadza do znacznych perturbacji metryki, skutecznie ;udaja” model jednorodny gdy badaniy ich
obserwacyjne wlasnosci |18, 19)|.

Debata o backreaction trwa do 2016 roku. Buchert i wspélpracownicy wskazali rozmaite problemy
7 formalizmem Greena i Walda [20], w tym problemy z zaleznoscig od cechowania i poprawna definicjg
ugrednionych wielkosei. Ci z kolei odpowiedzieli dwiema kolejnymi pracami |21, 22], w ktorych bronig
swojego podejéeia.

Ogolny problem wplywu niejednorodnosci w kosmologii mozna podzieli¢ na dwie powigzane, ale rézne
kwestie:

e Kwestie fizycznego backreaction: jak nalezy poprawnie zdefiniowaé wielkoskalowe zmienne zwia-
zane z polem grawitacyinym, up. metryke? Zauwazmy, ze definicja powinna by¢ kowariantna,
czyli nie powinna zaleze¢ od wprowadzonych ad hoc struktur takich jak uktad wspotrzednych. W
przeciwnym przypadku wynik gruboziarnistego usredniania bedzie trudny do zinterpretowania fi-
zycznego. Dla zadanej definicji wielkoskalowych zmiennych - jak zachowuja sig rownania Einsteina
pod wplywem gruboziarnistego usredniania? Tak postawiony problem nalezy bardziej do teorii
rownan rozniczkowych czastkowych niz do fizyki.

o Kwestie obserwowalnych konsekwencji niejednorodnosei: jak niejednorodunogci wplywaja na propa-
gacje swiatla i obserwacje w kosmologii (np. zalezno$é jasnosci obserwowanej od przesunigcia ku
czerwieni) i jakie poprawki nalezy uwzgledni¢ analizujac dane obserwacyjne? To pytanie jest oczy-
wiscie powigzane z poprzednim, gdyz efekty backreaction na duzych skalach z pewnoscia wplywaja
wlasnoéci geodezyjnych zerowych. Jest ono jednak istotniejsze z punktu widzenia obserwacyjnej
kosmologii.

W pracach |[[1-H6| przedstawionych w tym postepowaniu habilitacyjnym zajmujg si¢ przede wszystkim
pierwsza z tych kwestii. Najwazniejsze pytania, ktore rozwazatem w tych pracach to:

o Jak duge sa efekty backreaction w typowych zastosowaniach astrofizycznych OTW? Jaki majg
wplyw na wielkoskalowe réwnania kosmologii? Te pytania sa trudne gdy rozwigzanie znajduje
sie poza zasiegiem metod perturbacyjnych czy zlinearyzowanych réwnail Einsteina. Ciezko je za-
atakowaé w calej ogdlnosci, wiec rozpoczatem od nieco uproszczonych kwestii: jak zaleza wyrazy
backreaction od szczegdléow rozkladu materii na drobnych skalach i dla jakich rozkladéw materii
moga, one by¢ duze?

e Jaki jest status przyblizenia plynu czy kontinuum w OTW i kosmologii? To pytanie jest ciekawe
dla. moeno ziarnistych rozkladdow materii, np. gdy materia ma postaé¢ cigzkich, zwartych obiek-
tow (czarnych dziur, gwiazd neutronowych), w poblizu ktorych nie da sig stosowac przyblizenia
liniowego rownan Einsteina. Czy mozna $cisle dowiesé istnienia granicy kontinuum dla rownan
Einsteina dla bardzo duzej liczby obiektéow?

4.3 Podejscia do problemu gruboziarnistego usredniania i backreaction

W literaturze mozna wyrdznié trzy podejscia do problemm backreaction. Pierwsze to podejécie przybli-
zone, gdzie tensor metryczny rozwijany jest przy uzyciu jakiegod schematu aproksymacji (przyblizenie
krétlkofalowe |2, 23], zlinearyzowana OTW |24, 25| lub ich kombinacja [16, 26, 22|). Oczywiscie wyniki
uzyskane w ten sposéb maja ograniczony zakres stosowalnodel,

Po drugie, istnieje mozliwosé badania §cislych rozwiazan rownan Einsteina opisujacych niejedno-
rodne modele kosmologiczne. Niestety znane jest tylko niewiele takich rodzin rozwiazan. Najwigksza i
najdokladniej przebadana grupa sa rozwiazania typu Swiss cheese (albo rozwiazania cut-and-paste, jak
nazywa je D. Wiltshire), w ktorych wyciete sfery zostaly zastapione czesciami rozwigzania Lemaitre’a-
Tolmana-Bondiego, Szekeresa lub Schwarzschilda |27, 28, 29, 30]. Modele tego typu badane byly przez
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wielu autoréw [31, 32, 33|, ich ewolucja sprowadza sie do rozwigzywania réwnail rozniczkowych zwyczaj-
nych (rozwiazywalnych przez kwadratury), a ich podstawowe whasnosci sg dobrze znane. Zakladaja one
jednak bardzo specyficzna, uproszezong geometrie niejednorodnosei. Badanie bardziej skomplikowanych
przykladow wymaga zastosowania technik numerycznych. Postep w numerycznej OTW, jaki dokonat sie
w ostatniej dekadzie, napedzany badaniami zlewania sie czarnych dziur |34, 35], umozliwil rozwiazywanie
petnych rownaii Einsteina 3+1 dla stosunkowo skomplikowanych rozkladéw materii z czarnymi dziurami
w rozsgdnym czasie, o ile dysponuje sie odpowiednio silnym klastrem obliczeniowym. Po raz pierwszy
dokcnano tego w [H2|.

Zamiast badaé¢ pelng ewolucje w czasie rownan Einsteina mozna skoncentrowac sie na danych poczat-
kowych. Jak wiadomo, dane poczatkowe dla réwnarn Einsteina skladaja sie z rozmaitosel trojwymiarowe;
z dodatniy metryka g;; oraz symetrycznym tensorem krzywizny zewnetrznej ;. Nie sg one zadane w
dowolny sposéb, lecz musza spelnia¢ 4 réwnania wiezow taczacych je z rozktadem materii:

B® 4 (K4)* ~ Ky K9 = 167G Ty
DK, - K; = 81GTy;.

Réwnania te lacza geomefrie z rozkladem materii, maja wice sens fizyczny. Wystarcza one, by badaé
backreaction w skladowych Tyo i Tp; tensora gestosci energii-pedu. Sa tez bez poréwnania prostsze
niz rownania ewclucji, a do ich rozwigzywania rozwinieto szereg technik, w tym metode konforemnego
rozktadu Lichnerowicza i Yorka [36, 37). Pionierami w tej dziedzinie byli Lindquist i Wheeler, ktorzy
jako pilerwsi badali czarne dziury utozone w sieci, i.e. rozwigzania z dyskretna grupa symetrii przypo-
minajace sie¢ krystaliczng (black hole lattices, BHL) [38]. Mosna je skonstruowaé przy uzyciu metod
Lichnerowicza. Takimi danymi poczatkowymi zajeli sie potem inni autorzy [39, 12|.

Jednak najbardziej wartosciowymi rezultatami w tej dziedzinie bylyby wyniki §ciste, prawdziwe dla
szerokie]j klasy rozwiazan. Moglyby mie¢ one formeg doktadnych wyrazen na backreaction lub nieréwnoéei
szacujgeych te efekty od gory. Ze wzgledu na stopieii skomplikowania problemu do momentu pojawienia
sig omawianych tutaj prac tego typu rezultatéw w literaturze nie bylo.

4.4 Szczegélowe problemy dyskutowane w cyklu publikacji

Publikacje, ktore przedstawiam w ponizszym autoreferacie, maja wspolny cel: zrozumienie aspektéw
matematycznych gruboziarnistego usredniania w OTW i efektéw backreaction dla niejednorodnych roz-
kladéw materii oraz problemu granicy kontinuum poza obszarem stosowalnosci technik perturbacyjnych.
W tym rozdziale podam krétki opis konkretnych, stabo zbadanych dotychczas zagadnien, ktorymi zaja-
tem sie w swoich pracach.

s Sciste rezulaty dotyczace backreaction. Oczywista luka w literaturze Jjest brak ogélnych i
scistych rezultatow dotyczacych backreaction. Jest catkiem prawdopodobne, ze nie ma jednego,
catkowicie ogdlnego, prostego wyrazenia na wielkosé tego efektu, ale mozna mimo to rozwazaé
fizycznie interesujace rodziny rozwiazan i prébowaé dowodzié wynikéw w postaci nieréwnodei sza-
cujacych backreaction od géry. Nieréwnosci réznego Lypu maja dtugg historie w OTW, np. stynne
twierdzenie o dodatnio$ci masy lub nieréwnosei dotyczace pola powierzchni, momentu pedu i masy
czarnej dziury |40, 41, 42|. Takie nieréwnosci, cho¢ mniej uzyteczne i wszechstronne niz pelne
wyrazenia na zadana wielkos¢, dostarczajg istotnych informacii o niej. Moga mianowicie stuzy¢é
do wskazania sytuacji, gdy nie musimy braé efektéw backreaction pod uwage. Poza tym sposoéb w
jaki szacowanie zalezy od wlasnoéei rozwiazania ma czesto znaczenie fizyczne. To prowadzi nas do
kolejnego problemu:

* Zaleznosé¢ backreaction od szczegolow mikroskopowego rozkladu materii. Nie Jest ja-
sne jakie szezegoly mikroskopowego rozkladu materii majg znaczenie gdy szacujemy backreaction.
"To oczywidcie bardzo powazny problem gdy prébujemy stosowaé metody stalystyczne do struk-
tury w kosmosie: nie da si¢ poprawnie stosowa¢ OTW w tym przypadku jesli nie wiemy jakie
cechy mikroskopowego rozkladu powoduja duze efekty relatywistyczne na duzych skalach. Wyrazy
backreaction da sie wyrazi¢ poprzez mikroskopowy tensor metryczny, jednak takie wyrazenie ma
cgraniczona stosowalnosé, gdyz mikroskopowa metryke trudno okreslié z obserwacji prowadzonych
z wielkich odleglogei.

e Sciste rezultaty dotyczace granicy kontinuum. Dyskretne rozklady materii z bardzo zwar-
tymi, cigzkimi Zrodiami pola grawitacyjnego opisuje sie w OTW jako pyl (plyn bez cisnienia) lub
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ogdlniej przy uzyciu réwnail Finstein-Wlasowa. Intuicja podpowiada, ze to przyblizenie powinno
dziataé tvm lepiej, im wiekszy jest iloraz skali makroskopowej i skali rozmiaru dyskretnych zrodel,
albo — co réwnowaine — gdy liczba obiektow rozhiega do nieskoficzonogci przy niezmiennych para-
metrach makroskopowych. W fizyce statystyczue] nazywainy taks granice grandcq kontinuum. Cuy
zawsze istnieje ona w OTW? Cuy sam tensor metryczuy zhiega do odpowiedniej wartosci érednie]
iw jakim sensie? Zauwazmy, ze ze wzgledu na obecnodé masywnych, mocno relatywistycznych
obiektow ten problem znajduje sie poza zasiggiem przyblizenia liniowego.

e Geometria modeli sferycznych Lindquista—Wheelera bez nalozonych symetrii. Clifton,
Tavakol i Rosquist przedyskutowali geometrig i wlasnosei fizyezne danych poczatkowych z regu-
larng siecia czarnych dziur na sferze 53 [12]. Wheeler opisal szczegotowo konfiguracje » pigcioma
czarnymi dziurami [39]. Te prace dotyczyly jednak wysoce symetrycznych konfiguracji czarnych
dziur. Pojawia si¢ wiec pytanie jakie cechy tych konfiguracji zachowanc sa przez dowolne rozklady
czarnych dziur na S

e Pelne numeryczne symulacje sieci czarnych dziur. Wspomniane wezesniej sieci czarnych
dziur to jeden z najprostszych przykladow rozkladéw materii jednorodnych w skalach makrosko-
powych, ale w skalach mikroskopowych wykazujacych silng ziarnistosé. Sa to wiec jedne z najwaz-
niejszych przykladow do badania w kontekécie efektéow backreaction i do testowania rozmaitych
metod gruboziarnistego usredniania w OTW. O ewolucji w czasie tych modeli napisano wiele prac,
lacznie ze wspomniang juz pracg Lindquista i Wheelera |38], ale tylko przy uzyciu rozmaitych me-
tod przyblizonych |43, 44, 45]. Postepy w dziedzinie numerycznego calkowania réwnan Einsteina
w wymiarze 3+1, w tym pierwsze stabilne symulacje zlewania sie czarnych dziur [46] przy uzyciu
metody ruchomego naktucia (moving puncture method), a takze wzrost mocy obliczeniowe]j dostep-
nych klastrow, pozwalaja na zbadanie ich wiasnosei metodami numerycznymi. Tego typu badai
brakowalo do roku 2012.

e Kowariantne gruboziarniste usrednianie tensorowej czesci réwnan Einsteina i réwnan
ruchu materii. Metoda usredniania Bucherta, najbardziej chyba znany formalizm gruboziarni-
stego usredniania w kosmologii, bierze pod uwagg jedynie skalarna czeéé rownan. Pelny formalizm
powinicn oczywiécie bra¢ ped uwage ich czedé tensorowa.

4.5 Praca [H1| — gruboziarniste uérednianie niejednorodnego przepltywu ma-
terii w OTW

Celem pracy |H1] bylo dostarczenie przepisu na gruboziarniste usrednianie réwnai ruchu madterii, ktory
bylby alternatywa dla metody Bucherta, a ponadto obejmowal tensorows czesé rownail. Rozwazam w
tych pracach rozwiazanie réwnan Einsteina z pyleni. Zakladam tez, ze zadany jest a priori rozktad 341
czasoprzestrzeni (jedli przeplyw jest bezwirowy, to wspolporuszajacy synchroniczny uktad wspoirzednych
nadaje sie znakomicie). W metodzie Bucherta unoszonej objetosci ptynu D przypisujemy usredniong
ekspansje wykorzystujac do tego jej fizyczna objetosé. Buchert przypisuje efektywny czynnik skali wedtug
przepisu

(Vo) \'"? .
aeﬁ(t) = (VD(tn)) , (2)

gdzie tg to ustalony moment. Czynnik ten shuzy dalej do zdefiniowania usrednionej ekspansji (&) o>
ktora spelnia nsredniong po objetosci wersje rownania Raychaudhuri i rownania wiezéw skalarnych. W
ten sposob usrednione wielkosci speltniaja to samo réwnanie co lokalne, uzupelnione o dobrze okreslone
wyrazy typu backreaction. Wada tego podejscia jest oczywiscie fakt, ze w ten sposdb uérednilismy
wylgcanie skalarng czedé rownan, podczas gdy na drobnych skalach przeptyw materii wykazuje takze
wirowosé i écinanie opisane wielkogclami tensorowyini.

Glowna przeszkoda, jaka napotykamy probujac zdefiniowaé udrednione wielkodci tensorowe, jest ko-
niecznosé zachowania kowariancji. Przepis powinien bowiem by¢ niezalezny od uktadu wspolrzednych,
gdy? w pracciwnym przypadku wyniki bedzie truduo zinterpretowaé fizyeznie. Zalezny od uktadu wspol-
rzednych przepis moze wrecz pokazywaé nieznikajace backreaction w jednorodnym rozwiazaniu FLRW
rozpatrywanym w nietypowym uktadzie wspolrzednych. Niezaleznosc laka nie jest jednak latwo uzyskac,
ody geometria czasoprzestrzeni nie wyroznia prostego przepisu na uérednianie tensorow zdefiniowanych
w rogznych punktach.

N\ ) \éo bllf)&\%\c;
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Glownym pemystem pracy [H1| jest spostrzezenie, ze gruboziarniste usrednianie nie musi wykorzy-
stywa¢ srednich w potocznym znaczeniu tego slowa, jako érednich wzgledem jakiejs miary. Przypisanic
usrednionych wielkoSci moze odbywaé sie inaczej o ile definicja spelnia zdroworazsadkowe wlasnoscei
zmiennych wielkoskalowych, np. zgadza sie ze standardowa érednig w prostych przypadkach.

Niech * e 1:"Jj oznacza gradient predkosci nierelatywistycznego ptynu w trojwymiarowej przestrzeni
euklidesowe]j. Jego rozklad na €lad, czed¢ symetryczna bezéladows oraz antysymetryezna odpowiada
rozkladowi na ckspausje, scianie i wirowosé ptynu. Srednia objetosciows z (Q;; po obszarze D mozna
przepisaé jako catke po brzegu obszaru korzystajac z twierdzenia Gaussa:

(= Vﬁl/ W = VD_1/ vind2o. (3)
D an

Uogdlnianie pierwszej 2 tych calek do dowolnej, nieeuklidesowej geometrii jest trudne, ale mozemy tez

sprobowac uogélni¢ t¢ druga. Rownosé miedzy nimi nie bedzie oczywidcie zachowana, ale mozna dowolnej

z nich uzy¢ do zdefiniowania <Qij>. Wielkosci zdefiniowane tylko przy uzyvciu danych geometryeznych

na brzegu jakiego$ obszaru nazywane sg w OTW wielkosciami kwazi-lokalnymi [47).

Aby zdefiniowa¢ kwazi-lokane, gruboziarnisto usrednione $cinanie, ekspansje i wirowos¢ postuzyltem
si¢ klasycznym wynikiem geometrii rozniczkowe], czyli twierdzeniem o izometrycznym zanurzeniu po-
wierzchni o topologii S?. Mianowicie majge dang taka powierzchnie (7 o dostatecznie regularnej, dodat-
niej metryce i o dodatniej krzywiZnie mozemy znalezé globalne izometryczne zanurzenie f: ¢ — R w
tréjwymiarows przestrzeni euklidesows. Ponadto zanurzenie jest jedyne z doktadnoscia do odbi¢, prze-
sunie¢ 1 obrotow [48].

Rozwazmy teraz metryke dwuwymiarowa gap(t) wyindukowana na brzegu obszaru D. Zakladajac,
ze speinia ona zalozenia twierdzenia o izometrycznym zanurzeniu, mozemy znalezé numerowany czasem
rodzing takich zanurzen f;. Mozemy tez obliczy¢ pochodna po czasie polozenia obrazu kazdego punktu w
D, otrzymujac w ten sposéb fikeyjna predkosé v w R® zefiniowana na obrazie f; (D). To pole predkosci
mozna wykorzystac do zdefiniowania éredniego $cinania poprzez réwnanie (3). Ze wzgledu na niejed-
noznacznos¢ zanurzenia pole predkosci zdefiniowane jest tylko z doktadnogeia do generatoréw obrotéw i
przesunied, ale Lo nie ma wplywu na wartodé gruboziarnisto urednionych écinania i ekspansiji. Jesli zas
chodzi o wirowos¢, przedstawilem w pracach nieco inng konstrukcje wykorzystujaca zanurzenia f; oraz
rzutowanie czteropredkodel plynu na powierzchnie statego czasu.

<Q'i_j> zdefiniowane jest w abstrakeyjnej przestrzeni R® bedacej przeciwdziedzing zanurzeni, ale w
[49] pokazuje, Ze przestrzen te mozna w naturalny sposéb zidentyfikowaé z przestrzeniami stycznymi do
powierzchni stalego czasu w punktach lezacych na brzegu D, dostarczajac interpretacji geometrycznej
udrednionym wielkosciom. <Q'5j) okazuje sie by¢ polem tensorowym na powierzchni { = const, zdefinio-
wanym na punktach lezacych na 8D.

Pokazuje w [H1|, e udrednione wielosci spelniaja uogélnione réwnanie Raychaudhuri, identyczne z
lokalnym oprécz kilku wyrazéw backreaction pojawiajacych sie z powodu niejednorodnoéci przepltywun
materii w ). Pokazuje tez, Ze konstrukeja spelnia podstawowe zalozenia gruboziarnistego uéredniania:
w granicy obszaru D kurczacego sie do punktu usrednione wielkosci zréwnujy, sie z lokalnymi, ponadto
w kilku écistych rozwigzaniach (FLRW, LTB, Gédla) wyniki zgadzaja sie z oczekiwaniami.

Najwazniejsze wnioski z pracy [H1| mozna podsumowa¢ nastepujaco:

o Twierdzenie o izometrycznym zanurzeniu powierzchni o topologii 52 pozwala na przyporzadkowanie
gruboziarnisto uérednionej ekspansji, $cinania i wirowosci do skoriezonej porcji plynu w sposob
kowariantny. Usrednione wielkosci sa kwazi-lokalne, czyli zaleza wylacznie od danych na brzegu
dziedziny uéredniania. Konstrukeja wymaga, aby brzeg tego obszaru mial odpowiednia topologie i
dodatnia krzywizne.

e Usrednione wielkodci spelniaja uogélniona wersje réwanania Raychaudhuri z dodatkowymi wyra-
zami okredlajacymi backreaction. Wyrazy te skladaja sie z czeéci newtonowskiej, obecnej takze dla
nierelatywistycznych pltynéw, oraz wyrazéw relatywistycznych.

* W granicy bardzo malego obszaru usredniania otrzymane wielkosci zgadzaja sic z lokalnymi, a
uogdlnione réwnanie Raychaudhuri sprowadza sig do lokalnego réwnania wzdiuz geodezyjnej cza-
sowej, jak nalezalo sie spodziewad.

4.6 Prace [H2] i [H3] — numeryczna ewolucja sieci czarnych dziur

Sieci czarnych dziur, czyli rozwiazania réwnaii Einsteina o dyskretnej grupie symetrii odbiciowych i
obrotowych, to proste a zarazem ciekawe fizycznie przyklady niejednorodnych rozkladow materii, ktéore
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wygladaja jednorodnie 1 izotropowo w duzych skalach. Poczatki ich badan to praca Lindquista i Wheelera
[38], ktorzy do badania ich ewolucji wykorzystali metody przyblizone zapozyczone z fizyki ciala statego.
Podejscie to rozwineli Clifton oraz Fereira |45, 43]. Wheeler opisal potem szezegblowo dane poczatkowe
dla konfiguracji pigein czarnych dziur na sferze 5% 139], a inue dane poczatkowe z sieciami na S3 opisano
w pracy [12].

Najwieksze zalety sieci czarnych dziur to ich wzgledna prostota dzieki duzej symetrii oraz silne efekty
nieliniowe obecne na matych skalach, co pozwala na zbadanie nieliniowych efektow OTW. Jak wiadomo,
w modelach FLRW mozliwe sa trzy typy powierzchni stalego czasu: plaskie (R'?), sferyczne S® dla modeli
zamknietych i hiperboliczne 17 3. Wprowadzenie sieci czarnych dziur tamie pelng grupe izometrii takich
rozwiazan (odpowiednio E(3), SO(4) i SO(1.3)) do dyskretnych podgrup.

Praca [H2| rozpoczyna sig dyskusja konstrukeji danych poczatkowych dla sieci czarnych dziur wyko-
rzystujac metryke plaska, sferyczng lub hiperboliczng jako konforemna metryke w metodzie Lichnerowicza-
Yorka [36, 37, 50]. W pierwszym kroku wybieramy jedna z metryk: plaska d;;, sferycana %‘3} lub hi-
perboliczng frf i przyjmujemy jako metryke niefizyczng bi;. Metryke fizyezna g;; olrzymujemy przez
konforemne przeskalowanie a conformal transformation

Gij = ¢4 b‘ij'; (4)
za$ krzywizna zewnetrzna to
K
Kij = 5 i + A (5)

gdzie tensor A;; jest bezsladowy. Rownania wiezow upraszczaja sie do

=, B K? T s, _
Aw_Tw_I_Q'¢5+§AijA1]¢7 = —2nG¥°p (6)

DAY — %w%iﬂ'[)m’ 0, (7)

gdzie A to laplasjan zwiazany z metryks b;;, R (o jej skalar Ricciego, a flij zwigzane jest z A;; poprzez
wzor fi,;j = 'q'JﬁAij. Zanim przejdziemy dalej zauwazmy, e migdzy krzywizng bi;, chwilows ekspansjg
danych poczatkowych i materig zachodzi pewien pwiazek przypominajacy zwiazek miedzy topologia
powierzchni stalego czasu, ekspansja czasoprzestrzeni i zawartodcia materii w modelach FLRW [E2].
Mianowicie z pierwszego rownania Friedmanna
BB KA

w czasoprzestrzeniach FLRW wynika, ze jesli gestoS¢ energi p jest dodatnia, to albo ekspansja (a wiec
i parametr Hubble’a) K nie znika, albo krzywizna jest dodatnia (badZ oba na raz). Nie jest mozliwy
model, w ktérym czasoprzestrzei jest chwilowo bez ekspansji, a przy tym ma geometrie plaska Iub
hiperboliczng. Podobnie jest dla sieci czarnych dziur: nie da si¢ skonstruowaé metoda Lichnerowicza-
Yorka danych poczatkowych czasowo symetrycznych (Ky; = 0), w ktorych geometria sieci bytaby plaska
lub hiperboliczna. Pozostaja wiec dwa przypadki: (chwilowo) czasowo symetryczne sieci czarnych dziur
na sferze lub rozszerzajace sie sieci (sferyczne, ptaskie lub hiperboliczne). W |H2| zbadalismy przypadek
pierwszy, w |H3| przypadek drugi z plasks, szedcienna siecia.

Czasowo symetryczne dane poczatkowe odpowiadajg warunkom Kjj = 0iby = fyg (metryka okraglej,
tr6jwymiarowej sfery jednostkowej). Ustalamy uklad wspolrzednych (A, 0, ¢) na $3. Prozniowe rownania
wiezéw wektorowych spelnione sg automatycznie, pozostaje tylko rownanie wiezow skalarnych w formie
liniowego réwnania eliptyeznego na czynnik konforemny:

Ay — g'g) =0. (9)
X

Nie ma ono rozwiazal regularnych, ale posiada lunkeje Greena z osobliwoscia typu naltucia 5

1

o 10
5(A) sin A/2 o)
Mozna ziozyé dowolna liczbe takich funkgji Greena zeSrodkowanych w wybranych punktach 2y, ..., xN:
N 2
wlxr) = _,,—_! ll)
i ; sinw (
8
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gdzie A(x,y) oznacza geodezyjna odleglosé na S, a a; to rzeczywiste wspolczynniki. Dla dodatnich
a; 1 N > 3 takie dane poczatkowe odpowiadaja znieksztalcone] poczatkowej sferze z N doklejonych
asymptotycznie plaskich korieow, osiagalnych poprzez powierzchnie minimalne. Geometria powstalych
gardzieli bliska jest metryce Schwarzschilda (dla N = 2 to jest dokladnie geometria Schwarzschilda),
mozna wiec osobliwodei w 2; zidentyfikowaé z N czarnymi dziurami nmieszezonymi w sferycznym modelu
kosmologicznym.

W |H2] i1 [H3| rozpatrywatem jedynie sieci, ktorych komérkami sa wielo$clany regularne z czarnymi
dziurami w érodku. Okazuje sie, ze na sferze S% mozliwe jest tylko szesé ukladéw tego typu, odpo-
wiadajace szesciu mozliwym regularnym parkietazom (tessclacjom) sfery 5% [12]. Maja one symetrig
regularnego, czterowymiarowego hiperczworodcianu wpisanego w S, a czarne dziury znajdujs sie na
jego wierzchotkach. Sieci maja 5, 8, 16, 24, 120 lub 600 czarnych dziur. Zauwazmy, ze nie ma tutaj
mozliwosel zmieniania rozmiaréw komorki. Zamiast rodzin sieci krystalicznych o réznych rozmiarach,
jakie znamy z przestrzeni plaskiej, mamy do dyspozycji tylko skonczona liczbe mozliwych konfiguracji.

W |H2] rozwazam wraz ze wspolautorks sie¢ z osmioma czarnymi dziurami na S % i badam numerycznie
pelna, trojwymiarowa ewolucje tego modelu. Narzedzia do ewolueji numerycznej czarnych dziur dostepne
sg od 2011 roku [51]. Zostaly stworzone do modelowania zlania si¢ podwdjnych czarnych dziur, aby badaé
emitowane przy okazji fale grawitacyjne [33]. Stworzenie wzorcow takich sygnatéw bylo niezbednym
krokiem przy detekcji pierwszego sygnalu grawitacyjnego przez LIGO i inne obserwatoria.

Probujac bezposredno zastosowad do sieci czarnych dziur kody napisane do badania zlewania sie
czarnych dziur napotykamy na powazny problem. Kody te napisano zakladajac asymptotycznie plaskie
warunki brzegowe, a slecl wymagaja bardziej skomplikowanych warunkéw periodycznych. Stosunkowo
tatwo je nalozyé w przypadku sieci plaskich, szesciennych, w ktérych ksztalt pojedynczej komérki to
szedcian ze dcianami spotykajacymi sie pod katem prostym, ale w ogdlniejszej sytuacji jest to trudne [52].
Na szczescie znalezliSmy sposéb na obejscie tego problemu i numeryczne badanie ewolucji sieci ogmiu
czarnych dziur bez nakladania explicite warunkéw brzegowych.

Sposéb oparty jest na obserwacji, ze dane poczatkowe opisane powyze] mozna rownowaznie potrak-
towaé jako dane skonstruowane metoda Lichnerowicza na R®. Jesli bowiem rozpatrzymy $° jako sfere
jednostkows w R* zadans warunkiem {X1)2 + (XQ)2 + (X3)2 + (X“J)2 =1, wtedy odwzorowanie rzutu
stereograficznego P

; R
©=1{_x, =
gdzie x? to kartezjanskie wspolrzedne na R?, jest konforemne, czyli pchniecie ’}5 spelnia
IS =38 -2
Py = (17!2/4 T 1) dij. (13)

Zalozmy do tego, ze jedna z osobliwodci ¢, np. a1, znajduje sie dokladnie w punkecie X = (1,0,0,0). Nie
lezy on w dziedzinie P (zostal ,odwzorowany do nieskoiiczonodei™). W takiej sytuacji metryka fizyczna
~i; zrzutowana do R? przyjmuje postaé

’75 = o ’7{3 = (061)4 TI’4 0y
‘P\f
e 2C¥i\/1+ ﬁi24 1
PE) = 14+ Imel?/ (14)

— a1 |2 — 7] ?
czyli standardowych, asymptotycznie plaskich danych poczatkowych Lichnerowicza z N — 1 czarnymi
dziurami w punktach #;, z dokladnoscia do globalnego przeskalowania przez stala. Przeskalowanie to
mozna wyeliminowaé skalujac odpowiednio wspéirzedne kartezjanskie?.

Dane poczatkowe tego typu mozna wprowadzi¢ bezposrednio do kodu EinsteinToolkit. W naszym
przypadku maja one postaé danych na R? z siedmioma osobliwosciami w punktach

No = (0,0,0), (15)
Ns = (2,0,0),
Ny = (=2,0,0).
Ny = (0,2,0),
-A?i = (07_2'10):

W réwnania (21), (23) 1 (24) w pracy |[H2| wkradl sig drobny blad: zamiast 4 w mianowniku powinno byé 443,
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Rysunek 1: Ilustracja po lewej: Poczatkowe polozenia siedmiu czarnych dziur reprezentowanych przez po-
wierzchnie minimalne otaczajace naklucia oraz krawedzie komorek elementarnych regularnej sieci oémiu
czarnych dziur. Osiem identycznych komorek elementarnych w postaci kwazi-szedcianow na 52 zostalo
zrzutowane stereograficznie na R? i stad ich znieksztalcenie. Ilustracja po prawej: Osma powierzchnia
minimalna woko! siedmiu czarnych dziur.

ﬁ? — (O, 0,2),
J\?S = (0703—2)

z parametrami masowymi mp = 4M and ms,....ms = 4+/2M , gdzie M jest ustalona jednostka masy.
Rozwiazanie razem z powierzchniami minimalnymi przedstawione jest na Rys. 1. Zauwazmy, ze czarna
dziura aq, na pierwszy rzut oka niewidoczna w tym rozwiazaniu, jest w nim obecna. Pojawia si¢ ona gdy
zbadamy powierzchnie minimalne w tym rozwiazaniu: odpowiada jej powierzchnia minimalna obejmujaca
wszystkie pozostale czarne dziury. Choé nie jest to oczywiste ani na rysunku, ani z postaci jawnej
rozwigzania podanej powyzej, wszystkie osiem czarnych dziur jest identyczne, a dowolna para moze
zostaé zamieniona miejscami przy uzyciu odpowiedniej izometril. Wymaga to jednak uwzglednienia
czynnika konforemnego (14).

Zbadalisémy kinematyczne i dynamiczne efekty backreaction dla tego rozwiatania. Geodezyjna diugos¢
krawedzi komérki elementarnej Deqge PrzyjeliSmy za miare skali modelu 1 uzylidémy (wraz z jego znikajaca
pochodna po czasie w ¢ = 0) aby dofitowaé odpowiedni model FLRW z pylem. Efekty kinematyczne
maja postad poprawki do calkowitej masy ukladu: masa efektywna jest o ok. 25% wigksza niz suma mas
ADM ezarnych dziur, zgodnie z rezultatami z [12] (tam jednak fitowanie modelu FLRW dokonane jest
w inny sposob).

Wyniki numerycznej ewolucji tego uktadu przedstawione sg na Rys. 7 w pracy |H2|. Zauwazmy, ze
model jest symetryczny ze wzgledu na odwrocenie czasu t — —t, wiec ewolucja w przod” daje pelng
informacje o nim. Ewolucja numeryczna trwata do czasu t = 150M czasu wspoirzednosciowego, potem
zamierala ona w poblizu czarnych dziur z powodu wiasnoscei uzytych warunkéw cechowania. Nie jest
to zaskoczeniem, gdyz te warunki, wziete z pracy [53|, wprowadzone zostaly do badania zlewania sig
czarnych dziur i wiadomo, ze zwalniaja one ewolucjg w poblizu naklué (osobliwosci) prawie do zatrzy-
mania utrzymujac ja w obszarze odleglym. Pozniejsze cksperymenty z ich modyfikacja wykonane przez
[. Bentivegne i I. Hindera pozwolity ja pchnaé nieco dalej, ale wyniki nie zostaly dotad opublikowane.

Jeszeze przed zatrzymaniem ewolucji, ok. t = 800, blad numeryczny znacznie wzrost 1 w zwiazku
2 tym kolejne punkty nie zostaly uwzglednione na wykresie. Do tego momentu ewolucja Degge, Wyra-
zona przez czas wlasny obserwatorow gaussowskich 7, zgadza sie z ewolucja modelu FLRW z pylem z
doktadnoscia do 1%, co jest bliskie doktadnosci numerycznej calej symulacji. Nie zaohserwowalidmy wigc
dynamicznych elekiow backreaction, mimo ze model znajduje sie poza granica stosowalnosel przyblizenia
liniowego.

Procz tego zbadaliémy zachowanie zewnetrznych powierzchni marginalnie zlapanych (mariginally
outer trapped surfaces, MOTS) reprezentujacych brzeg czarne] dziury. Obliezyliémy odlegioéé geodezyjna
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Dior miedzy MOTS-ami dwach sgsiednich czarnych dziur. Ta wielkosé na pierwszy rzut oka moze
wydawac sie dobrym kandyvdatem na alternatywna definicje skali tego modelu, ale okazalo sie, ze nie
moze ona pelni¢ tej funkeji. Jej pierwsza pochodna w czasie nie znika bowiem w { = ( pomimo tego,
ze w danych poczatkowych czarne dziury nie poruszaja sie wzgledem siebie. Wydaje sie to sprzeczne z
wlasnoscia symetrii zmiany kierunku uplywu czasu, o ktérej wspominaliémy. Rozwiazanie paradoksu jest
proste, jesli uswiadomimy sobie, ze sledziliSmy prayszosciowe MOTS. Dane poczatkowe skonstruowane w
te] pracy zawieraja powierzchnie marginalnie zlapane, ktére sg powierzchniami bifurkacji podobnymi do
powierzchni bifurkacji znanych z geometrii Schwarzschilda. Horyzonty przyszlodciowy 1 przeszlosciowy
mijajg si¢ tam w sposdb symetryczny, patrz Rys. C2 z [[2]. Odleglogé miedzy dwoma przysziodciowymi
MOTS-ami maleje wiee z predkoscia 2 nawet dla ¢ = 0. To zupeie inne zachowanie niz w przypadku
czynnika skali dla zamknietego modelu FLRW, ktéry osiaga dla ¢ = 0 maksimum.

[H2] to, o ile mi wiadomo, pierwsza praca dyskutujaca numeryczng ewolucje sieci czarnych dziur.
Jest to wige pionierska praca w dziedzinie numerycznych, relatywistycznych symulacji niejednorodnych
modeli kosmologicznych. Potem ten kierunek badan podjely inne grupy [34, 55, 56, 57| (patrz réwniez
[58], gdzie autorzy wykorzystali rachunek Reggego zamiast typowych symulacji numerycznych). |[H2|
byla wigc cytowana przez wszystkie kolejne prace o numerycznej ewolucji sieci czarnych dziur oraz
inne prace dotyczgce nicjednorodnych modeli kosmologicznych. Zostata réwnies zacytowana w pracach
przegladowych dotyczacych numeryeznej OTW oraz niejednorodnych modeli kosmologicznych |35, 34,
59|. Jej glowne wyniki mozna podsumowad nastepujaco:

o Glownym efektem backreaction dla regularnej sieci odmiu czarnych dziur na S3 jest kinematyczny
y g J y

efekt w postaci renormalizcji masy. Ewolucja w czasie jest z duzg dokladnoscia zgodna z modelem
FLRW z pytem.

o W przeciwienistwie do dlugodci krawedzi komérki elementarnej odlegtosé miedzy sasiednimi czar-
nymi dziurami, rozumiana jako odleglodé miedzy powierzchniami marginalnie zlapanymi, nie daje
sl zastosowaé jako miara skali modelu, gdyz dla maltych czasow zachowuje si¢ ona zupelnie inaczej
niz czynnik skali w modelu FLRW.

W nastepnej pracy poswieconej sieciom czarnych dziur [H3| zajelismy sie plasks siecig szescienns. Jak
stwierdziliSmy powyzej, taka sie¢ nie moze by¢ stacjonarna nawet dla jedego momentu czasu. Konstruk-
cja danych poczatkowych wymaga wiec nieznikajacej krzywizny zewnetrznej, a wiec réwnanie wiezéw
skalarnych nie bedzie juz mialo postaci liniowego réwnania eliptycznego. Konstrukeja wykonana zostala
numerycznie metoda zapozyezona z pracy [60], z kilkoma usprawinieniami [61]. W naszych danych po-
czatkowych $lad krzywizny zewnetrznej byt dodatni i staly w poblizu $cian komorki elementarnej, a
znikal wewnatrz ustalonej sfery na érodku tej komérki. Pomiedzy tymi dwoma stalymi rozciagal sie
obszar przejsciowy. Na samym érodku znajdowata si¢ osobliwo$¢ typu nakhucia 2. Konstrukcja danych
poczatkowych pozwalala na wybér parametru masowego m centralne] czarnej dziury, wartodei éladu
tensora krzywizny na $cianach komorki elementarnej i dtugosé jej krawedzi. Rownanie wiezéw skalar-
nych rozwigzywane byto metoda relaksacji. Zauwazmy, ze otrzymany czynnik konforemny przeskalowuje
wszystkie wielkosci, wiec ich fizyczne wartosci w danych poczagtkowych sa nieco inne od zatozonych na
poczatku.

W pracy [H3| zbadalismy ewolucje czterech zestawow danych poczatkowych z roznymi wartosciami
masy czarnej dziury m. Ewolucja numeryczna trwala dosyé¢ diugo, choé znéw na pewnym etapie kod
tracil numeryczng doldadnosé. Niezbedna byla modyfikacja standardowego warunku cechowania typu
S-tracker. Kazda z symulacji prowadzilismy dla trzech roznych rozdzielezodei siatki numerycznej. Ich
poréwnanie pokazalo numeryczna zbieznosé pierwszego rzedu do pewnego momentu zaleznego od danych
poczatkowych, potem zbieznosé wyraznie sie psula.

Podobnie jak w pracy |H2| preedyskutowalismy ewolucje w czasie dlugosci krawedzi komorki elemen-
tarnej. Jej ewolucja znéw zgodna byla z modelem FLRW z pylem oprocz natoznonych na nig szybkich
oscylacji. Ich powodem byly prawdopodobnie wzbudzone mody promieniowania grawitacyjnego. To
czgsta sytuacja w numerycznej OTW przy badaniu poruszajacych si¢ uktadéw czarnych dziur z danymi
poczatkowymi stworzonymi metods, konforemny [62]. Nie pojawily sie w [H2|, gdyz geometria danych
tam uzytych byta prostsza, a ponadto dane byty symetryczne ze wzgledu na odwrécenie czasu. W sy-
mulacjach zderzeni czarnyeh duziur takie mody szybko wypromieniowywane sa do nieskoficzonosci. W
naszym przypadku, z periodycznymi warunkami brzegowymi zamiast asymptotycznie plaskich, to zajs¢
nie moze i wzbudzone fale pozostaja wewnatrz komérki.

W przeciwienstwie do |[H2|, praca |I13] nie jest pierwszg praca dyskutujaca numeryczna symulacje
szesciennej sieci czarnych dziur. Dwa tygodnie przed ukoriczeniem naszego preprintu na arXiv pojawila
sie¢ praca Yoo, Okawy i Nakao |34]. Analiza wynikow w [H3| jest jednak szersza niz [54].
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Najwazniejsze wyniki pracy |H3| mozna podsumowaé nastgpujaco:

e Glownym efektem backreaction w szeéciennych sieciach czarnych dziur skonstruowanych metodami
z |60, 61] jest znow kinematyczny efekt renormalizacji masy.

o BEwolucja rozwiazania w czasie jest bliska odpowiednio dofitowanemu modelowi FLRW z pytem,
oprécz szybkich oseylacji nalozonych na ekspansje. Ich przyczyna sa prawdopodobnie fale grawi-
tacyjne wzbudzone wewnatrz komérki elementarne;.

e Efcktywne ciénienie, czyli dynamiczne backreaction, szybko i nieregularnie oscyluje wokol zera.
Amplituda cseylacji porownywalna jest z efektywna gestosely energii, ale oscylacje te dla diugich
czaséw usredniaja sie do zera.

4.7 Praca [H4] — granica kontinuum i backreaction w sferycznych modelach
kosmologicznych z czarnymi dziurami typu Lindquista-Wheelera

Publikacja [H4] to najbardziej zaawansowana matematycznie praca z calego cyklu i prawdopodobnie
najbardziej nowatorska. Jak stwiedziliémy powyzej, istnieje jedynie 6 mozliwych regularnych sieci czar-
nych dziur na S*. To nie wystarczy jesli interesuje nas granica kontinuwm, czyli co sie dzieje, gdy
liczba czarnych dziur staje sie tak duza, ze mozna je traktowaé jako kontinuum, tak, jak robi sie to z
plynami w teorii kinetycznej. Dlatego w tej pracy rozwazylem czasowo symetryczne dane poczgtkowe
typu Lindquista-Wheelera dane rownaniem (11), ale z dowolng liczba czarnych dziur oraz dowolnymi
polozeniami i masami. Zajalem si¢ dwiema kwestiami:

1. W jakim sensie i pod jakimi warunkami metryka danych poczatkowych dazy do metryki zamknie-
tego modelu FLRW w momencie maksymalnego rozszerzenia?

2. Jaka jest roznica miedzy calkowita masa tego modelu, czyli suma mas ADM obecnych czarnych
dziur, a efektywna masa uzsykang przez przyporzadkowanie mu w odpowiedni sposob gruboziarni-
sto usrednionego modelu FLRW 7

Uéredniania i fitowania modelu FLRW mozna dokonaé bardzo prosto usredniajac czynnik konforemny
W przy uzyciu standardowej formy objetoéei 1) na 5%

; 1 ,
() = 0 /5'3 v,

sdzie 272 to objetosé jednostkowej sfery S*. Zauwazmy, Ze osobliwosci w funkcji Greena w (11) sa typu
%, czyli calkowalne w wymiarze 3, a wiec powyzsza catka jest zbiezna.

Najwazniejszy wynik pracy [H4] zawarty jest w dwoch nieréwnosciach. Pierwsza z nich, Twierdzenie
3.1, szacuje odchylenie w jednym punkcie p czynnika konforemnego (a zatem calej metryki ¢;;) od
§redniej:

Big) 1D 3
000 ¢, 15,5 -
(@)
Druga, Twiedzenie 3.2, szacuje bezwymiarowy deficyt masy, czyli réznice miedzy masa catkowita a
efektywna, otrzymana z usrednionej metryki, podzielong przez teze mase efektywna®

| Mg — Mo

O ; O, c
e LT o max i min) max ~
iyt S CeWe (B, =0 G ia) + =0 (17)

(8%

Oba oszacowania zaleza od parametrow opisujacych mikroskopowy rozkitad czarnych dziur. W szcze-
golnosei funkeja U(F, Amin) z (16) zalezy od odleglosci od najblizszego naktucia A, 1 zmodyfikowanc]
rozbieznosci czaszowej (cap discrepancy) F. Ta druga wielko$¢ okrefla jak réwno czarne dziury rozio-
zone sa na sferze. Jest ona pokrewna standardowej rozbieznosci czaszowe]j znanej z literatury. Jest ona
globalnym gérnym oszacowaniem na réznice miedzy objetoscia dowolnej czaszy na 5% mierzong forma n
a objetodcia mierzong miara skoncentrowans w punktach z;. Dla dostatecznie jednorodnych rokladow
czarnych dziur zbiega ona do 0 wraz ze wzrostem liczby czarnych dziur. Oszacowanie (16) zalezy od

3Zwracam uwage na blad druku w pracy [H4]: w mianowniku réownan (24) oraz definicji oas na stronie 8 zamiast Mo
powinno byé M 5.
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dodatniej potegi F 1 od wjemne] potegl Ay, czyli oszacowanie réznicy metryk daleko od najblizszej
czarnej dziury jest ciadniejsze niz w jej poblizu.

Funkcja W, (F‘ ”’é‘\""" i, {5,1,;1,) z rownania (17) zalezy takze od F, ale takze od ilorazu najwickszego
parametru masowego «; 1 sumy wszystkich «; oraz najwickszej i najmniejszej odlegloscl miedzy dwoma
nakluciami dyay 1 dmin. Zaleznosé od tej ostatniej wielkodel jest réwniez poprzez ujemna potege. a wiee
oszacowanie jest slabsze gdy dowolna para czarnych dziur zblizy sie do siebie. Zbieznosé bezwymiarowego
deficytu masy do 0 zalezy wiec od szybkosci zbieznosgci E i 8, do 0: ta ostatnia musi zbiegaé do 0
dostatecznie wolno w pordownaniu do F gdy N — o0,

W pracy [H4| prezentuje rowniez nieskonczony ciag rozwiazai o rosngcej liczbie czarnych dziur N, w
ktorym mozna stosunkowo prosto oszacowacé szybkodé zbiegania £ i dyin do 0, a potem uzyé nieréwnosci
(16-17) aby opisa¢ geometrie tych rozwiazan i dowiedé, ze bezwymiarowy deficyt masy znika w granicy
(asymptotyczna addytywnosé mas). Pokazuje tez, ze to samo rozwigzanie z niewielkg modyfikacjg (bliskie
pary czarnych dziur zamiast pojedynczych) posiada bardzo podobnga geometrie, ale masy poszczegolnch
czarnych dziur nie sa asymptotycznie addytywne. Dla smodyfikowanych rozwiazan bowiem i, zbiega
znacenie szybeiej do 0 i nierdwnosé (17) nie ogranicza deficytu masy dla duzych N.

Praca |H4| to, o ile mi wiadomo, plerwsza praca, w ktorej udowodniono Scisty, nieperturbacyjny
wynik dotyczacy backreaction i granicy kontinuum w OTW w formie nieréwnosci. Praca prezentuje
rowniez nowatorskie metody dowodéw. Dowody nieréwnoéci (16-17) opieraja sie na spostrzezeniu, ze
obie wielkodci oy 1 g mozna wyrazié jako sume wyrazéw prostych do oszacowania oraz wyrazu w
formie réznicy miedzy érednia objetosciows z funkeji Greena (10), zdefiniowana poprzez calke, 1 wazong
drednia jej wartosci w punktach x;. Wazona srednia jest podobna do sumy czesciowe] w definicji catki
Riemanna i w zwigzku 2 tym mozna oczekiwaé, ze roznica miedzy obydwiema §rednimi bedzie zdazaé do
0 gdy liczba N dazy do nieskoiiczonosci.

Problem szacowania takich wyrazeil znany jest w matematyce w kontekscie teorii catkowania kwazi-
Monte Carlo |63, 64, 65, 66|. Jest on stosunkowo tatwy dla funkcji regularnych, ale znacznie trudniejszy
gdy funkcja posiada catkowalne osobliwodei, jak (10) [63, 67, 68, 69]. Zaden z wynikéw znanych z litera-
tury nie daje sie bezposrednio zastosowaé do dowodu nieréwnosci (16-17) , musialem wiec wypracowac
wlasne metody. Dowod korzysta z tozsamosci Koksmy-Hlawki dla funkeji nieograniczonych. Wypra-
cowane metody moga znalezé zastosowanie poza dziedzina backreaction 1 OTW, w teorii catkowania
kwazi-Monte Carlo.

Praca [I14] zostala dostrzezona w spolecznosci relatywistow zajmujacych sie problematyka backreac-
tion. Wkrotce po jej opublikowaniu Clifton przedstawil prace, w ktorej dyskutowal backreaction konfigu-
racji otrzymanych metoda obrazéw |70|. Liu i Williams rozwazali potem sieci czarnych dziur korzystajac
z rozmaitych metod przyblizonych i rachunku Reggego |71, 58|, cytujac przy tym |H4]. Ponadto wyniki
|H4| zostaly przytoczone przez obie strony debaty o backreaction miedzy Greenem i Waldem z jednej
strony i Buchertem ze wspolpracownikami z drugiej |17, 20|. Podany w |17] przyklad kulki z lozyska
kulkowego i jego dyskusja maja sporo punktéw wspolnyeh z wynikami [H4]|. Praca zostata wyrdzniona
przez Classical and Quantum Gravity jako CQG Highlight 2013/2014 w dziedzinie kosmologii.

Glowne wyniki pracy [H4| mozna podsumowaé nastepujaco:

e Nieskonczone ciagi czasowo symetrycznych danych poczatkowych na S? z czarnymi dziurami jako
jedynymi Zrédlami pola grawitacyjnego moga posiada¢ granice kontinuum gdy liczba czarnych
dziur dazy do nieskonczonosgci. Ta granica jest zamkniety model FLRW z ciaglym i jednorodnym
rozkladem materii. Zbieznos¢ wymaga jednorodnego rozkladu czarnych dziur na sferze. Kryterium
zhbieznoéci dotyczy zmodyfikowanej rozbieznogci czaszowej miedzy miara standardows na S* a miara,
zlokalizowana na nakluciach.

e Zbieznosé tensora metrycznego do granicy kontinuum nie jest punktowa, lecz doéé skomplikowanas:
tensor metryczny pozostaje mocno znieksztalcony dla dowolnego N w obszarze bliskim kazdej z
czarnych dziur, czyli w odlegtosci skoriczonej liczby promieni Schwarzschilda. Kiedy N dazy do
nieskoliczonoéci czarne dziury i obszary znieksztalcone gesto pokrywaja rozwiszanie. Jednak w
obszarze dalekim od najblizszej czarnej dziury metryka zbiega do metryki FLRW. Co wiecej, to
obszary dalekie wyczerpuja asymptotycznie caly sfere S%, a obszary bliskie staja sie dla duzych N
pomijalne.

e Istnienie granicy kontinuum nie oznacza antomatycznie znikanie backreaction, czyli wzglednej roz-
nicy miedzy suma mas ADM czarnych dziur 1 masa odpowiedniego rozwiazania FLRW. Niezbedny
jest dodatkowy warunek na mikroskopowe rozmieszczenie czarnych dziur, mianowicie nie moga one
zbytnio zblizaé¢ sie do siebie. W |H4] wymagamy, aby minimalna odlegloéé miedzy dowolna para
czarnych dziur nie spadata zbyt szybko z N.
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e Efekt backreaction wywolywany jest gromadzeniem si¢ materii w skupiska w malych skalach. Latwo
zrozumieé fizyczne powody czemu tak jest: gromadzenie sie materii oznacza wieksza grawitacyjng
energie wigzania, ktora w OTW musimy wzia¢ pod uwage jako 7zrodlo pola grawitacyjnego w
wiclkich skalach (,grawitacja grawituje”).

e Mozna dowodzié nierdwnosci szacujacych backreaction w OTW korzystajac z technik zaczerpnig-
tych z teorii miary i teorii catkowania kwazi-Monte Carlo.

4.8 Praca [H5] — zagniezdZone struktury

Wielkoskalowa dystrybucja materii we Wszechéwiecie jest zagniezdzona: wielkie Sciany {(walls) utworzone
sa z filamentéw, kazda z nich z gromad galaktyk. a te z kolei zrobicne sg z pojedynczych galaktyk. Sy-
tuacja jest wiec mocno odmienna od uproszczonych modeli dyskutowanych w |H2-H4|, gdzie istniala
dobrze zdefiniowana, makroskopowa skala jednorodnosei, skala mikroskopowa ustalona przez mikrosko-
powe obiekty (np. czarne dziury) i brak struktur na skalach posrednich. W [H5| rozwazylem wiec
sytuacje, gdy materia jest jednorodna na skali jednorodnosci Ryom. ale ponizej jej struktura znajduje sie
na wszystkich skalach az do skali najdrobniejszych niejednorodnosci Ry, Celem pracy byto zbadanie
jak efekty backreaction zaleza od rozkladu materii w tym przypadku, kiedy powinnismy sie spodzie-
waé, 7e beds one znaczace 1 ktore parametry charakteryzujace rozklad odgrywaja najwieksza role przy
szacowaniu tych efektow.

Praca |H5] ma forme podobna do |H4]: badam w niej pewne éciste rozwiazania Einsteina o specjal-
nej, uproszezonej geometrii. W przeciwiefistwie do |H4] rozwiszania, kiore badam, nie sg prozniowe, lecz
wypelnione pylem. Nalezg one do uogélnionych modeli typu Swiss-cheese, otrzymanych przez dopaso-
wanie wycinka rozwiazania FLRW z rozwigzaniem Schwarzschilda. Konstrukcja przebiega nastgpujaco:
najpierw zszywamy zewnelrzne rozwiazanie Schwarzschilda z wewnetrznym rozwigzaniem przedstawiaja-
cym jednorodna kule pyhu o geometrii rozwigzania FLRW (patrz Rys. 2). Takie zszycie to standardowa
konstrukeja, opisana w wielu podrecznikach (72, 73|. Nastepnie wycinamy wewnatrz kuli pewna liczbe
kulistych pustek, czyli obszaréw o geometrii Schwarzschilda umieszezonych wewngtrz obszaru FLRW.
Wewnarz tych pustek z kolei wszywamy sfery wypeinione jednorodnie pylem o wieksze] gestosci. Ich
rozmiar dobrany jest w taki sposéb, aby przestrzenny tensor metryczny byt zmniejszona, idealnie prze-
skalowana kopia poczatkowej kuli pytu. Ten ostatni krok mozemy powtarza¢ dla coraz mniejszych kul
zageszezenia pytu tyle razy ile chcemy, otrzymujgc w ten sposéb niemal samopodobny, fraktalny rozklad
materii 1 pole grawitacyjne.

Niech N oznacza stopien zagniezdzenia konstrucji, czyli liczbe iteracji ostatniego kroku konstrukcji.
Mozemy poréwnaé mase ADM rozwigzania Mapa, mierzona w duzej odleglosci od poczatkowej kuli
pyhy, i masa catkowita My, zdefiniowana tym razem jako catka z gestosci masy pyhu. Kounstrukcja
kolejnych pustek i zageszczen nie ma wplywu na Mapy, ale zmienia masg catkowily, ktorg mozemy
wyrazi€ poprzez szereg

MY = MO + AME) + -+ AMEY, (18)

w ktorym /_\Mg;) to poprawka zwigzana z k-tym krokiem koustrukeji. Dzieki samopodobienstwu rozkladu
masy szereg ten jest geometryczny, a wige daje sie Scisle zsumowag, patrz réwnanie (37) w [H5]. Wzgledny
deficyt masy = = i‘ffT“:gf}m, proporcjonalny do scatkowanej po objetosci backreaction w sktadowej
Too tensora gestosci energii-pedu, daje sie wyrazié jako funkcja parametréw opisujacych rozklad masy:
bezwymiarowego parametru zwartosci (compactness) e poczatkowej kuli materii, zdefiniowanego jako
iloraz jej masy w jednostkach geometrycznych 1 rozmiaru, calkowity ulamek objetoscl o wyciety z kuli
pyhi w kazdym kroku oraz stopienl zagniezdzenia N.

W przyblizeniu newtonowskim deficyt masy musi znika¢, gdyz masa mierzona w duzej odleglosci od
ciala powigzana jest z masa calkowita prawem Gaussa. Kazda régnica miedzy nimi to efekt nieliniowy
OTW. Dla obiektéw bez zagniezdzonej struktury, jak na przyklad jednorodna kula materii, jest ona w
pierwszym tzedzie proporcjonalna do parametru zwartosel £:

z(e) = Cre + O(£%), (19)

gdzie €7 (o stala zalezna od geometrii rozwiazania. Zauwazmy, Ze z¢ wzgledu na samopodobienstwo
przedstawionego rozwiazania parametr zwartodcl e poczatkowej kuli pylu jest identyczny jak parametr
zwartodei kazdego pomniejszonego zageszczenia. Tak wige e jest uniwersalng staly wskazujaca jak mocno
nieliniowa (relatywistyezna) jest dana struktura rozktadu materii.
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Rysunek 2: Konstrukcja multiskalowej piany na poziomie danych poczatkowych, rysunek bez jednego
wymiaru. Rozwiazanie Schwarzschilda przedstawione jako paraboloida Flamma {(lewy gorny rog). Pa-
raboloida zostaje rozcieta wzdiuz okregu, do pozostalej dziury dopasowujemy niebieska kulista czasze,
tworzae metryke go (prawy gérny rég). Nastepnie dopasowujemy kilka lejkowatych czesci Schwarzschilda
do kilku usunigtych z rozwigzania kul. Lejki znéw obcinamy wzdiuz odpowiednich kot i dopasowujemy
do nich kuliste czasze (lewy dolny rég). Miejsca, gdzie ucinamy lejkowate paraboloidy wybrane jest
tak, aby czasze obejmowaly ten sam kat bylowy, co poczatkowa czasza. Otrzymujemy w tens sposob
rozwigzanie ¢. Ten krok powtarzany jest potem dla kazdej ze zmniejszonych czasz, co daje metryke gy
(prawy dolny rég). Zauwazmy czesciowe samopodobienstwo konstrukeji.
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Section ipdirectios (1.1.0)

Rysunek 3: Rozwiazanie z duzym efektem backreaction mimo bardzo stabo relatywistycznych niejedno-
rodnosci. Kuliste pustki tworza apolloiiskie wypeltnienie kuli.

W pracy [H5] pokazalem rozktad pustek i zageszczen (patrz Rys. 3), w ktorym deficyt masy ma
postac

x = Cs Ne + O(=?), (20)

gdzie N to stopien zagniezdzenia, a Cy (o inna stala zalezna od szczegbléw geometrii rozwigzania.
QOczywiscie bez wzgledu na to, jak male jest =, mozemy jego mala wartos¢ zrekompensowaé biorge
odpowiednio duze N. Jest tak pomimo tego, ze dla bardzo matego € kazda z pustek i zageszczen wydaje
sie leze¢ w obszarze stosowalnodci przyblizenia newtonowskiego, gdzie efekty backreaction sg pomijalne.
Powodem ich duzej wartosci jest kumulacja matych wkladow od niejednorodnosci na skalach posrednich
miedzy skala najmniejszych niejednorodnosci Ry a skala poczatkowej kuli pytu Rpom- Deficyt masy «
z rownania (20) mozna wyrazié w nastepujacej formie:

z = CyeD + O(e?) (21)

gdzie D to bezwymiarowa glebokosc struklury. czyli logarytm ilorazy skali Rpom d0 Rt

D=1n Rh.mnl (22)
T
D jest wiec waznym parametrem bezwymiarowym charakteryzujgcym rozklad masy i wielkosé efektow
backreaction w zagniezdzonych strukturach.

Pokazuje w pracy [II5], ze wyniki opisane powyzej sg niezalezne od czasu i cechowania. Ciekawe jest
zestawienie ich ze stwierdzeniami Ishibashi i Walda z |15]. Autorzy odrzucaja w tej pracy pomysl, by
backreaction moglo wyjasni¢ przyspieszona ekspansje Wszechswiata, argumentujac nastepujaco: “Wska-
2ujemy, Ze nasz Wszechswiat wydaje si¢ byé bardzo dabrze opisany na wszystkich skalach przez newlo-
nowskq perturbacje modelu FLRW. (Jest to w petni zgodne z faktem, Ze na codzien spotykamy [kontrast
gestosci] 8p/p > 10%° ) Jesli Wszechswial jest dobrze opisany prezez zaburzong newtonowsko melryke
FLRW, Lo efekiy backreaction niejednorodnosci w dynamice Wszechswiala sq zaniedbywalne.” Oczywi-
écie model-zabawka z pracy [H5| pokazuje, ze sam fakt, iz niejednorodnoéci na wszystkich skalach daja
sic opisaé przez zaburzenia newtonowskie nie gwarantuje, ze catkowite backreaction jest zaniedbywalne.
Aby oszacowaé nielinowe efekty gruboziarnistego uéredniania potrzebne jest bardziej subtelne podejscie,
w ktorym uwszglednia si¢ glebokodci struktury kosmologiczne;j. Paradoksalne wlasnodel opisanego wy-
3] modelu ilustruja tez fundamentalna roznice miedzy gruboziarnistym uérednianiem zagniezdzonych
struktur multiskalowych a niejednorodnoseiami o jeduej, zadane] skali, takimi jak w pracach [H2-H4J.

Prace |H5] zacytowal Buchert i wspélpracownicy w artykule |20] jako przyklad sytuacji, w ktorej
formalizm Greena-Walda nie ma zastosowania. Zostala ona takze dostrzeiona przez innych autorow
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piszacych o efektach backreaction w niejednorodnych modelach Wszechéwiata |25, 74, 32|, a takie w
pracy przegladowej MacCalluma |75].
Glowne wyniki pracy [H5] mozna podsumowaé nastepujaco:

e W zagniezdzonych strukturach, w ktérych zageszezenia o zadanej skali zawiera Jja w sobie mniejsze
struktury, catkowity efekt backreaction ma forme sumy wkladow ze wszystkich skal posrednich od
skali najdrobniejszych struktur do skali jednorodnogci.

o Wielkosé tych wkiadow jest proporcjonalna do bezwymiarowego parametru zwartosci e kazdej ze
struktur o zadanej skali. Jegli € jest male. to struktury te da sie opisaé przyblizeniem newto-
nowskim przynajmniej tak diugo, dopoki rozpatrujemy je oddzielnie, nie biorge pod wwage resxty
rozwigzanio. Ich efekty backreaction sa wigc male. Jednak jesli stopien zagniezdzenia jest odpo-
wiednio duzy, to catkowity efekt backreaction moze sie okazaé¢ znaczny, bo male wklady zZsumuja
sig do duzej wielkodci. Moze tak si¢ zdazyé¢ nawet wtedy, kiedy na kazdej skali niejednorodnogci
sa slabo relatywistyczne. W przedstawionym, kwazi-fraktalnym rozwigzaniu kazdy fragment jest
izometryczny (identyczny) z pomniejszong kopia rozwiazania odpowiadajacego bardzo stabo rela-
tywistycznej kuli pytu. Duzy efekt backreaction jest wiec efektem emergentnym i globalnym, nie
da sie go wyjasni¢ lokalna obecnosciy silnych pél grawitacyjnych.

e W pierwszym rzedzie rozwinigcia w = efekt backreaction jest proporcjonalny do iloczynu € i glebo-
kosci struktury D. Ten drugi parametr jest wiec istotny przy opisywaniu zagniezdzonych rozkladow
materil.

e Problem backreaction w zagniezdzonych strukturach mozna badaé metoda perturbacyjna stoso-
wang wraz z metodami grupy renormalizacii.

4.9 Praca [H6] — ewolucja sieci czarnych dziur wzdhuz krzywych o lokalnej,
dyskretnej symetrii obrotowej i odbiciowej

Praca [H6| to reakcja na publikacje Cliftona, Gregorisa i Tavakola z 2013 roku [56], w ktére] autorzy
zaproponawali sposob na zbadanie ewolucji czasowej regularnych sieci czarnych dziur na S3. Pomyst po-
legal na zbadaniu réwnani Finsteina wzdluz pewnych wyréznionych krzywych na powierzchniach statego
czasu. Tymi krzywymi sg osie dyskretnych symetrii obrotowych rozwiazania, czyli obrotéw tworzacych
dyskretng podgrupe petnej grupy U(1). Ponadto rozwiazanie jest symetryczne ze wzgledu na odbicia
wzgledem niektorych hiperplaszezyzn zawierajacych te osie. W pracy [56] autorzy wyprowadzaja proz-
niowe rownania Einsteina wzduz krzywych o dyskretnej symetrii obrotowej i odbiciowej (curves of local
discrete rotational and refiection symmetry, LDRRS). Wedlug autoréw prozniowe rownania Einsteina
w punktach nalezacych do krzywych LDRRS zupelnie odprzegaja si¢ od reszty rozwigzania. Okazuje
sig bowiem, Ze sprowadzaja sie one do lokalnych ukladéw réwnan rozniczkowych zwyczajnych (od tej
pory rownain CGRT) gdy wyrazimy je we wspohzednych gaussowskich. Co wigcej, otrzymany uktad
rownan daje si¢ rozwiazaé przez kwadratury. Mozna wiec sledzié ewolucje czasowa tych modeli dla
dowolnie duzych czasow przy uzyciu komputera typu desktop wzdhiz stosunkowo duzej rodziny specjal-
nych krzywych. Nie jest tez trudno zbadaé¢ whasnosei optyczne takich sieci wzdtuz krzywych LDRRS,
np. zaleznosci przesunigeia ku czerwieni i odleglogei jasnosciowej dla obserwatorow i obiektow lezacych
na takiej krzywej. Oczywiscie taki wynik, gdyby okazal sie prawdziwy, ogromnie uproscitby numeryczne
badanie sieci czarnych dziur.

W tym samym okresie moi wspélpracownicy E. Bentivegna i I. Hinder testowali kod do gledzenia
geodezyjnych zerowych i rozwigzywania réwnan optycznych wzdluz nich podezas numeryeznych symulacji
na klastrach komputerowych. Jako jeden z testowanych przypadkow wybralismy regularne sieci czarnych
dziur na S®, Dosyé szybko dostrzeglismy rozbieznosé miedzy wynikami peinych symulacji numerycznych
a tymi, ktore otrzymali§émy rozwiszujac rownania CGRT. Po dhuzszym czasie wykluezylismy mozliwosé
bledéw w naszym kodzie i przyjrzeliémy sie blizej réwnaniom CGRT. Postanowiliémy je wyprowadzié =
rownaii ADM (autorzy [56] korzystaja w swojej pracy z mniej znanego sformutowania rownan Einsteina
van Elsta i Uggli [76], opartego na reperach ortonormalnych).

Po kilku tygodniach skomplikowanych manipulacji rownaniami nabralidmy pewnosci, ze wynik CGRT
Jest bledny. Autorzy nalozyli warunki krzywej LDRRS na wszystkie obiekty geometryczne i pokazali, ze
wielkosci wektorowe i tensorowe musza przyjmowac specjalna postaé. Ponadto ze wzgledu na symetrie
odbiciows rotacja dowolnej wielkosci tensorowe] musi znika¢ wzdluz krzywej LDRRS. Aby wyprowadzi¢
réownania CGRT musimy zrézniczkowaé po czasie réwnania ADM i wyprowadzié rdwnanie na pochodna
po czasie tréjwymiarowego tensora Ricciego. Oftrzymane rownanie, razem z oryginalnymi réwnaniami
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ADM zredukowanymi przez warunki krzywej LDRRS, tworza zamkniety uklad rownan rozniczkowych
zwyczajnych poza jednym wyrazem. Wyraz ten jest proporcjonalny do rotacji magnetycznej czescl ten-
sora Weyla H;;. Nie posiada on swojego niezleznego rownania ewolucji w tym rzedzie pochodnej metryki
po czasie. Clifton i wspotpracownicy argumentuja, ze ze wzgledu na symetrig odbiciows wyraz ten musi
znikaé. Nie jest to jednak prawda, gdyz H;; nie jest tensorem, a pseudotensorem, obiektem o innej parzy-
slodel, olrzymanym przez zwezenie tensora Weyla z forma objetosci. H;; mozna tez wyrazi¢ jako rotacjg
tensora krzywizny zewnetrznej. O ile rotacja tensora faktycznie musi znikaé¢ wzdluz krzywej LDRRS, o
tyle rotatcja rotacji tensora wcale nie musi. Sprawiajacy klopoty wyraz nie znika wige tozsamosclowo, a
rownania CGRT nie domykaja sie.

Co ciekawe, dodatkowy czlon znika wraz z dwiema pierwszymi pochodnymi dla uzytych przez nas
czasowo symetrycznych danych poczatkowych., W zwigzku z tym roznica migdzy prawdziwym rozwig-
zaniem a rozwiazaniem rownai CGRT narasta bardzo powoli, jak 1%, Aby potwierdzié nasza hipoteze,
7e magnetyczna czes$é tensora Weyla ma wplyw na ewolucje metryki wzdiuz krzywej LDRRS pordow-
nalismy w symulacjach anomalie w réwnaniach CGRT z wartoécia rotacji tensora Weyla. Uzyskalidmy
dobra zgodnosé. Ponadto obliczyliémy $ciste wyrazenie na pierwsza nieznikajaca pochodna dodatko-
wego cztonu dla naszych danych poczatkowych i poréwnaliSmy z numerycznie obliczona pochodnag z
rozwiazania numerycznego®. Wartosci rowniez zgodzily si¢ w ramach biedu numerycznego.

(3lowne wyniki pracy [H6| mozna podsumowaé nastepujaco:

e Pelne réwnania Einsteina wzdhuz krzywych LDRRS sprowadzaja sie do ukiadu réwnaii rézuniczko-
wych zwyczajnych zawierajacych w ogdlnodci rotacje magnetycznego tensora Weyla H;;. Nie musi
ona znikaé wzdluz takiej krzywej, jak sugerowano w [36], a wiec rownania nie domykaja sie.

e W przypadku modelu sieci z o§mioma czarnymi dziurami z pracy |H2] magnetyczny tensor Weyla
snika dla danych poczatkowych i réznica miedzy rozwiazaniem wlasciwym a rozwigzaniem uprosz-
czonego uktadu CGRT z rotacja tensora Weyla prayréownana do 0 narasta tylko jak % dla matych
czasoOw.

e Mimo to nie da sie nic wnioskowaé o zachowaniu takich modeli dla duzych czasow bez pelnych
numerycznych symulacji 3+1. )

4.10 Podsumowanie i propozycje przyszlych kierunkéw badan

Prace |H1-H6|, pomimo bardzo odmiennych metod, reprezentuja rozne podejscia do tego samego pro-
blemu backreaction i kwestii gruboziarnistego usredniania w OTW. Sa tez glosami w dziesiecioletniej juz
debacie o efektach gruboziarnistego ugredniania w kosmologii. Prace |II4] i [II5] sa prawdopodobnie naj-
wazniejsze z calego cyklu ze wzgledu na wage wynikéw i nowatorskie metody matematyczne zastosowane
w nich. Obie dotycza fudamentalnych kwestii zwiazanych ze stosowaniem rownai Einsteina do bardzo
niejednorodnych rozkladéw materii. Praca |H4| wyjaénia pojecie granicy kontinuum i przyblizenia pyiu
w OTW i wprowadza do problemu sciste metody matematyczne. Pokazuje jale ,najlepiej dopasowana’
metryka FLRW pojawia sie w naturalny, choé nieco skomplikowany sposob w granicy kontinuum, ilustru-
jac mozliwe rozwiazanie ,fitting problem” Ellisa i Stoegera. Oméwiony przyklad jest bardzicj precyzying
ilustracja skad bierze sie w OTW wygladzona metryka efektywna niz przyklad kulki z lozyska z pracy
Greena i Walda [17] (zostal on z reszta dostrzezony w tej pracy i nastepnych). Wyjadnia réwniez, ze bac-
kreaction w formie poprawki do efektywnej masy jest czyms niezaleznym od problemu istnienia granicy
kontinuum lub ,najlepszego dopasowania” metryki FLRW. W pracy [I15] z kolei pokazalem, ze backre-
action ma charakter emergentny i kolektywny: pojawia sie nawet wtedy, gdy niejednorodnosei na kazdej
skali, rozpatrywane w oderwaniu od reszty, sa bardzo stabo relatywistyczne.

Badania numeryczne w pracach |H2, H3, H6|, choé¢ oparte na bardzo uproszczonych modelach, sa
istotnym krokiem naprzod w dziedzinie pelnych relatywistycznych numerycznych symulacji niejednorod-
nych modeli kosmologicznych i tworzenia struktury. Ten rodzaj badai z duzym prawdopodobienstwem
zdominuje dziedzine kosmologii w ciagn najblizszych dekad, dostarczajac metod interpretacji coraz do-
kadniejszych danych obserwacyjnych. Maja one szanse odegra¢ w kosmologii role podobnie doniosta,
jaka odegraly symulacje zderzefi czarnych dziur dla astronomii fal grawitacyjnych. Planuje wiec konty-
nuowadé wspélprace z numerycznymi relatywistami w tej dziedzinie.

Wyniki 1 metody zaprezentowane w powyzszych pracach otwieraja nowe kierunki badain w nume-
ryeznej i matematyczne] OTW. Oczywista kontynuacja pracy |[H4| sa uogolnienia wynikéw do bardziej

4Wynik zawieral tysiace czlonow, wiec rachunki zostaly wykonane w programie do obliczert symbolicznych Mathematica.
Redukcja wyniku do prostszej postaci pray uzycin rozmaitych tozsamosci zajela parg godzin pracy komputera.
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skomplikowanych danych poczatkowych asymptotycznie plaskich (czasowo symetrycznyeh, o stalej krzy-
wiznie sredniej-CMC lub jeszeze ogéluiejszych). W przypadku obu prac |H4-H5| cheiatbym rozszerzyé
formalizm tak, aby obejmowal on tez czasowa ewolucje danych poczatkowych i cignieniowe efekty bac-
kreaction, podobnie jak w pracy [24], ale przy uzyciu ogélniejszych metod.

Wreszele wyniki pracy [H1| wskazuja, ze kwazi-lokalne wielkodei skonstruowane 7 geometrii brzegu
obszaru udredniania daja si¢ zastosowaé do gruboziarnistego uéredniania pelnych réwnan Einsteina, nie
tylko rownan ruchu materii.

5 Inne osiggniecia naukowe
a) Dane bibliometryczne wg. Web of Science (stan z 18 kwietnia 2016)
liczba publikacji: 14 + 1 preprint
h-index (indeks Hirscha): 7
calkowita liczha cytowan: 106
catkowita liczba cytowan bez autocytowari: 95

catkowity impact factor (suma dwuletnich IF z roku publikacji, dane z 2014 roku uzyte do publikacji
z 2015): 40.454

b) Inne tematy badan, nie ujete w cyklu publikacji

Wyniki badaii opublikewane przed uzyskaniem stopnia doktora:

e Normalna konforemna koneksja Cartana. Jest to temat mojej pracy magisterskiej. Ba-
dania wykonatem pod kierownictwem mojego promotora prof. J. Lewandowskiego. Dotyczng one
geometril konforemnej, czyli geometrii rozmaitosci wyposazonych w tensor metryezny zadany z
dokladnoscig do przeskalowania w kazdym punkcie. Obliczylismy prad Yanga-Millsa normalnej
konforemnej koneksji Cartana, czyli uogélnienia koneksji metrycznej znanej z geometrii Riemanna.
W wymiarze 4 pokazalismy, ze prad, ktéry jest w naturalny sposéb niezmiennikiem geometrii konfo-
remnej, znika tozsamosciowo z wyjatkiem czegci proporcjonalnej do tensora Bacha, innego znanego
wezesniej niezmiennika [77]. Jak wiadomo, znikanie tensora Bacha jest warunkiem koniecznym
by metryka byla konforemnie réwnowazna Einsteinowskiej. Rozpatrzylismy potem geometrie o
redukowalnej normalnej konforemnej koneksji Cartana w sygnaturze (—,+,+,+), otrzymane z
metryk o zerowym wektorze Killinga i typu Pietrowa N, zwane metrykami Feffermana. Znales-
lismy wszystkie przyklady metryk Feffermana ze znikajacym tensorem Bacha [77]. Metrylki tego
typu interesuja matematykow, gdyz dostarczajg przykiadu metryk o znikajacym tensorze Bacha,
ale nie bedacych jednoczesnie konforemnie einsteinowskimi, dowodzac w ten sposéb koniecznogei
dodatkowego warunku, aby byt zadana metryka byta konforemnie einsteinowska (nasz przyktad nie
by! jednak pierwszy w literaturze przedmiotu, patrz |78]).

e Izolowane i dynamiczne horyzonty. Tematyka mojej pracy doktorskiej. Razem z prof. J.
Lewandowskim i T. Pawtowskim uogolnilismy pojecie izolowango horyzontu na dowolny wymiar.
[zolowane i dynamiczne horyzonty to uogélnienie pojecia horyzontu czarnej dziury Schwarzschilda
lub Kerra na sytuacje odpowiednio stacjonarne i zalezne od czasu. Uog6lnilismy pierwsze prawo
termodynamiki czarnych dziur do wyzszych wymiaréw [79]. Ponadto w standardowym wymia-
rze 1 sygnaturze 3+1 wprowdzitem formalizm opisujacy geometrie izolowanego lub dynamicznego
horyzontu w sposéb niezalezny od sygnatury, przy uzyciu tego samego zespolu zmiennych [80].
To nietrywialne zadanie, gdyz izolowane horyzonty, opisujace brzeg czarnej dziury w rownowa-
dze z otoczeniem, sg powierzchniami zerowymi, a dynamiczne, opisujace czarne dziury dokonujace
akrecji materii lub promieniowania, sq przestrzenne. Wprowadzilem réwnies, definicje momentu
pedu czarnej dziury bez symetrii osiowej [81]. Definicja korzysta z rozkladu konforemnego me-
tryki na metryke ,okraglej” slery oraz czynnik konforemny (uniformizacja powierzchni o topologii
5%). Moment pedu okreslony jest jako kwazi-lokalna wielkosé, wartoéé kanonicznego generatora
odpowiednio zdefiniowanych obrotéw haryzontu.

* Krzywe rotacji w relatywistycznych modelach galaktyk. W 2005 roku napisatem pierwsza
prace wskazujaca blad w relatywistycznym modelu galaktyki zaproponowanym przez Cooperstocka
i Tieu |82]. Model wywotat sporo kontrowersiji wérod badaczy pracujacych nad mechanika galaktyk i
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ciemna materia. Mial on wyjadniaé plaskie krzywe rotacji galaktyk przes poprawki relatywistyczne
w ukladach grawitacyjnie zwiazanych, bez odwolywania sie do ciemnej materii. Pokazalem w pracy
[83], Ze maproponowany przez nich model zawiera cienki dvsk egzotycznej materii, ktory modyfikuje
krzywe rotacji. Wskazalem tym samym, ze model jest bledny. Oryginalna praca Cooperstocka i
Tieu nie zostala opublikowana, a wiec moja polemiczna praca rowniez nie. Wynik ukazal si¢ potem
w pracy pokonferencyjnej |84].

Badania prowadzone lub opublikowane po otrzymaniu stopnia doktora:

« Model depresji synaptycznej Tsodyksa-Markrama. Projekt z dziedziny biologii teoretycz-
nej i neuroscience. We wspolipracy z J. Mazurkiewicz (J. Jedrzejewsky-Szmek) i J. Zygierewiczem
opracowalem sposob regularyzacji réwnan rézniczkowych zwyczajnych opisujacych odpowiedZ sy-
napsy na pobudzenie. Projekt dotyczyl krdtkoterminowej depresji opisanej modelem Tsodyksa-
Markrama. Pomoglem znalezé analityczng forme rozwigzania opisujgcego odpowiedz na zlokalizo-
wany w czasie bodziec w postaci delty Diraca |85].

e Rownania Einsteina-Wtasowa: zasada wariacyjna oraz rozwiazania osiowo symetryczne.
We wspolracy z matematykami L. Anderssonem, M. Ansorgiem i J. Hennigiem pracowalem nad
réwnaniami Finsteina z materia w postaci bezkolizyjnego pylu opisywanego relatywistycznym row-
naniem Wlasowa. Glowne wyniki: wyprowadzenie rownai Einsteina-Wiasowa z zasady wariacy]-
nej i numeryczne badanie osiowo symetrycznych rozwigzai stacjonarnych (nieopublikowane do tej
pory).

¢ Numeryczne metody znajdowania izometrycznych zanurzen powierzchni o topologii S5?
o dodatniej krzywiznie w R3. We wspolpracy z M. Jasiulkiem zaproponowaliény numeryczng
metode znajdowania izometrycznego zanurzenia powierzchni o dodatniej krzywiznie i topologii
52 w twojwymiarowej przestrzeni euklidesowe] |86]. Wiadomo, ze takie zanurzenie istnieje i 7e
jest jedyne z dokladnoscig do ruchéw euklidesowych i odbi¢ |48]. Nasz algorytm oparty jest na
dowodzie istnienia zanurzenia Nirenberga [87|. Pozwala na znalezienie zanurzenia o ile powierzchnia
nie oddala sie zanadto od okraglej sfery. Zastosowanie napisanego kodu to wizualizacja rozmaitych
powierzchni pojawiajacych sie w numerycznej OTW oraz grubozianiste usrednianie ruchu plynu w
kosmologil [H1|.

¢) Nagrody i wyréZnienia

o Projekt “Nonlinear effects of general relativity in the coarse-graining of inhomogeneous gravitational
fields and matier sources” zakwalifikowany do drugiego etapu konkursu ERC Starting Grant 2015,
czyli rozmowy kwalifikacyjnej (panel PEl-matematyka). Otrzymuje oceng B (brak finansowania).

e Praca [H4| wybrana przez komitet redakeyjny Classical and Quantum Gravity jako CQG Highlight
2013/2014 w dziedzinie kosmologii, czyli jeden z najlepszych artykuléw jesli chodzi o zainteresowa-
nie érodowiska, wage wynikéw i nowatorsko$é. Autora poproszono tez o napisanie krotkiego wstepu
do pracy do strony internetowej CQG Plus.

e Nagroda im. Juliusza Lukasiewicza dla najlepszego ucznia 11 LO im. Stefana Batorego w dziedzinie
nauk Scistych, 1998

e Trzeci etap polskiej Olimpiady Fizycznej (1997) i Olimpiady Matematyczne] (1998) dla uczniow
szkol $rednich

e Raz druga i dwukrotnie trzecia nagroda w Konkursie Fizycznym Politechniki Warszawskiej dla
uczniow szkot srednich (1996-1998)

d) Kierowanie projektami badawczymi
e 2012-2014: Kierownik projektu “The role of small-scale inhomogeneities in general relativity and
cosmolegy” Fundacji na rzecz Nauki Polskiej w ramach programu HOMING PLUS. wspoifinanso-
wanego przez UE
e 2006: Roczuy grant promotorski Ministerstwa Nauki i Informatyzacji dla doktorantow

e) Udzial w projektach badawczych
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e 2007: Udzial w grancie MISTRZ Fundacji na rzecz Naunki Polskiej promotora prol. J. Lewandow-
skiego

f) Wystapienia i konferencje
Zaproszone wystgpienia konferencyjne:

e lipiec 2016: 14th Marcel Grossmann Meeting, Rzym. “Nonlinear effects and coarse-graining in
general relativity” - dwudziestominutowe wystapienie otwierajace sesje rownolegty.

Wybér innych konlerencji i workshopow

e listopad 2015: Druga konferencja Polskiego Towarzystwa Relatywistycznego POTOR, Warszawa,
“Coarse-graining of the Einstein equations: recenl results”

e lipiec 2014: Pierwsza konferencja POTOR, Spala, “Nonlinear effects of general relativity from
maulti-scale structure”

¢ marzec 2014: 4th Central European Relativity Seminar, ESI Wieden, “Backreaction and continuum
limit in a closed universe filled with black holes”

e lipiec 2013: GR20/Amaldi 10, Warszawa “Periodic lattices of black holes as inhomogeneous cosmo-
logical models”

e grudzien 2012: Follow-up workshop “Dynamics in General Relativity: Black Holes and Asympto-
ties”, ESI Wieden, “Black hole laltices on S® and on R®: initial dele and evolulion”

e luty 2012: Warsztaty relatywistyczne na Uniwersytecie Jagiellofiskim, Krakow, wystgpienie o mo-
delu odmiu czarnych dziur na 3

» lipiec 2011: Warsztaty relatywistyczne ESI, Wiedet, wspolpraca z relatywistami z innych osrodkow,
w tym Floisg Bentivegnag and Larsem Anderssonem

e wrzesien 2010: Warsztaty relatywistyczne w Edynburgu, 45-minutowe wystapienie o gruboziarni-
stym usrednianiu ruchu pylu w OTW

e lipiec 2009: 12th Marcel Grossman Meeting, Paryz. Dwunastominutowe wystapienie o gruboziar-
nistym usrednianiu ruchu pyhi w OTW

e czerwiec 2009: Invisible Universe 2009, UNESCO Paris. Pietnastominutowe wystapienie o grubo-
ziarnistym usrednianiu ruchu pytu w OTW

e marzec 2009: 49th Krakow School of Theoretical Physics, Zakopane, marzec 2009. 45-minutowe
wystgpienie o gruboziarnistym usrednianiu ruchu pylu w OTW

e lipiec 2006: 11th Marcel Grossmann Meeting, Berlin. Wystapienie o izolowanych i dynamicznych
horyzontach

e lipiec 2006: IRGAC 2006, Barcelona. 2nd International Conference on Quantum Theories and
Renormalization Group in Gravity and Cosmology. Wystapienie o modelu galaktyk Cooperstocka-
Tieu

e czerwice 2003: Konferencja “Gravitation: A Decennial Perspective", Center for Gravitational Phy-
sics and Geometry, PennState University, State College PA, USA. Trzydziestominutowe wystapienie
o wynikach pracy magisterskiej

e wizesien 2002: Astro-Particle Physics Workshop podcezas polsko-niemieckiej letniej akademii stu-
denckiej w Krzyzowej. Godzinne wystapienie o supernowej i neutrinach ze studentka Sylwia Le-
wicka.

Zaproszone wyklady na seminariach (wybor):

e Liczne wyktady na Seminarium Teorii Waglednodei Wydziatu Fizyki UW, w tym: kwiecien 2016:
»Buackreaction and continuum lmit in a closed universe filled with black holes”
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pazdziernik 2009: seminarium kosmologiczne Instytutu Fizyki Teoretycznej Uniwersytetu w Heidel-
bergu, ,,Covariant coarse-graining of Einstein equations and the backreaction problem in cosmology”

pazdziernik 2013: Obserwatorium Astronomiczne UJ, Krakow, ,Numerical cvolution of regular
black hole lattices”

pazdziernik 2013: Instytut Fizyki UJ, Krakéw, JBackreaction and coniinuum hmit in a closed
universe filled with black holes”

kwiecieri 2014: Max Planck Institute for Gravitational Physics (Albert Einstein Institute), Pocz-
dam. ,Nonlinear effects of general relativity from multi-scale structure”

luty 2015: Centre de Recherche Astrophysique de Lyon, Ecole Normale Supérieure de Lyon, . Non-
linear effects and coarse-graining in general relativity”

maj 2015: Uniwersytet w Helsinkach, Wydzial Fizyki, Zaktad Fizyki Czastek 1 Astrofizyki, ,,Non-
linear effects and coarse-graining in general relativity”

pazdziernik 2015: Instytut Fizyki UJ, Krakow, ,Nonlinear effects and coarse-graining in general
relativity”

g) Wspolpraca naukowa krajowa oraz zagraniczna

e 2001: Studencki projekt naukowy z prof. J. Stepaniak z Instytutu Problemoéw Jadrowych w Warsza-

wie, w ramach wspoélpracy VASA w dziedzinie fizyki wysokich energii i cyklotronow (The Svedberg
Laboratory, Uppsala, Szwecja). Napisanie kodu do analizy danych w czasie kalibrowania detekto-
row

2010-: wspélpraca z numerycznymi relatywistami Eloiza Bentivegna (Max Plack Institute for Gra-
vitational Physics, Poczdam i Uniwersytet w Katanii) oraz I. Hinderem (Max Plack Institute for
Gravitational Physics, Poczdam) w dziedzinie niejednorodnych modeli kosmologicznych, a zwlasz-
cza sieci ezarnych dziur i ich wlasnoéci optycznych. Publikacje [H2, H3, H6| powstale w wyniku
tej wspoélpracy stanowia czesé prezentowanego cyklu

2007-2008; Wspolpraca z biofizykami J. Jedrzejewska-Szmek (Mazurkiewicz) i J. Lygierewiczem z
Uniwersytetu Warszawskiego, projekt na temat biologii teoretycznej

2008-2010: Wspolpraca z L. Anderssonem, M. Ansorgiem, J. Hennigiem (Max Planck Institute for
Gravitational Physics, Poczdam) and G. Reinem (Uniwersytet w Bayreuth, Niemcy), praca nad
réwnaniami Einsteina z bezkolizyjnymi réwnaniami ruch materii Wiasowa
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