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W powyzszych pracach zaproponowane i rozwiniete sg nowe metody geometryczne w
zakresie mechaniki i klasycznej teorii pola, dotyczace lagranzowskiego i hamiltonowskie-
go opisu tych teorii. Opierajac si¢ na rachunku wariacyjnym w rozumieniu Tulczyjewa,
konstruujemy uogélnienia tréjki Tulczyjewa, umozliwiajace ideowo prosty i jednolity opis
bardzo wielu uktadéw fizycznych w rozmaitych konfiguracjach: z wiezami i bez wiezow, z
lagranzjanami regularnymi i singularnymi itp., a takze redukcje tych ukladéw wzgledem
symetrii. Istotna zaleta tego opisu, odrézniajaca go od wiekszosci prac w tej dziedzinie,
Jest jego kompletnos¢: nie ograniczamy sie do rownan Eulera-Lagrange’a rozumianych ja-
ko definiujace punkty krytyczne funkcjonatu dziatania, ale bierzemy pod uwage rowniez
wartosci brzegowe, kodujace informacje o pedach, oraz konstruujemy odpowiednie prze-
strzenie 1 dynamiki fazowe. Podejscie to prowadzi do lepszego zrozumienia formalizméw
Hamiltona we wszystkich tych sytuacjach.

Nasze prace w dziedzinie mechaniki analitycznej wykorzystuja i rozwijaja narzedzia
zwigzane z pojeciem algebroidu Liego oraz najrozmaitszych jego uogélnieni. Przyczyniaja
si¢ one takze do lepszego zrozumienia poje¢ i struktur matematycznych, wykorzystywa-
nych w opisie lagranzowskim i hamiltonowskim. Szczegdlnie istotne okazaly sie struktury
podwdjne, takie jak struktura podwéjnej wiazki wektorowej, podwéinej wiazki afiniczno-
wektorowej i podwéjnej wiazki afinicznej. W teorii pola, nasze prace nad wykorzystaniem
dwoistosci afinicznej otwieraja nowe mozliwosci rozwijania teorii z uwzglednieniem la-
granzjanéw zaleznych od wyzszych dzetéw pol.

Opis
1. KLASYCZNA TROJKA TULCZYJEWA

W tradycyjnym ujeciu mechaniki analitycznej znane sa dwa klasyczne sposoby opisu
dynamiki uktadéw mechanicznych: lagranzowski i hamiltonowski [1]. Trescig opisu hamil-
tonowskiego jest wyprowadzenie réwnan fazowych, tzn. réownarn na krzywe w przestrzeni
pedow badanego ukladu. Opis lagranzowski, pochodzacy od Kleina [19], stuzy do wy-
prowadzenia réwnaii Eulera-Lagrange’a w sposéb geometryczny, tzn. bez uzycia rachun-
ku wariacyjnego, ale z wykorzystaniem naturalnych struktur wiazki kostycznej i wigzki
stycznej do rozmaitosci konfiguracyjne;j.

Niech @ oznacza rozmaito$¢ konfiguracyjng opisywanego uktadu. Przy braku wiezéw,
wigzka styczna TQ jest przestrzeniq predkosci, za$ wiazka kostyczna T*Q jest przestrzenia
pedéw, nazywang inaczej przestrzenig fazowg uktadu. Opis hamiltonowski zwigzany jest
z przestrzenia fazows, za$ opis lagranzowski z przestrzenia predkosci. W dalszym ciggu
uzywac bedziemy nastepujacej notacji: 7¢ jest kanoniczna projekcja 10 1 TQ — Q, przy-
porzadkowujaca wektorowi stycznemu jego punkt zaczepienia, za$ T T'Q — Q jest
odpowiednim odwzorowaniem dla wiazki kostycznej. Wigzka kostyczna wyposazona jest
w kanoniczng forme symplektyczna wg.

Réwnanie Eulera-Lagrange bez uwzglednienia sit zewnetrznych dla uktadu opisywa-
nego lagranzjanem pierwszego rzedu, a wiec bedacym funkcja na przestrzeni predkosci,
jest réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu. Moze zatem by¢ rozumiane jako podzbiér
w przestrzeni T2Q) elementéw stycznych drugiego rzedu. Z powodéw praktycznych, row-
nanie drugiego rzedu traktujemy czesto jak szczegdlnego rodzaju réwnanie pierwszego
rzedu na przestrzeni predkosci. Geometrycznie oznacza to, ze przestrzen elementéw stycz-
nych drugiego rzedu T2Q ma naturalne zanurzenie w iterowang wiazke styczng TTQ,
przy ktérym elementy T2(Q identyfikowane sa z wektorami TTQ spehmiajacymi warunek
Tro(v) = Trg(v). Wektory takie nosza nazwe wektorow holonomicznych. Innymi stowy,
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oczekujemy, ze réwnanie Eulera-Lagrange’a reprezentowane bedzie przez pole wektorowe
na TQ, ktérego wartoéci lezg w zbiorze wektoréw holonomicznych.

Trescig lagranzowskiego opisu w mechanice analitycznej jest sposob otrzymywania tego
rownania z lagranzjanu przy uzyciu kanonicznych struktur wigzki stycznej i kostyczne;j.
Z kazdym lagranzjanem L, bedacym funkcja na wigzce stycznej, zwigzane jest odwzoro-
wanie A : TQ — T*Q, zadane przez rézniczke dL liczong wzdtuz widkna. Obserwujemy
mianowicie, ze jak w kazdej wigzce wektorowej, wektory styczne do wibkna T,Q moga by¢
identyfikowane z elementami tego wtékna. Obciecie rézniczki dL(v,) do wektoréw stycz-
nych do wiékna T,Q w punkcie v, moze wiec by¢ identyfikowane z pewnym elementem
wigzki dualnej T*Q. Element ten oznaczamy A(vg), definiujac w ten sposéb odwzoro-
wanie A, nazywane odwzorowaniem Legendre’a, a takze, nieco na wyrost, transformacijq
Legendre’a.

Tradycyjny formalizm lagranzowski stosowaé mozemy w sytuacji, kiedy otrzymane w
powyzszy sposéb odwzorowanie Legendre’a jest lokalnym dyfeomorfizmem. Moéwimy wte-
dy, ze lagranzjan jest regularny. Jeszcze wygodniejsza sytuacja ma miejsce, gdy A jest glo-
balnym dyfeomorfizmem - wtedy lagranzjan nazywa si¢ hiperregularnym. Postugujac sie
odwzorowaniem ), mozemy przeciagnaé¢ kanoniczna forme symplektyczng wq z wiazki ko-
stycznej na wiazke styczng, otrzymujac forme w; = A*wq. Jedli lagranzjan jest regularny,
forma wy, jest symplektyczna, moze wiec zostaé uzyta do wygenerowania hamiltonowskie-
8o pola wektorowego z odpowiednio dobranej funkeji. Funkcjg ta jest tak zwana funkcja
energii E(v) = (A(v),v) — L(v). Pole hamiltonowskie X5 pochodzace od tej funkcji, jest
poszukiwanym polem wektorowym odpowiadajacym réwnaniu Eulera-Lagrange’a. Oczy-
wiscie, sprawdzi¢ trzeba, czy pole to reprezentuje rownanie rézniczkowe drugiego rzedu,
tzn. czy jego obraz lezy w zbiorze wektoréw holonomicznych. Tradycyjnie sprawdza sie
to przy pomocy endomorfizmu S : TTQ — TTQ, ktéry wektorowi Xy, stycznemu do TQ
w punkcie v, przyporzadkowuje podniesienie pionowe rzutu stycznego T7o(X) do punk-
tu v. Pole wektorowe X na TQ reprezentuje réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu, jesli
S(X(v)) = V(v), gdzie V(v) jest wartoécia pola Liouville’a w punkcie v, a wiec pionowym
podniesieniem wektora v do punktu v. Zaréwno S jak i V sa kanonicznie zdefiniowane na
wigzce stycznej. Wada takiego sposobu otrzymywania réwnania Eulera-Lagrange’a jest
to, ze moze by¢ on zastosowany jedynie dla lagranzjanéw regularnych. Nie poddaje sie
on takze tatwemu uogélnianiu w bardziej skomplikowanych przypadkach, na przyktad,
kiedy przestrzenia konfiguracyjna jest algebroid Liego a nie wigzka styczna. Komplikacje
pojawiaja si¢ takze, gdy mamy do czynienia z uktadami z wiezami.

Trescia hamiltonowskiego sformutowania mechaniki analitycznej jest wyprowadzenie
réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu na krzywe w przestrzeni fazowej uktadu. Row-
nanie to jest reprezentowane przez hamiltonowskie pole wektorowe X m na wiazce kostycz-
nej, odpowiadajace hamiltonianowi H : T*Q — M. W sytuacji, gdy lagranzjan jest hi-
perregularny, hamiltonian otrzymaé¢ mozna z funkcji energii E, biorac H(p) = E(A™1(p)).
Pokaza¢ mozna wtedy, ze pola wektorowe Xy i Xg sg zwigzane poprzez odwzorowanie
A, tzn. A, Xg = Xg. Tradycyjne sformutowanie lagranzowskie mechaniki analitycznej jest
wigc rownowazne hamiltonowskiemu dla ukladéw z lagranzjanem hiperregularnym.

Powyzsze tradycyjne sformulowania napotykaja na szereg trudnosci w sytuacji, gdy
pod uwage trzeba wzigé wiezy oraz w sytuacji, kiedy uktad opisywany jest lagranzjanem,
ktory nie jest regularny. Zauwazy¢ nalezy, ze nawet tak podstawowy uktad jak swobodna
czastka relatywistyczna wymaga uzycia nieregularnego lagranzjanu. Nie jest takze latwo
uwzgledni¢ w takim opisie sity zewnetrzne.
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Alternatywy spos6b rozumienia mechaniki lagranzowskiej i hamiltonowskiej zapropono-
wany zostal przez W. M. Tulczyjewa w serii prac [27, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37] oraz w
monografii [38]. Sformulowanie Tulczyjewa jest, z jednej strony, niezwykle proste i eleganc-
kie, a z drugiej, catkowicie ogolne i tatwo rozszerzajace sie na przypadek algebroidalny.
Zrodlem pojec i konstrukeji uzywanych w teorii Tulczyjewa jest rachunek wariacyjny, a
dokladniej jego zastosowanie do uktadéw statycznych. Odpowiednia interpretacja pozwa-
la uzy¢ go takze w przypadku dynamiki a nawet teorii pola. Tutaj przedstawimy jedynie
niektére elementy teorii Tulczyjewa, niezbedne z punktu widzenia dalszej prezentacji.

Skoncentrujmy sie na poczatek na najprostszym przypadku autonomicznej mechaniki
analityczne]j. Przestrzenig fazowa, a wiec przestrzenia pedéw dla uktadu, ktérego konfi-
guracje tworza rozmaitos¢ @), jest przestrzen totalna wigzki kostycznej T*Q. Przestrzen
predkosci T(Q) nazywana jest w tym kontekscie przestrzeniq konfiguracyi infinitezymalnych.
Trescig lagranzowskiego (w ujeciu infinitezymalnym) i hamiltonowskiego opisu uktadu
Jest uzyskanie réwnan rézniczkowych opisujacych krzywe w przestrzeni fazowej. Niezwy-
kle istotnym narzedziem jest pewien diagram, nazywany trégkq Tulczyjewa, ktory koduje
pelng informacje o strukturach geometrycznych wigzki stycznej i kostycznej. W wersji
uproszczonej, diagram ten ma postaé

. Bq aQ

(1) TTQ TT*Q TTQ .

Prawa strona trojki zwigzana jest ze sformutowaniem lagranzowskim. Odwzorowanie g
jest odwzorowaniem dualnym do kanonicznej inwolucji kg : TTQ — TTQ, bedacej izomor-
fizmem dwoéch réznych struktur wiazki wektorowej, T7q i Trq, istniejacych na TTQ. Obie
wigzki, T*TQ i TT*Q, sa podwdéjnymi wigzkami wektorowymi, tzn., podobnie jak TTQ,
wyposazone sg w dwie zgodne struktury wigzki wektorowej [28, 20, 14]. Odwzorowanie
aq jest morfizmem podwéjnych wiazek wektorowych. Obie wigzki sa takze wyposazone w
kanoniczne struktury symplektyczne. Na T*TQ jest to struktura wrQ, jak na kazdej wigzce
kostycznej. Struktura symplektyczna na TT*Q jest podniesiona z T°Q, tzn. jest to drwg.
Odwzorowanie ag zachowuje strukture symplektyczna, tzn. jest symplektomorfizmem.

Lewa strona trojki zwiazana jest ze sformulowaniem hamiltonowskim. Odwzorowanie
Bq pochodzi od kanonicznej formy symplektycznej wq, dokladniej fg(v) = w(v,-). Od-
wzorowanie to jest dyfeomorfizmem, morfizmem podwéjnych wigzek wektorowych i sym-
plektomorfizmem. Tréjka Tulezyjewa uzupelniona o struktury podwdjnych wigzek wek-
torowych ma postaé

Bq

(2) TT*Q TT*Q - T*TQ
TQ § id T*Q id Tng TQ
™ \ Q \ Q

TQ “ TQ

2N

Q

id TQ
Q
\Q/

Uktad mechaniczny opisywany jest réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu, ktére
moze by¢ reprezentowane przez pole wektorowe, ale moze takze mieé postaé¢ uwiktang,
tzn. by¢ innym niz obraz pola wektorowego podzbiorem przestrzeni TT*Q. Podzbiér ten

Q
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nazywac bedziemy dynamikq fazowq i oznaczaé D. W wielu przypadkach dynamika fa-
zowa jest podrozmaitoscig lagranzowska ze wzgledu na forme symplektyczng drw,,. W
najprostszym przypadku bez wiezéw lagranzowskich, gdy uktad opisany jest lagranzjanem
L:TQ — R, dynamike fazowa otrzymujemy jako przeciwobraz D = aél(N 1) wzgledem
ag podrozmaitosci lagranzowskiej N = dL(TQ), generowanej w T*TQ przez lagranzjan.
Co istotne, nie ma w tym podejsciu znaczenia, czy lagranzjan jest regularny czy tez nie.

T¢ samg dynamike mozna wygenerowaé¢ w sposob hamiltonowski, tzn. jako przeciw-
obraz wzgledem [ pewnej podrozmaitosci lagranzowskiej Ny C T*T*Q. Jedli jednak
D nie jest obrazem pola wektorowego, Ny nie jest obrazem rézniczki zadnego hamilto-
nianu i moze by¢ potrzebne uzycie obiektu generujacego bardziej skomplikowanego niz
pojedyncza funkcja na przestrzeni fazowej. Moze to by¢ funkcja na podrozmaitosci, badz
rodzina funkcji (tzw. rodzina Morse’a). Istnieje zawsze ogolna rodzina funkcji na T*Q,
parametryzowana przez punkty TQ), generujagca Ny, mianowicie

h:TQxeTQ =R, h(p,v)= (p,v) — L(v).

W konkretnych przypadkach, rodzina ta moze zostaé zredukowana i zastgpiona prostszym
obiektem generujacym. W pracy [41] znalez¢ mozna kilka przyktadéw uktadéw fizycznych
opisywanych nieregularnymi lagranzjanami, dla ktorych znaleziono wtasciwy opis hamil-
tonowski. Korzystajac ze zdefiniowanej dynamiki D C TT*Q, wyprowadzi¢ mozna takze
rownania Eulera-Lagrange’a. Sa to réwnania drugiego rzedu, ktérych rozwigzaniami sa
trajektorie uktadu, czyli krzywe w Q. Réwnanie Eulera-Lagrange’a jest wiec podzbio-
rem E;, C T?Q. Oznaczajac przez T?mg kanoniczne rzutowanie T’mg : T?T*Q — T2Q,
otrzymujemy
EL = TZWQ(PD),

gdzie PD = TD N T*T*Q. Opis lagranzowskiej mechaniki analitycznej, zaproponowany
przez Tulczyjewa, jest nie tylko bardziej ogélny niz tradycyjny, pochodzacy od Kleina, ale
takze ideowo prostszy i zbudowany na solidnych geometrycznych podstawach majacych
zrédlo w rachunku wariacyjnym, dzieki czemu dobrze poddaje si¢ dalszym uogélnieniom.

Trescig prezentowanej rozprawy habilitacyjnej sa konstrukcje trjki Tulczyjewa w sy-
tuacjach bardziej ogélnych niz opisana powyzej.

W pracy (1) zawarta jest konstrukcja tréjki Tulczyjewa zwigzanej ze sformutowaniem
mechaniki na algebroidach, za$ w pracy (3) omawiamy rachunek wariacyjny, ktéry lezy u
podstaw tej tréjki oraz dyskutujemy uktady z réznego rodzaju wiezami.

W wielu przypadkach, w mechanice klasycznej okazuje si, ze opis niezalezny od ukla-
du odniesienia wymaga uzycia struktur afinicznych. Jest tak nawet w nieskomplikowa-
nym, wydawaltoby sie, przypadku jednej czastki w czasoprzestrzeni Newtona. W pracy
(2) konstruujemy afiniczny odpowiednik tréjki Tulczyjewa. Wymaga to stworzenia afi-
nicznej wersji geometrii rézniczkowej, w ktérej funkcje na rozmaitosci zastapione sa przez
cigcia jednowymiarowych wiazek afinicznych.

W pracy (5) zdefiniowane jest pojecie algebroidu Diraca, umozliwiajgce skonstruowanie
trojki Tulczyjewa w sposob, ktéry pozwala na zawarcie w ramach jednego formalizmu
uktadéw bez wiezow i uktadéw z wiezami nieholonomicznymi.

Prace (4) i (6) poswiecone sa konstrukeji tréjki Tulezyjewa w klasycznej teorii pola. W
pracy (4) przedstawiono prostszy przypadek, kiedy pola s3 odwzorowaniami z R" w pewna
rozmaitos¢ M, zas w pracy (6) opisano przypadek ogélny, gdy pola Sq cieciami pewnego
rozwicknienia. Przypadek ogélny takze wymaga uzycia geometrii afinicznej. W dalszym
ciggu bardziej szczegbétowo przedstawimy wyniki zawarte w poszczegblnych pracach.
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2. REDUKCJE LAGRANZOWSKIE, CZYLI MECHANIKA NA ALGEBROIDACH

W pracy [46] Weinstein postawil problem znalezienia opisu mechaniki analitycznej (ma-
jac na mysli geometryczne wyprowadzenie réwnan typu Eulera-Lagrange’a) w sytuacji,
kiedy lagranzjan jest funkcja na ogélnym algebroidzie Liego. Potrzeba skonstruowania me-
chaniki opartej na strukturze algebroidu wynika z faktu, iz redukcja uktadu lagranzowskie-
go wzgledem pewnego rodzaju symetrii zazwyczaj wyprowadza nas z dobrze znanego $ro-
dowiska wiazki stycznej. Jest to lagranzowski odpowiednik lepiej znanej redukceji uktadéw
hamiltonowskich, ktéra prowadzi do ogélnych, niesymplektycznych nawiaséw Poissona.
Najbardziej znanym przykladem takiej sytuacji jest mechanika bryly sztywnej. Przestrze-
nig konfiguracyjng jest tu grupa SO(3). Poniewaz swobodny lagranzjan L : TSO(3) — R
nie zalezy de facto od polozenia na grupie, po redukcji otrzymujemy uktad na algebrze
Liego s0(3) tej grupy, ktéra jest przyktadem algebroidu Liego.

Zgodnie z tradycyjng definicja, algebroidem Liego nazywamy wigzke wektorowa 7 :
E — M wyposazong w nawias Liego [-, -] okreslony na cigciach tej wigzki. Dodatkowym
elementem struktury jest odwzorowanie kotwicy p : E — TM , bedace morfizmem wigzek
wektorowych nad identycznoscig na M, przeprowadzajace nawias cie¢ w nawias Liego p6l
wektorowych i spetniajace warunek

(X, fY] = fIX, Y]+ p(X) ()Y

dla dowolnych cie¢ X, Y wiazki 7 i funkeji f € C>(M). Podstawowymi przyktadami alge-
broidéw Liego sa wigzka styczna TM z nawiasem Liego pol wektorowych i identycznoscig
w roli kotwicy oraz algebra Liego g grupy Liego, traktowana jako wiagzka nad jednopunkto-
wa rozmaitoscia z zerowa kotwica. Innym znanym przykladem jest tzw. algebroid Atiyah’a
zwiazany z wigzka gléwna i teorig cechowania.

Problem postawiony przez Weinsteina (i, w pewnym zakresie, przez Libermann [21])
zostal podjety przez wielu matematykéw i fizykéw. Na uwage zastuguja szczegdlnie prace
Martineza [23, 24, 25], w ktérych przedstawit on interesujgca wersje mechaniki lagranzow-
skiej. Wersja ta, oparta na metodzie Kleina, wymagala jednak uzycia skomplikowanych
obiektéw geometrycznych, w szczegdlnosci zastapienia algebroidu Liego i wiazki do niego
dualnej przez ich prolongacje. Formalizm Kleina wykorzystuje bowiem dodatkowe struk-
tury charakterystyczne dla wiazki stycznej, takie Jak kanoniczny endomorfizm S, ktérych
nie ma na dowolnym algebroidzie Liego.

W pracy [15] przedstawiona jest alternatywna definicja algebroidu Liego oraz pewne jej
uog6lnienie nazywane ogdélnym algebroidem. Okazuje si¢ bowiem, ze struktura algebroidu
Liego na wiazce E moze zosta¢ zakodowana w pewnym morfizmie podwdjnych wigzek
wektorowych € : T*E — TE*, dzialajacym nad identycznoscig na E*. Odpowiedni
diagram, uwzgledniajacy strukture podwéjnej wigzki wektorowej, ma postaé

€

T°E TE*
T*T P
E ™
E* id/ /
M

E*/
N

M

Aa
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Odwzorowanie p w powyzszym diagramie pelni role kotwicy. Struktura algebroidu Lie-
g0 na wigzce 7 : E' — M zadaje jednoznacznie liniowa strukture Poissona A na wiazce
dualnej m : E — M. Uzywajac alternatywnej definicji, uzyskujemy te strukture sklada-
Jac € z kanonicznym izomorfizmem R : T*E* — TE*, tzn. definiujemy odwzorowanie
A = £ 0o Rg. Dowolny morfizm podwéjnych wigzek wektorowych e nad identycznoécig
na E* zadaje na wigzce 7 strukture ogélnego algebroidu. Algebroid ten nazywany sko-
$nym, jesli odpowiednie odwzorowanie A zwigzane jest z pewnym polem biwektorowym
A na E*. Jedli, dodatkowo, pole to zadaje strukture Poissona, to algebroid jest algebro-
idem Liego. W nowym jezyku, struktura algebroidu na wigzce stycznej opisana jest nie
nawiasem, lecz odwzorowaniem o', a odpowiednia struktura Poissona (kanoniczna na
T"M) pochodzi od odwzorowania 3,;'. Sa to odwzorowania, ktére odgrywaly kluczows
role w lagranzowskim i hamiltonowskim opisie mechaniki wedtug Tulczyjewa. Pierwsza
z prac, (1), stanowiacych rozprawe habilitacyjng, poswiecona jest lagranzowskiemu i ha-
miltonowskiemu opisowi mechaniki na ogélnych algebroidach. Algebroidalna wersja tréjki
Tulczyjewa ma postaé

(3) T*E* . TE* E T*E

d% \E - NITM o &\ME
L LT
N NN

Lagranzjan L : E — R definiuje podrozmaito$é lagranzowska Ny, w T*E, ktéra w przy-
padku bez wigzéw jest obrazem rézniczki lagranzjanu, Nj = dL(FE). Dynamika fazowa
D =¢&(Ng) C TE* moze by¢ rozumiana jako inkluzja rézniczkowa, bedaca warunkiem na
krzywe fazowe, tzn. krzywe w E*. Podobnie jak w przypadku wigzki stycznej, lagranzjan
definiuje odwzorowanie Legendre’a, przyporzadkowujace pedy infinitezymalnym konfigu-
racjom:

AtE— E*, Me)=T'r(dL(e)) = 75~ (e(dL(e))).
Analogicznie jak w sytuacji klasycznej, odwzorowanie Legendre’a jest pionowa pochodna
lagranzjanu.

Hamiltonowska strona trojki Tulczyjewa zwiazana jest z odwzorowaniem A. Podob-
nie jak w przypadku lagranzowskim, dynamike, interpretowang jako inkluzja rézniczko-
wa, otrzymujemy, biorac obraz podrozmaitosci lagranzowskiej generowanej przez funkcje
H: E* — R wzgledem A,. czyli obraz hamiltonowskiego pola wektorowego Ay dla ten-
sora A i hamiltonianu H. Pytanie, czy dla danej dynamiki D, otrzymanej z lagranzjanu,
istnieje opis hamiltonowski, sprowadza sie de facto do pytania, czy D jest obrazem pola
wektorowego i czy pole to jest hamiltonowskie wzgledem tensora A.

Mozemy takze, jak w przypadku klasycznym, rozwazaé obiekty generujace, bardziej
ogolne niz pojedyncza funkcja. Wybér obiektu generujacego jest znacznie bardziej swo-
bodny niz w sytuacji, kiedy A odpowiada strukturze symplektycznej, ze wzgledu na moz-
liwg degeneracje A (a co za tym idzie degeneracje €). Jednak nadal prawdziwe jest twier-
dzenie nastepujace (Lemat 1, str 569).

Twierdzenie 1. Jesli lagranzjan L : E — R jest hiperregularny, tzn. odpowiadajace
mu odwzorowanie Legendre’a jest dyfeomorfizmem, to podrozmaitos$é lagranzowska N, =

Ma
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dL(E) jest obrazem, wzgledem odwzorowania Ry, podrozmaitosci dH (E*) dla funkeji
H : E* — E, danej wzorem

(4) H(p) = ((¢, A7 (9)) = LA (p)) -
Innymi stowy, w przypadku lagranzjanu hiperregularnego, mamy réwnowazny opis hamil-
tonowski z hamiltonianem (4).

Struktura algebroidu pozwala takze uzyskaé¢ analog réwnania Eulera-Lagrange’a, ktére
teraz musi by¢ rozumiane jako réwnanie na krzywe w F, a nie, tradycyjnie, na krzywe w
M. Rozwazamy dwie wersje rownania. Pierwsza z nich odpowiada inkluzji rézniczkowej

El =TA (D).

Rozwigzaniami E} sa krzywe w E, ktorych obrazy wzgledem A sa rozwigzaniami dynamiki
fazowej. Taka konstrukcja odpowiada konstrukeji réwnania Eulera-Lagrange’a, zapropo-
nowanej przez de Leona i Lacombe w pracy [22].

Druga propozycja to

El ={veTE: T(eodL)(v) € T?2E*} = TA"{(T2E").

Rozwigzaniami tego rownania sa krzywe w E o tej wlasnosci, ze styczne podniesienie ich
obrazu wzgledem odwzorowania Legendre’a \ jest réwne ich obrazowi wzgledem ¢ o dL.
Oczywiste jest, ze réwnanie E} jest bardziej restrykcyjne niz E}, tzn. E2 C E.. W
lokalnych wspétrzednych (z%,y") na E, gdzie (z) sa wspolrzednymi na M, za$ (y') -
liniowymi wspétrzednymi we wiéknach, dostajemy réwnania

z* L . OL oL
© G 5 (e = d @i ey + @ 2 ).
w catkowitej zgodzie z zaproponowanymi w [24, 25, 46]. Tutaj, pi(x) sa wspotrzednymi ko-
twicy p: E — TM, za$ o}(z) i cfj(x) pozostatymi ‘strukturalnymi funkcjami’ algebroidu.
Warto zauwazy¢, ze réwnanie % = pi(z)y* oznacza, iz krzywe v(t), bedace rozwigzaniem
E7?, sa automatycznie dopuszczalne, tzn. wektor styczny 7(t) do ich rzutu y(t) = 7 o y(t)
na M jest rowny p(v(t)). W przypadku klasycznym, E = TM, oznacza to, ze jest pod-
niesieniem stycznym 7 i, poniewaz y = &, réwnania (5) redukuja sie do standardowych
rownan Eulera-Lagrange’a drugiego rzedu na krzywe z(t) w konfiguracjach,

d (OL\ OL

dt \9ze) — Oze’
Dla hiperregularnego lagranzjanu, réwnania E? i E} sa identyczne. Praca (1) zawiera
takze algebroidalng wersje twierdzenia Noether.

3. RACHUNEK WARIACYJNY NA ALGEBROIDACH

W pracy (3) dyskutujemy wariacyjne podstawy lagranzowskiego opisu mechaniki w
sytuacji, gdy lagranzjan jest funkcja na algebroidzie 7 : E — M. Umozliwia to wlaczenie
do teorii uktadéw z wiezami. Postawienie problemu wariacyjnego na algebroidzie wymaga,
jak zwykle, zdefiniowania przestrzeni trajektorii (konfiguracji) M, przestrzeni wszystkich
mozliwych wariacji TM, a takze funkcjonatu dziatania W okreslonego na M. Nastepnie
nalezy wyréznié trajektorie dopuszczalne N'C M oraz wariacje dopuszczalne D C TM.

W przypadku E = TM bez wiezéw, trajektoriami sa krzywe w TM, a wariacjami
krzywe w TTM okreslone na ustalonym odcinku czasu [to, t1]. Dopuszczalne trajekto-
rie powstaja jako prolongacje styczne krzywych w M, natomiast dopuszczalne wariacje
konstruowane sg z homotopii krzywych w M, tzn. odwzorowan x:R?2 - M.
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Istotna role w konstrukeji dopuszczalnych wariacji odgrywa odwzorowanie x; : TTM —
TTM. Mianowicie, jesli &y : R — TM jest wariacja krzywej v : R — M, to dopuszczal-
na wariacja dopuszczalnej krzywej (prolongacji stycznej v) ¥ : R — TM jest postaci
kody:R— TTM.

W Srodowisku algebroidalnym, krzywe dopuszczalne sg to takie krzywe v : R — E, dla
ktérych prolongacja styczna 7 : R — TM ich rzutu y na M spetia warunek Y=po.
Konstrukcja wariacji dopuszczalnych z homotopii dopuszczalnych krzywych zwigzana jest
Scisle z problemem catkowania algebroidéw Liego [5]. W kontekscie ogdlnych algebroidéw
koncepcja ta nastrecza jednak trudnosci. W tej sytuacii, korzystamy z metody zblizonej
do klasycznej, definiujac wariacje infinitezymalne z uzyciem morfizmu ke. Nalezy jednak
mie¢ na uwadze, ze w kontekscie algebroidalnym izomorfizm &, zastgpiony jest przez
relacj¢ k. : TE—>TE, dualng do e. Dopuszczalne wariacje definiujemy, uzywajac k.,
z pionowych wariacji krzywych dopuszczalnych, tzn. pionowych pél wektorowych wzdtuz
krzywych. W przypadku algebroidéw Liego metoda ta prowadzi do znanych infinitezymal-
nych homotopii dopuszczalnych krzywych, pozwala jednak opisa¢ dopuszczalne wariacje
dla szerszej klasy algebroidéw. Korzystajac ze zdefiniowanych elementéw struktury, opi-
sujemy rachunek wariacyjny na ogélnym algebroidzie i wyprowadzamy réwnania Eulera-
Lagrange’a, ktore okazuja sie by¢ zgodne z otrzymanymi wezesniej w sposob geometryczny
réwnaniami E?.

Czesto zdarza sie, ze rozpatrujac uogdlnienia pewnych teorii uzyskujemy nowe spojrze-
nie na ich klasyczne wersje. Tak jest i w tym przypadku. Okazuje sie, ze poprawne opisanie
ukladéw z wigzami wymaga nie tylko okreslenia podzbioru dopuszczalnych konfiguracji,
ale takze podzbioru dopuszczalnych wariacji tych konfiguracji. Mozna powiedzieé, ze wie-
zy naktadamy nie na konfiguracje, ale na wariacje. Same warunki, jakie spelnia¢ muszg
konfiguracje, nie definiuja jeszcze poprawnie problemu wariacyjnego. Jesli ¥ C F jest
podzbiorem dopuszczalnych konfiguracji, to tatwo jest wskazaé przynajmniej dwa sposo-
by konstruowania dopuszczalnych wariacji krzywych lezacych w X: mozemy bra¢ wszystkie
dopuszczalne wariacje, ktére sa styczne do X, mozemy takze konstruowaé¢ dopuszczalne
wariacje z wariacji wertykalnych stycznych do ¥ przy pomocy k.. Pierwszy sposéb od-
powiada w klasycznym przypadku wiezom zwanym wakonomicznymi, podczas gdy drugi
to klasyczne wigzy nieholonomiczne. Mozna méwié takze o wiezach holonomicznych w
sytuacji, kiedy wariacje otrzymane na sposéb nieholonomiczny okazuja sie styczne do .
Dla kazdego z rodzajéw wiezéw wyprowadzamy réwnania Eulera-Lagrange’a zaréwno w
sposob wariacyjny jak i geometryczny, tzn. nie odwolujac sie do rachunku wariacyjnego.

Jednym z istotnych wnioskéw wyplywajacych z teorii wariacyjnej w kontekscie alge-
broidéw jest spostrzezenie, ze to wlasnie struktura algebroidu jest podstawowym narze-
dziem geometrycznym, pozwalajacym konstruowaé dynamike fazowa uktadu oraz réwna-
nia Eulera-Lagrange’a. W klasycznym przypadku, £ = TM , nie zwraca si¢ na to uwagi,
gdyz struktura wiazki stycznej i kostycznej traktowana jest jako naturalny element teorii.
Okazuje si¢ jednak, ze to wlasnie odwzorowanie ), lub, réwnowaznie, ks, ktére koduja
kanoniczng strukture algebroidu na TM, odgrywaja kluczowy role w formalizmach La-
grange’a i Hamiltona, co pozwala na stosunkowo latwe uogélnienia na przypadek innych
algebroidow.

Jako przyktad uktadu z wiezami wakonomicznymi opisujemy rézniczkowa wersje zasady
maksimum Pontryagina, podstawowego narzedzia teorii optymalnego sterowania. Teorie
zwigzang z wigzami nieholonomicznymi ilustrujemy przyktadem kuli poruszajacej sie po
obracajacym sie stole.
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4. OPIS NIEZALEZNY OD OBSERWATORA

Geometrycznie poprawny i niezalezny od ukladu odniesienia opis wielu teorii fizycz-
nych, np. klasycznej mechaniki nieautonomicznej, mechaniki czastki natadowanej, czy na-
wet niezalezny od uktadu odniesienia opis dynamiki czastki w czasoprzestrzeni Newtona,
wymaga uzycia struktur afinicznych w miejsce znanych struktur wektorowych. Geome-
tria afiniczna pojawia sie naturalnie: wystarczy zauwazy¢, ze w czasoprzestrzeni Newtona
ped czastki transformuje sie z uktadu do uktadu w sposéb afiniczny, powinien wiec byé
matematycznie reprezentowany przez obiekt o charakterze afinicznym. Rozwiazania tego
rodzaju pojawialy sie w pracach Tulezyjewa i Urbariskiego [44, 42, 39, 45]. Niezalezny
od ukladu odniesienia opis mechaniki analitycznej w czasoprzestrzeni Newtona znalezé
mozna w [13]. W pracy (2), stanowiacej czesé rozprawy habilitacyjnej, podjelismy za-
danie opisania tréjki Tulczyjewa w przypadku afinicznym. We weczesniejszym artykule
[12], stworzyliémy podstawy teorii nazwanej geometrig wartosci afinicznych. Idea tej teo-
rii opiera si¢ na zastapieniu funkcji na rozmaitoéci przez cigcia jednowymiarowej wigzki
afinicznej, modelowanej na wiazce trywialnej pr; : M x R — M. Ciecia tej wigzki,
to jakby funkcje o wartosciach afinicznych, wiec wiazke te nazwaliSmy wigzkg wartosci
afinicznych.

W geometrii wartosci afinicznych, wiazka kostyczna zastepowana jest przez tak zwang
wiqzke fazowq. Niech ¢ : Z — M oznacza wiazke wartosci afinicznych. W zbiorze par
(z,0), gdzie = jest punktem M a o cigciem wigzki ¢, wprowadzamy relacje réwnowazno-
sci, wedtug ktérej pary (m, o) i (m/,0’) sq réwnowazne wtedy i tylko wtedy gdy m = m/
oraz d(o —o’)(m) = 0. Zauwazmy, ze réznica cie¢ wigzki wartoéci afinicznych jest funkcja
na rozmaitosci bazowej, wiadomo wiec co oznacza znikanie jej rézniczki. Zbior klas row-
nowaznosci wzgledem powyzszej relacji ma naturalna strukture rozmaitosci. Wyposazony
Jest takze w kanoniczny rzut na rozmaito$é¢ bazowa M. Jako wigzka nad M, jest to wigz-
ka afiniczna modelowana na wiazce kostycznej, z kanoniczng strukturg symplektyczna.
Przestrzeni totalng tej wiazki oznaczamy PZ, a sama wiazke nazywamy wigzkq fazowq.

Istotna role w geometrii wartosci afinicznych odgrywaja takze specjalne wigzki afiniczne,
czyli wiazki afiniczne, ktérych modelowe wigzki wektorowe wyposazone sg w wyroznione
nieznikajace cigcie v4. W kategorii takich wigzek mamy naturalne pojecie dualnosci. Niech
n: A — M bedzie specjalng wiazka afiniczng a At wigzka wektorowa, ktorej wtdknami
sa funkcje afiniczne na wléknach wigzki A. Wprowadzamy takze oznaczenie V(A) na
wektorowa wiazke, modelowa dla A. Afiniczng wigzkq dualng A* nazywamy podwiazke
AT tych funkcji afinicznych, ktérych czgsS¢ liniowa obliczona na vy daje 1. Modelowg wiazka
dla A# jest wektorowa podwigzka w wigzce Al skladajaca sie z tych funkcji afinicznych,
ktorych czesé liniowa obliczona na vy daje 0. Wiazka modelowa zawiera wyrdznione ciecie:
funkcje 14 statg na A i réwna 1. Oznacza to, ze (A#,1,) jest specjalng wigzka afiniczng. Z
kazda specjalng wigzka afiniczng zwiazana jest pewna wiazka wartosci afinicznych, ktérej
bazg jest A = A/(va).

Zalozmy teraz, ze lagranzjan jest cieciem wiazki wartosci afinicznych, zwiazanej ze spe-
cjalng wiazka afiniczna A. Z tego rodzaju sytuacja mamy do czynienia np. w mechanice
na czasoprzestrzeni Newtona. Odpowiednim narzedziem do opisu takiej sytuacji jest na-
stepujaca afiniczna tréjka Tulczyjewa:

RgA
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(6) TA#* : PA

dL
P#n# Tn#
dH \ Ta# \ P#7 P
- ™
y
A# /

WA/

Wigzki PA i PA# sa podwéjnymi wiazkami afinicznymi, za$ wigzka Tﬁ jest podwojna
wigzkg afiniczno-wektorowa. Odwzorowanie ¢ zadaje na wiazce A strukture specjalnego
affgebroidu, ktéra inaczej moze byé zdefiniowana jako nawias afiniczno-liniowy [, -.:
[, ]e : Sec(A) x Sec(V(A)) — Sec(V(A)),
wraz z morfizmami ¢, : A — TM, ¢, : V(A) — TM, spelniajacymi nastepujace warunki.
Po pierwsze, nawias jest specjalny, tzn.
[a, X +va]e = [a +va, X]e = [a, X]..

Ponadto,
[a, 9X]e = gla, X]c + (10 a)(9) X,
[a+fY.X].=(1-f)la, X], + fla+Y,X], — (& o X)(/)Y

gdzie a jest cieciem A, X,Y sa cieciami V(A), a f, g sa funkcjami na M.

Zauwazmy, ze diagram (6) jest afiniczna wersja diagramu (3). Odwzorowanie [ zwigzane
jest z afinicznym tensorem I' € Sec(T"A# ®a# TA#). Tensor ten zadaje nawias miedzy
cieciami wigzki wartosci afinicznych, zwiazanej z A%, i funkcjami na A%, o wartosciach w
A*.

Wiazka TZ, wystepujaca powyzej, to kolejny przyktad konstrukcji charakterystycznej
dla geometrii wartoéci afinicznych. Jesli ¢ : Z — M jest wigzka wartodci afinicznych, to jest
ona takze wigzka gtéwna ze wzgledu na dzialanie grupy (R, +). Niech TZ — M bedzie
wigzka wektorowa, powstala przez podzielenie TZ przez styczne dziatanie grupy. Jest
to specjalna wiazka wektorowa, ktérej wyrdznione ciecie pochodzi od infinitezymalnego
dzialania algebry R na Z.

W wersji afinicznej odnajdujemy wszystkie elementy opisu dynamiki, ktére pojawity sie
wezesniej w wersji wektorowej. Lagranzjan, bedacy cieciem wigzki wartosci afinicznych,
definiuje podrozmaitoéé lagranzowska N, C PA, ktéra jest obrazem afinicznej rézniczki
lagranzjanu. Dynamike D otrzymujemy jako obraz N, wzgledem e. Dynamika fazowa,
jako podzbiér wigzki stycznej, jest rownaniem rézniczkowym (by¢ moze uwiklanym) na
krzywe w A#. Ostatnia przestrzen interpretowana jest jako afiniczna przestrzen fazowa.
Afiniczne odwzorowanie Legendre’a

A:A— A% A=P#nodL

przyporzadkowuje pedy konfiguracjom infinitezymalnym. W przypadku, kiedy A jest dy-
feomorfizmem, tzn. kiedy lagranzjan jest hiperregularny, dynamika jest obrazem hamil-
tonowskiego pola wektorowego, generowanego przez hamiltonian bedacy cigciem wiazki
wartosci afinicznych zwiazanej z A#. W pozostatych przypadkach mozemy szuka¢ bardziej
skomplikowanego obiektu generujacego.

Al
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W teorii afinicznej konstruujemy takze réwnanie Eulera-Lagrange’a. Jest ono réwna-
niem na krzywe w A, zatem stanowi podzbior TA. Oznaczajac przez A ztozenie A = codL,
réwnanie Eulera-Lagrange’a zapisujemy jako

Ep = TATY(T?4%).

Rozwigzaniami tego réwnania sy krzywe v w A takie, ze styczne podniesienie krzywej
Ao~ jest réwne A o 7. Jako ilustracje przedstawionej teorii, postuzyly mechanika czastek
natadowanych i mechanika czastki w czasoprzestrzeni Newtona.

5. WIEZY NIEHOLONOMICZNE I ALGEBROIDY DIRACA

Praca (5) rozprawy habilitacyjnej stanowi naturalng kontynuacje wynikéw otrzyma-
nych w (1), (2) i (3). W pracy tej wprowadzamy pojecie algebroidu Diraca, ktére stanowi
naturalne uogélnienie, z jednej strony, struktury Diraca na rozmaitosci M, zdefiniowanej
przez Dorfman [6] i studiowane]j przez Couranta [4], a z drugiej, struktury algebroidu na
wigzce liniowej. Oryginalnie, struktura Diraca zaproponowana zostala jako narzedzie w
teorii uktadéw catkowalnych z wiezami. W ostatnim czasie pojecie to zostato takze wyko-
rzystane w mechanice analitycznej [47] do opisu ukladow ze nieregularnym lagranzjanem.

Definicja algebroidu Diraca powstala w wyniku kilku istotnych obserwacji. Studiujac
coraz bardziej skomplikowane uktady w mechanice i teorii pola przekonujemy sie, ze wia-
$ciwym obiektem, z ktérym nalezy pracowaé, sa nie odwzorowania takie jak oy, Bar, czy
pochodzace od struktur Poissona, ale relacje zachowujace naturalne struktury wigzek.
Przykladem relacji o istotnym znaczeniu jest relacja x : TE—>TE, bedaca algebroidal-
na wersja kanonicznej inwolucji kyy na TTM. Jesli spojrzymy na sposéb definiowania
kanonicznego izomorfizmu wiazek T*E i T*E, to zauwazymy, ze uzywamy tu de facto
pewnej relacji symplektycznej, generowanej przez kanoniczng ewaluacje miedzy wiagzka
wektorows a wigzka dualng. Aspekt relacyjny jest jeszcze bardziej widoczny w wersji afi-
nicznej tego samego rachunku, gdzie definiujemy kanoniczny izomorfizm miedzy PA# a
PA. Z relacjami mamy tez do czynienia w konstrukeji trojki Tulczyjewa w klasycznej teorii
pola.

Drugg istotng obserwacja jest to, ze liniowo$¢ struktur (symplektycznej, Poissona, ko-
neksji itp.) moze by¢ wygodnie wypowiedziana w jezyku morfizméw podwéjnych wia-
zek wektorowych. Obserwacja ta poczyniona zostala juz w pracy [20]. W szczegdlnosci,
struktura ogdlnego algebroidu jest szczegdlnego rodzaju morfizmem podwéjnych wigzek
wektorowych.

Niech 7E = TE* @p- T*E* oznacza sume Whitney’a wigzek T*E* 1 TE*. Wiazka ta,
zwana czasem wigzkq Pontriagina, posiada strukture podwéjnej wiazki wektorowej, gdy
7: E — M jest wigzka wektorowa, oraz kanoniczng forme symetryczng. Druga struktura
wigzki wektorowej jest rozwldknieniem nad TM @y E. Algebroidem Diraca nazywamy
maksymalng izotropowg podwiazke D wiazki 7 E, ktora jest podwojng podwigzka wek-
torowa, tzn. jest podwigzka nie tylko ze wzgledu na rzut na E*, ale takze na TM @©y E.
Méwige ‘podwigzka wektorowa’, czy ‘podwoéjna podwigzka wektorowa’, mamy na my-
$li podwigzke w sensie zdefiniowanym w [14], tzn. podwiazke nad podrozmaitodcig. Jesli
podwigzka D jest podwiazka Diraca, tzn. jest zamknieta ze wzgledu na tzw. nawias Co-
uranta, to strukture te nazywamy algebroidem Diraca-Liego. Ponizsze diagramy opisuja
strukture podwojnej wigzki wektorowej w 7 E oraz zawartej w niej podwojnej podwigzki
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D, reprezentujacej algebroid Diraca,

TE* ®5 T*E* D
/ \ e 7D
T1 T2 1 ]
(7) B EouTM TMouE Php Cp Velp
M Mo

Przykladem algebroidu Diraca jest wykres odwzorowania I1 odpowiadajacego dowolnemu
liniowemu polu biwektorowemu IT na wigzce wektorowej E*. Jesli pole to jest tensorem Po-
isona, to mamy do czynienia z algebroidem Diraca-Liego. Podobnie, jesli @ : TE* — T*E*
jest odwzorowaniem zwigzanym z liniowa 2-forma na wiazce wektorowej, jego wykres jest
algebroidem Diraca. Jesli dodatkowo forma w jest zamknigta (czyli mamy do czynienia ze
struktura presymplektyczna), to powyzszy wykres jest algebroidem Diraca-Liego. Szcze-
golnymi przyktadami powyzszych struktur jest wykres odwzorowania 3.

Wigzki bazowe Php i Velp podwiazki D nazywane sa, odpowiednio, wigzkq fazowq i
wiqzkq predkosci (relacjq kotwicy). Istotnie, jesli algebroid Diraca zadany jest przez skosny
algebroid, to wigzka Velp jest wykresem odwzorowania kotwicy. W pracy (5) poswieca-
my sporo miejsca na analize struktury algebroidu Diraca, ktéra okazuje si¢ zaskakujaco
bogata. Okazuje sie na przyklad, ze wiazka Cp C T*M @y E*, czyli tzw. rdzen podwojnej
wigzki wektorowej D, jest anihilatorem wiazki Velp. Konstruujemy takze lokalne wspo6t-
rzedne dostosowane do struktury podwiazki D.

Algebroid Diraca zadaje w sposéb naturalny relacje fp : T*E*—>TE*, ktéra w kon-
strukeji trojki Tulczyjewa zastepuje odwzorowane [3y,. Ztozenie tej relacji z kanonicznym
izomorfizmem R zadaje relacje ep : T*E—>>T E*. Odpowiednia wersja trojki Tulczyjewa
reprezentowana jest diagramem podobnym do (3), w ktérym cze$¢ odwzorowan zastapio-
nych zostalo przez relacje:

T*E* oo sTE*< o T E

T
TE* 7TE

>T M <

AN / \

Proces generowania dynamiki z lagranzjanu lub hamiltonianu przebiega podobnie jak w
poprzednich przypadkach, z ta jedynie réznica, ze zamiast odwzorowan uzywamy relacji.
Dynamika wygenerowana z lagranzjanu jest wiec podzbiorem TE* réwnym ep(dL(E)).
Zwroémy uwage, ze w tym przypadku dynamika na ogét nie jest podrozmaitoscia lagran-
zowska. Relacje Legendre’a, odpowiednik odwzorowania Legendre’a, otrzymujemy sktada-
jac relacje: A\p = 7= oepodL. Okazuje sig, ze relacja ta jest odwzorowaniem na dziedzinie
na ogo6t mniejszej niz E. Dziedzine te nazywamy dziedzing Fulera-Lagrange’a, poniewaz w
tym wtlasnie zbiorze leza obrazy krzywych bedacych rozwiazaniami odpowiedniego réw-
nania Eulera-Lagrange’a. Dynamika wygenerowana z hamiltonianu ma podobna postac

ZdPh

&l
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jako podzbiér Bp(dH(E*)). W wielu fizycznych przypadkach dynamika konkretnego ukta-
du moze byé wygenerowana zaréwno z lagranzjanu jak i z hamiltonianu. Z oczywistych
wzgledéw, wybor obiektu generujacego jest swobodniejszy niz we wczesniejszych sytu-
acjach.

Oznaczmy przez Lp ztozenie Lp = ep o dL. Réwnanie Eulera-Lagrange’a uzyska¢ mo-
zemy biorac przeciwobraz zbioru wektoréw holonomicznych na £* wzgledem prolongacji
stycznej relacji odwrotnej do Lp, tzn

Ep = TLN(T?E").
Rozwiazaniami réwnania Eulera-Lagrange’a sa krzywe w E, ktérych wartosci nalezg do
dziedziny Eulera-Lagrange’a, i ktore sa w relacji Lp z pewna krzywa dopuszczalng w TE™,
a wiec prolongacja krzywej z E*.

W przypadku hiperregularnego lagranzjanu, tzn. takiego, ze odwzorowanie A, zadane
przez jego pochodna pionowa, jest dyfeomorfizmem, dynamika wygenerowana z lagranzja-
nu ma takze opis hamiltonowski z funkcja Hamiltona jako obiektem generujacym. Hamil-
tonian odpowiadajacy hiperregularnemu lagranzjanowi ma postaé taka jak zwykle, tzn.
H(p) = (p.A7(p)) — LA~ (p))-

Zaletg trojki Tulczyjewa skonstruowanej z uzyciem algebroidu Diraca jest jej uniwersal-
no$é oraz mozliwo$¢ wlaczenia wiezéw nieholonomicznych wprost do geometrii uktadu.
Innymi stowy, przy pomocy algebroidéw Diraca mozemy nie tylko opisa¢ wigkszos¢ zna-
nych uktadéw mechanicznych, ale opis ten jest niewrazliwy na nalozenie wigzéw, tzn.
obecno$é wiezéw zmienia tylko nieco algebroid Diraca na indukowany przez wigzy, pozo-
stawiajac reszte procedury bez zmian. Na przyklad, jezeli startujemy z ustalonego alge-
broidu Diraca D, to wiezy reprezentowane sa przez podwiazke V wiazki Velp. Algebroid
Diraca, indukowany przez wiezy, ma postac

DY = () (V) +V°,

gdzie VO C E* @y T*M jest anihilatorem podwigzki V', i uogélnione formalizmy La-
grange’a i Hamiltona dla DV daja dynamike fazowg oraz rownania Eulera-Lagrange’a dla
uktadu z tymi wiezami.

W pracy (5) opisujemy takze afiniczny odpowiednik algebroidu Diraca oraz przypa-
dek wiezéw afinicznych. Ogélnoéé naszej metody ilustruje dobér przyktadéw. Omawiamy
uklad z lagranzjanem okreslonym na skosnym algebroidzie, zasade maksimum Pontryagina
jako przyktad wiezéw wakonomicznych, przypadek presymplektyczny, uktad z lagranzja-
nem zaleznym od czasu, uktad z wiezami nieholonomicznymi. Konkretne rachunki we
wspolrzednych przedstawiamy dla przyktadu dysku toczacego sie bez poslizgu. Wszystkie
te roznorodne przykltady daja sie opisaé¢ przy pomocy tego samego typu struktury — al-
gebroidu Diraca. Takze redukcja ze wzgledu na symetrie nie wymaga zmiany uzywanego
jezyka.

6. KLASYCZNA TEORIA POLA

Prace (4) i (6) rozprawy habilitacyjnej poswiecone sg konstrukceji trojki Tulczyjewa w
klasycznej teorii pola. Podstawa mechanicznej tréjki Tulczyjewa jest wariacyjny opis uklta-
déw statycznych. Rachunek wariacyjny jest szczegdlnie uzytecznym narzedziem w statyce,
poniewaz wszystkie pojecia i konstrukcje matematyczne, stanowiace jego elementy, maja
proste i naturalne interpretacje fizyczne. Rachunek wariacyjny jest tez uzywany w dyna-
mice. Tradycyjnie jednak poprzestaje sie na wykorzystaniu go do wyprowadzenia réwnan
Eulera-Lagrange’a. Doglebna analiza zastosowania rachunku wariacyjnego w mechanice

e
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stala sie podstawa lagranzowskiego i hamiltonowkigo opisu mechaniki stworzonego przez
Tulczyjewa. Pojecia takie jak ped i przestrzen fazowa maja w tej teorii takze pochodzenie
wariacyjne. W pracach (4) i (6) stosujemy te sama filozofie do konstrukcji lagranzowskiego
i hamiltonowskiego opisu klasycznej teorii pola. W pracy (4) analizujmy topologicznie naj-
prostszy przypadek, ktory nazwaé¢ by mozna statyka obiektow wielowymiarowych, gdzie
zamiast krzywych na rozmaitosci (jak w dynamice) rozwazamy odwzorowania z z dysku
D c R"™ do rozmaitosci M. Uogdlnienie symplektycznego opisu mechaniki na przypa-
dek obiektow wielowymiarowych rozwazane bylo juz przez Glinthera [16]. Matematyczne
podstawy tej teorii znalezé mozna réwniez w pracach [2, 3]. Nasze podejscie do lagran-
zowskiego i hamiltonowskiego opisu klasycznej teorii pola jest jednak inne. Podobnie jak
w mechanice, nie uzywamy formalizmu Kleina, co pozwala uniknaé¢ klopotéw zwigza-
nych m.in. ze zdegenerowanymi lagranzjanami. Przede wszystkim jednak, systematycznie
konstruujemy wszystkie obiekty geometryczne, opierajac sie na ideach zaczerpnigtych z
wariacyjnego opisu statyki. Ze wzgledu na prostote prezentacji, szczegétowe rachunki pro-
wadzimy dla przypadku n = 2, gdyz uogélnienie dla dowolnego n jest natychmiastowe.
Analize rozpoczynamy od podej$cia wariacyjnego, ktére umozliwia prawidtowe ziden-
tyfikowanie przestrzeni fazowej oraz rozpoznanie struktur geometrycznych, potrzebnych
do konstrukeji lagranzowskiej strony trojki Tulczyjewa. Przestrzen fazowa okazuje sie by¢
przestrzeniag T*M ® (R?*)* ~ T*M x,; T*M. W skrécie, te przestrzeni fazowa oznaczac
2

bedziemy T *M. Jest ona wiazka wektorowa. Wiazka infinitezymalnych konfiguracji to

wigzka dualna TM xp TM z'i' M . Uproszczona struktura topologiczna pozwala uzywaé
wigzek wektorowych, podwojnych wigzek wektorowych i dualnoéci w sensie wektorowym
do konstrukeji tréjki Tulczyjewa. Tak nie jest w bardziej ogblnym przypadku, gdzie trze-
ba siegngé¢ do geometrii afinicznej. Role odwzorowania kjs, uzywanego do konstrukeji
dopuszczalnych wariacji w mechanice, odgrywa odwzorowanie

K TTM —TTM,

ktére jest izomorfizmem podwdjnych wigzek wektorowych. Rachunek wariacyjny podpo-
wiada takze posta¢ ewaluacji stycznej miedzy przestrzenia pierwszych dzetéw odwzorowan
2 2

z R? w przestrzen fazowa (TT *M) a przestrzenig wariacji konfiguracji infinitezymalnych

2
T T M. Ewaluacja ta jest zdegenerowana, zatem oczekiwaé nalezy, ze relacja o, dualna do
K i stanowigca lagranzowska cze$é trojki Tulczyjewa, nie bedzie izomorfizmem. Relacja o

2 2
okazuje sie by¢ odwzorowaniem o :TT*M — T*T*M, zachowujacym strukture podwojnej
wigzki wektorowe;j.

Hamiltonowskie sformulowanie mechaniki zwigzane jest z istnieniem struktury sym-
plektycznej na wigzce kostycznej. Przestrzen fazowa w naszym przypadku nie jest prze-
strzenia symplektyczng, tym niemniej mozna skonstruowaé¢ odpowiednie odwzorowanie,

2

dzieki ktéremu z rézniczki hamiltonianu (bedacego funkcja na T *M) mozna otrzymac

réwnania fazowe, opisujace konfiguracje fazowe ukladu. Odwzorowanie to konstruujemy
2

na dwa sposoby. Jeden z nich wykorzystuje kanoniczny izomorfizm R miedzy T* T*M i
2 2 2

T* T M, wynikajacy z faktu, iz wiazki T*M i T M sa dualnymi wigzkami wektorowymi.

Odwzorowanie 3 jest wiec ztozeniem [ = « o R. Ten sposob konstrukeji zwigzany jest z

pewnym sposobem interpretacji sformutowania hamiltonowskiego. Wedle tej interpretacji,

sformutowania hamiltonowskie jest rezultatem poszukiwania alternatywnego w stosunku

2
do lagranzjanu sposobu generowania dynamiki. Wymaga to znalezienia innej niz T* T M



16

wigzki kostycznej, ktora jest w relacji z przestrzenia zawierajaca dynamike. Interpretacja
ta pochodzi od Tulczyjewa i zwiazana jest z pojeciem struktury Liouville’a [43]. Drugi
sposob konstrukeji odwzorowania [ zwiazany jest z kanonicznymi strukturami na wigzce
fazowej. Okazuje sie, ze odpowiednikiem kanonicznej formy symplektycznej wys na T*M

jest kanoniczny tensor
2 2 2

W€ Sec(T* T*M @ T* T*M).
Ze wzgledu na izomorfizm
2 2 2 2 2 2 2
T*"TMIT T MT TMIT T"M Xte y " T" M QT T M,
tensor ten moze by¢ przedstawiony jako para form symplektycznych, co wigze odwzoro-

wanie (3 ze strukturg polisymplektyczna. Skonstruowana w pracy (4) tréjka Tulczyjewa
ma postac

2 2 2 2
T T*M TT*M - T™TM

2 2
™
M
i 2 z

n

'?‘*M id T*M id T*M Tr2 M

id
Roéwnanie rézniczkowe czgstkowe, na ogél w formie uwikltanej, ktérego rozwigzaniami

sa odwzorowania fazowe p : R? —>12'*M , otrzymujemy z lagranzjanu jako
TT*M 5D = o« 1 dL(TM)),
lub z hamiltonianu jako
2 2
TT*M > D = 8~ Y(dH(T*M)).
Naszg teorie ilustrujemy przyktadem zwiazanym z bozonows teorig strun w wersji zapro-
ponowanej przez Nambu.

Celem pracy (6) jest skonstruowanie tréjki Tulczyjewa w klasycznej teorii pola w bar-
dzo ogdlnej sytuacji, tzn. kiedy pola sa cigciami pewnego rozwloknienia ¢ : E — M bez
dodatkowej struktury. Zrédlem uzywanych w pracy konstrukeji geometrycznych jest pelny
rachunek wariacyjny z uwzglednieniem wyrazéw brzegowych. Zwracamy szczegélng uwa-
ge na dobranie odpowiedniego jezyka matematycznego do opisu poje¢ waznych z punktu
widzenia fizyki, np. przestrzeni fazowej, dynamiki fazowej, odwzorowania Legendre’a, ha-
miltonianu.

Klasyczna teoria pola jest zazwyczaj kojarzona z geometria multisymplektyczng. Li-
teratura dotyczaca struktur multisymplektycznych jest bardzo bogata. Koncepcja ta po-
jawila si¢ po raz pierwszy w pracach Tulczyjewa, Gawedzkiego, Szczyrby i Kijowskiego
[7, 17, 18, 40]. Prace na ten temat kontynuowane byly przez Gotay’a, Isenberga, Mars-
dena [8, 9, 10, 11] a takze wielu innych autoréw. Nasza konstrukcja lagranzowskiego i
hamiltonowskiego opisu klasycznej teorii pola jest inna. Nie uzywamy formalizmu mul-
tisymplektycznego bezposrednio, ale konstruujemy trojke Tulczyjewa, postugujac sie, z
jednej strony, rachunkiem wariacyjnym, a drugiej, korzystajac z do$wiadczen nabytych w

id T™ i ™
2 2 d
™ \ /V \ y
M B M

oAl
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takcie prac ze strukturami podwojnej wiazki wektorowej i podwojnej wiazki wektorowo-
afinicznej. Nie koncentrujemy sie na wyprowadzeniu réwnan Eulera-Lagrange’a, bo in-
teresuje nas raczej przestrzen fazowa i dynamika fazowa. Réwnania Eulera-Lagrange’a
pojawiaja si¢ jako konsekwencje rownan fazowych. Geometria afiniczna odgrywa szcze-
g6lng role przy konstrukeji hamiltonowskiej strony trojki Tulczyjewa.

Punktem wyjscia naszej konstrukcji jest lokalnie trywialne rozwléknienie ¢ : £ — M
nad rozmaitoscig M wymiaru m, ktérego ciecia reprezentuja pola, i odpowiednia wigzka
pierwszych dzetéw J'E cie¢ wigzki ¢, odgrywajaca role konfiguracji infinitezymalnych.
Jest to wiazka afiniczna nad E. Lagranzjan jest odwzorowaniem L : J'E — Q™, gdzie
QF := A* T*M oznacza wiazke k-form na M. Przestrzenig fazowa okazuje sie by¢ wiazka
P = V*E ®p C*(Q™1). Tutaj V*FE oznacza wiazke dualna do podwiazki VE wektoréw
stycznych do E i pionowych wzgledem rzutowania na M, natomiast ¢*(2™~!) oznacza
‘pull-back’ wigzki kowektoréw wzgledem rzutowania . Dla uproszczenia notacji pomijamy
w dalszym ciagu symbol pull-back™u, piszac po prostu P = V*E @ Q™ . Lagranzowska
czesé trojki Tulezyjewa stanowi odwzorowanie

a: P —VIE®ug Q™.

Jest to morfizm podwdjnych wiazek wektorowo-afinicznych, zwiazanych z rzutowaniami
na P i JIE. Pionowa wzgledem rzutowania na M rozniczka lagranzjanu dL jest cigeciem
wigzki

VIAE ®ug ™ - LE,

a dynamika fazowa (w postaci niejawnej) jest podzbiorem J'P, otrzymanym jako prze-
ciwobraz wzgledem « obrazu rézniczki dL, tzn. D = o~ }(dL(J'E)).

Hamiltonowska strone tréjki stanowi odwzorowanie 3 : J'P — PJTE, gdzie J'E jest
wiazka dualng do J'E w sensie afinicznym, tzn. wiazka afinicznych odwzorowan z JLE do
(). Tutaj PJ!E oznacza afiniczng wiazke fazowa, ktérej elementami sa klasy réwnowaz-
noéci cie¢ jednowymiarowej wiazki afinicznej 6 : J'E — P, z witéknami modelowanymi na
odpowiednich wtéknach wiazki Q™. Afiniczna wigzka fazowa jest odpowiednikiem wigzki
kostycznej. Hamiltonian jest cieciem wiazki 6. Jego afiniczna rézniczka jest zatem od-
wzorowaniem dH : P — PJTE. Dynamika fazowa powstaje jako przeciwobraz wzgledem
(3 obrazu rézniczki dH, tzn. D = ($7'(dH(P)). Przestrzenie PJIE i V*J'E ®pup Q™ sa
kanonicznie izomorficzne. Odwzorowania « i § nie sg jednak izomorfizmami. Konstrukcja
trojki ztozonej z izomorfizméw jest mozliwa i wymaga przejscia do pewnej wigzki ilora-
zowej wigzki J'P. Tracimy jednak wtedy naturalng interpretacje dynamiki fazowej jako
réwnania rézniczkowego czastkowego pierwszego rzedu na cigcia wigzki fazowej. Diagram,
reprezentujacy trojke Tulczyjewa dla klasycznej teorii, pola ma postac¢

(10) PIE E np “ VIIE © Qm

PO ji(7om) '3
Pg N PlE
P
JE JE J
i*¢ \ i \ y
E

)
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Przestrzenie PJTE i V*J'E ® 1 p Q™ wyposazone sa w kanoniczne 2-formy, ktére obciete
do wldékien nad M sa formami symplektycznymi o wartosciach w Q™. Naturalna struktura
przestrzeni J'P jest kanoniczna forma presymplektyczna o wartosciach w Q™. Sama prze-
strzen fazowa ma takze kanoniczna strukture, ktora jest pewna 1-forma o warto$ciach w
Q™1 Ta 1-forma odgrywa podobna role co kanoniczna forma Liouville’a na T*M. W ten
spos6b otrzymujemy do$é kompletny obraz geometrii klasycznych teorii pola pierwszego
rzedu.

(5) Oméwienie pozostatych osiagnie¢ naukowo-badawczych uzyskanych po doktoracie

Pozostale osiggniecia naukowo-badawcze uzyskane po doktoracie zawarte sa w naste-
pujacych publikacjach:
(1) Janusz Grabowski, Katarzyna Grabowska, The Lie algebra of a Lie algebroid In:
Lie algebroids and related topics in differential geometry (Warsaw, 2000), 43-50,
Banach Center Publ., 54, Polish Acad. Sci., Warsaw, 2001.

(2) Jerzy Kijowski, Katarzyna Grabowska, Canonical Gravity and Gravitational Ener-
gy, Differential Geometry and its applications, Ed.: O. Kowalski, D. Krupka, J. Slo-
vak, Opava, (2001) 261-274.

(3) Katarzyna Grabowska, Janusz Grabowski, Pawel Urbanski, Lie Brackets on Affine
Bundles, Annals of Global Analysis and Geometry 24, (2003), 101-130.

(4) Katarzyna Grabowska, Janusz Grabowski, Pawel Urbanski, AV-differential geo-
metry: Poisson and Jacobi structures, J. Geom. Phys., 52 (2004), 398-446.

(5) Katarzyna Grabowska, Janusz Grabowski, Pawel Urbanski, Frame-independent
mechanics: geometry on affine bundles, Travaux mathématiques, 16 (2005), 107-120.

(6) Katarzyna Grabowska, Pawet Urbanski, AV-differential geometry and Newtonian
mechanics, Rep. Math. Phys.,58 (2006), 21-40.

(7) Katarzyna Grabowska, Pawel Urbanski, AV-differential geometry and calculus of
variations, XV International Workshop on Geometry and Physics, 144-152, Publ.
R. Soc. Mat. Esp. 11 R. Soc. Mat. Esp., Madrid, (2007)

(8) Katarzyna Grabowska, Janusz Grabowski, Pawel Urbanski, The Schridinger ope-
rator as a generalized Laplacian, J. Phys. A: Math. Theor. 41 (2008) 145204

(20pp).

Jednym z klasycznych twierdzen w geometrii rozniczkowej jest twierdzenie Pursell’a
i Shanks’a [29], ktére stwierdza, ze algebra Liego gtadkich pdl wektorowych o zwartym
noéniku na gtadkiej rozmaitosci M zawiera pelng informacje o strukturze tej rozmaitosci,
tzn. odpowiednie algebry pdl wektorowych na rozmaitosciach M; i M, sa izomorficzne
wtedy i tylko wtedy gdy rozmaitosci My i My sa dyfeomorficzne. Znane sa takze po-
dobne twierdzenia w innych szczegélnych sytuacjach, na przyktad dla hamiltonowskich
pél wektorowych, pél niezmienniczych ze wzgledu na dzialanie grupy itd. W pracy (1)
analizujemy podobny problem w kontekscie algebroidéw Liego. Ciecia algebroidu Liego
tworzg algebre Liego, na ogdé! nieskoriczenie-wymiarowa, ktérej wlasnosci zblizone sg do
wlasnosci algebry pél wektorowych na rozmaitosci. Opisujemy ideaty maksymalne oraz
maksymalne skonczenie kowymiarowe podalgebry oraz dowodzimy twierdzenia podobnego
do twierdzenia Pursell’a-Shanks’a w przypadku, kiedy algebroid spetnia pewne dodatkowe
warunki dotyczace niezdegenerowania odwzorowania kotwicy.

Praca (2) dotyczy pojecia energii w teorii grawitacji. Zgodnie ze standardowym podej-
$ciem do transformacji Legendre’a, stuzacej do przejscia od opisu lagranzowskiego do opisu
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hamiltonowskiego w teoriach wariacyjnych, hamiltonian w teorii grawitacji jest rowny ze-
ro z dokladno$cig do wyrazéw brzegowych. Z drugiej strony, wyrazy brzegowe w teoriach
wariacyjnych sg zazwyczaj zaniedbywane. Dotychczas proponowane rozwiazania tego pro-
blemu obejmuja naktadanie dodatkowych warunkéw na funkcjonat energii, lub dokony-
wanie poprawek po stronie lagranzowskiej. Obie te metody sa niesatysfakcjonujace, brak
im bowiem uniwersalnosci i wystarczajacego uzasadnienia. W pracy (2) proponujemy roz-
wigzanie tego problemu oparte na doglebnej analizie réwnan Einsteina. Uzywamy takiej
wersji kanonicznej teorii pola, w ktorej nie zaniedbuje sie wyrazéw brzegowych. W tym
podejéciu energia grawitacyjna jest wielkoscig kwazilokalna, zawarta w dwuwymiarowym
zwartym brzegu. Catkowita energia uzyskiwana jest przy pomocy przejscia granicznego
do nieskonczonosci przestrzennej lub zerowej. Otrzymane przez nas rezultaty nie zaleza od
wyboru zasady wariacyjnej - korzysta¢ mozna zaréwno z lagranzjanu Hilberta-Einsteina
jak iz lagranzjanu afinicznego.

Prace (3), (4), (5), (6) i (7) poSwiecone sg geometrii wartosci afinicznych. Geometria
wartoéci afinicznych jest wersja geometrii rozniczkowej, w ktorej funkcje na rozmaitosci
zastapione sg przez ciecia jednowymiarowej wiazki afinicznej ¢ : Z — M modelowanej na
wigzce trywialnej pr; : M x R — M. Okazuje sie, ze wiele konstrukeji pochodzacych z tra-
dycyjnej geometrii rézniczkowej mozna powtorzy¢ w przypadku afinicznym. W ten sposéb
otrzymaé mozna wigzke fazowa PZ — M, ktéra jest afinicznym odpowiednikiem wigzki
kostycznej. Struktury afiniczne sg naturalnym jezykiem w teoriach takich jak dynamika
czastki natadowanej [45], mechanika nieautonomiczna, tzn. z lagranzjanem zaleznym od
czasu i niezalezny od uktadu odniesienia opis dynamiki w czasoprzestrzeni Newtona.

W pracy (3) omawiamy algebraiczne i geometryczne struktury, ktére moga stanowic
uzyteczne narzedzia do opisu powyzszych teorii. Definiujemy afiniczny odpowiednik na-
wiasu Liego w kontekscie przestrzeni afinicznej a takze wiazki afinicznej, wprowadzamy
pojecie afinicznej struktury Poissona i affgebroidu Liego — afinicznego odpowiednika alge-
broidu Liego. Analizujemy zwigzki miedzy tymi strukturami oraz ich wektorowymi odpo-
wiednikami. Uzywajgc pojecia dwoistosci afiniczno-wektorowej, dowodzimy twierdzenia,
ktére méwi, iz kazdy affgebroid Liego jest podwigzka w pewnym algebroidzie Liego. Ob-
serwacja ta umozliwia zdefiniowanie afinicznego odpowiednika rachunku na formach typu
rachunku Cartana.

W pracy (4) rozszerzamy wyniki uzyskane w pracy (3). W systematyczny sposéb oma-
wiamy w niej pojecie wigzki wartosci afinicznych (AV-wiazki) wraz z naturalnymi przykta-
dami. Dyskutujemy takze pojecia specjalnej wiazki wektorowej, specjalnej wigzki afinicz-
nej oraz zwigzanych z nimi konstrukcji. W pracy (4) pojawia si¢ takze pojecie dwoistosci
afinicznej w kategorii specjalnych wigzek afinicznych. Jeden z rozdziatéw poswiecony jest
obszernej analizie kanonicznych wigzek pojawiajacych sie w geometrii wiazek afinicznych,
tzn. wigzce fazowej, wigzce elementéw kontaktowych, zredukowanej wigzce stycznej itd.,
oraz ich kanonicznych struktur. Wracamy takze do sprawy afinicznych nawiaséw Liego,
afinicznych struktur Poissona i Jacobiego, przedstawiajac ich kanoniczne modele. Teo-
rie uzupelnia prezentacja jej zastosowan w kilku przyktadach pochodzacych z mechaniki
klasycznej.

Prace (5) i (6) poswiecone sa zastosowaniu teorii wartosci afinicznych, opisanej w po-
przednich artykutach. Szczegétowo omawiamy w nich lagranzowskie i hamiltonowskie
sformutowania konkretnych teorii fizycznych: nieautonomicznej mechaniki analitycznej,
mechaniki w czasoprzestrzeni Newtona w sformutowaniu jednorodnym i mechaniki w cza-
soprzestrzeni Newtona w sformutowaniu niejednorodnym. Praca (7) poswiecona jest wa-
riacyjnym aspektom teorii afinicznych. Lagranzowski opis uktadéw, dla ktérych funkcje
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Lagrange’a zastapiono cieciem wigzki wartosci afinicznych zwigzany jest z afiniczna wersjg
rachunku wariacyjnego.

Do$wiadezenia nabyte w trakcie analizy niezaleznych od ukladu odniesienia opiséw
réznych uktadéw fizycznych pozwolily nam spojrze¢ inaczej na mechanike kwantowa, a
zwlaszcza na réwnania Schrodingera. Jest rzecza powszechnie znana, ze przy zmianie
uktadu odniesienia funkcja falowa, bedaca rozwigzaniem réwnania Schrodingera, trans-
formuje sie w spos6b inny niz ,zwykle funkcje”. W pracy (8) rozwijamy idee traktowania
funkeji falowej jako ciecia pewnej jednowymiarowej zespolonej wigzki wektorowej, stowa-
rzyszonej z wiazka gtéwna z grupa strukturalng U(1). Trywializacje tej wigzki zwiazane
sg z inercjalnymi uktadami odniesienia w czasoprzestrzeni Newtona. Wyréznione trywia-
lizacje stanowig istotny element struktury. Wiazke gléwna z grupa strukturalng U (1)
i wyréznionymi trywializacjami proponujemy nazwaé wigzkq gléwng Schrodingera. Na
wigzce tej istnieje rachunek rézniczkowy form (form falowych), blisko zwigzany z odpo-
wiednim algebroidem Atiyah’a, ktéry prowadzi do naturalnego uogolnienia pojecia ope-
ratora Laplace’a-Beltramiego zwigzanego z tensorem metrycznym. Swobodny operator
Schrodingera okazuje sie by¢ operatorem Laplace’a-Beltramiego stowarzyszonym z nie-
zmiennicza pseudo-metryka na wiazce glownej Schrodingera. W pracy (8) pokazujemy
réwniez zwigzek prezentowanej teorii z niezaleznym od uk}adu odniesienia opisem mecha-
niki klasycznej w czasoprzestrzeni Newtona, szczeglnie z teoria Hamiltona-Jacobiego.
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