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c) omówienie celu naukowego/artystycznego ww. pracy/prac i osi¡-
gni¦tych wyników wraz z omówieniem ich ewentualnego wykorzysta-
nia.

W dalszej cz¦±ci autoreferatu referencje [1�10] odnosz¡ si¦ do prac stanowi¡cych cykl pu-
blikacji b¦d¡cych podstawow¡ niniejszego wniosku habilitacyjnego, referencje [11�26] doty-
cz¡ pozostaªych prac wnioskuj¡cego nie nale»¡cych do cyklu, a wszystkie pozostaªe referencje
s¡ pozycjami literaturowymi przywoªanymi dla nadania opisanym tu badaniom wªa±ciwego
kontekstu. Struktura dalszego tekstu jest nast¦puj¡ca. Sekcje 4.1, 4.2 maj¡ charakter wpro-
wadzaj¡cy i stanowi¡ punkt odniesienia dla przedstawionych dalej wyników. Sekcja 4.3,
zawiera skrócony opis oryginalnych wyników, których szczegóªowy opis zawieraj¡ kolejne
sekcje 4.4-4.8.

4.1 Wst¦p i motywacja bada«

Precyzja z jak¡ jeste±my w stanie mierzy¢ podstawowe wielko±ci �zyczne takie jak czas,
masa, dªugo±¢ itp. ogranicza obszar zjawisk �zycznych jaki mo»e potencjalnie zosta¢ pod-
dany badaniom eksperymentalnym. Stanowi równie» o sile z jak¡ jeste±my w stanie testowa¢
istniej¡ce teorie �zyczne, a ponadto determinuje mo»liwo±ci realizacji ambitnych projektów
technologicznych. Jednymi z najbardziej spektakularnych przykªadów s¡ pomiary spektro-
skopowe pozwalaj¡ce testowa¢ przewidywanie elektrodynamiki kwantowej do 12 cyfr zna-
cz¡cych, detektory fal grawitacyjnych b¦d¡ce w stanie wykrywa¢ fale grawitacyjne o ampli-
tudach mniejszych od rozmiaru protonu, czy system GPS którego skuteczno±¢ gwarantuj¡
precyzyjne zegary atomowe wymagaj¡ce kalibracji na poziomie jedynie 10ns na dzie«.

Wszelkie pomiary s¡ obarczone niepewno±ci¡, która swoje ¹ródªo mo»e mie¢ zarówno w
samym badanym ukªadzie, w szumach b¦d¡cych wynikiem oddziaªywaniem ukªadu z oto-
czeniem jak i w niedoskonaªo±ciach urz¡dze« pomiarowych. W ramach �zyki klasycznej
wszystkie te ¹ródªa nie maj¡ charakteru fundamentalnego i wynikaj¡ jedynie z niedoskona-
ªo±ci metod eksperymentalnych, które w zasadzie mog¡ zosta¢ zminimalizowane do dowolnie
niskiego poziomu. Okazuje si¦, »e jest to iluzja wynikaj¡ca z nie uwzgl¦dnienia kwanto-
wej natury badanych ukªadów. W najbardziej precyzyjnych pomiarach, gdy �klasyczne�
¹ródªa szumu zostaj¡ zredukowane do bardzo niskiego poziomu, dominuj¡cy wkªad do nie-
pewno±ci pomiarowej zaczynaj¡ mie¢ efekty kwantowe. W przypadku optycznych technik
pomiarowych, skwantowana natura ±wiatªa powoduje nieodª¡czn¡ obecno±¢ szumu ±rutowego
w pomiarach nat¦»e« ±wiatªa, zwi¡zanego z probabilistycznym zachowaniem pojedynczego
fotonu w procesach detekcji. Analogicznie w zagadnieniach kalibracji zegarów atomowych,
skwantowana natura poziomów energetycznych w atomach przejawia si¦ w probabilistycznej
naturze procesu detekcji liczby atomów w stanach wzbudzonych - tzw. szumu rzutowego -
prowadz¡cego do �uktuacji sygnaªu peªni¡cego rol¦ sprz¦»enia zwrotnego w kalibracji zegara.

Wpªyw szumu ±rutowego czy rzutowego na precyzj¦ pomiaru mo»na zmniejszy¢ przez
zwi¦kszenie mocy wi¡zki ±wiatªa lub zwi¦kszenie liczby atomów. Efekt ten mo»na zrozumie¢
przyjmuj¡c uproszczony, cho¢ zazwyczaj adekwatny, obraz, w którym w typowych ekspery-
mentach ka»dy foton i atom ewoluuje niezale»nie od pozostaªych. Tym samym eksperyment
z u»yciem du»ej liczby fotonów czy atomów, n, mo»na traktowa¢ jako n krotne powtórzenie
eksperymentu z u»yciem pojedynczego obiektu. Zgodnie z prawami statystyki, niepewno±¢



estymacji parametru zmniejsza¢ si¦ b¦dzie w ogólno±ci jak 1/
√
n, analogicznie jak to ma miej-

sce dla niepewno±ci ±redniej pewnej zmiennej losowej liczonej na podstawie jej n niezale»nych
realizacji. Ograniczenia na precyzj¦ postaci 1/

√
n nosz¡ w literaturze nazw¦ standardowej

granicy kwantowej, SQL (Standard Quantum Limit).
Granica SQL nie ma charakteru fundamentalnego z uwagi na zaªo»enie niezale»no±ci po-

szczególnych obiektów kwantowych (fotonów, atomów) w przeprowadzanym procesie pomia-
rowym. Dzi¦ki przygotowaniu obiektów kwantowych w odpowiednio skorelowanym (spl¡-
tanym) stanie kwantowym mo»liwe jest teoretycznie uzyskanie lepszej precyzji, ni» to ma
miejsce w przypadku nieskorelowanych cz¡stek, przy u»yciu takich samych zasobów - tym
samym n. W tym ogólniejszym podej±ciu mo»liwe jest osi¡gni¦cie skalowania precyzji postaci
1/n zwanego granic¡ Heisenberga, HL (Heisenberg limit). Bior¡c pod uwag¦ du»e warto±ci
n w typowych ukªadach metrologicznych, wykorzystanie stanów spl¡tanych mogªoby pro-
wadzi¢ do jako±ciowej (kwadratowej) poprawy precyzji, a tym samym do niewyobra»alnego
post¦pu w dziedzinie caªej metrologii [27].

Dla praktycznej implementacji tych idei konieczne jest jednak rozwa»enie bardziej reali-
stycznych modeli uwzgl¦dniaj¡cych efekty dekoherencji kwantowej, obecne nieodª¡cznie w
ka»dym eksperymencie, takie jak straty fotonów, emisja spontaniczna w atomach, �uktuacje
zewn¦trznych pól elekromagnetycznych itp. Stany spl¡tane optymalne dla wyidealizowa-
nych modeli okazuj¡ si¦ cz¦sto niezwykle wra»liwe na zakªócenia wynikaj¡ce z nawet bardzo
sªabego poziomu dekoherencji. Z tego te» wzgl¦du, niezwykle istotne dla caªej dziedziny me-
trologii kwantowej jest wyprowadzenie fundamentalnych ogranicze« na precyzj¦ protokoªów
wykorzystuj¡cych stany spl¡tane w realistycznych modelach uwzgl¦dniaj¡cych dekoheren-
cj¦. W szczególno±ci, jednym z najwa»niejszych problemów jest odpowied¹ na pytanie czy
kwadratowy zysk osi¡galny dzi¦ki wykorzystaniu stanów spl¡tanych w modelach wyideali-
zowanych jest obecny równie» w modelach uwzgl¦dniaj¡cych efekty dekoherencji.

Cykl publikacji b¦d¡cy podstaw¡ niniejszego wniosku habilitacyjnego daje szczegóªowe
odpowiedzi na poruszone powy»ej pytania. W pracach wykazano, »e w ogólno±ci najmniejszy
poziom dekoherencji powoduje, »e asymptotycznie (dla du»ych n) nie jest mo»liwe uzyskanie
kwadratowej poprawy precyzji i u»ycie stanów spl¡tanych pozwala jedynie poprawi¢ pre-
cyzj¦ o staªy (by¢ mo»e istotny) czynnik nie zale»ny od n. Stworzono ponadto efektywne
narz¦dzie pozwalaj¡ce na obliczenie tego» czynnika a tym samym uzyskanie ograniczenia na
maksymaln¡ mo»liw¡ popraw¦ precyzji, na któr¡ mo»na liczy¢ wykorzystuj¡c ogólne stany
spl¡tane. Znajomo±¢ takich ogranicze« jest kluczowa dla oceny przydatno±ci stanów spl¡ta-
nych w konkretnych implementacjach protokoªów metrologicznych i pozwala na realistyczn¡
ocen¦ caªej dziedziny kwantowej metrologii. Pozwala równie» na ocen¦ jak blisko fundamen-
talnych ogranicze« znajduj¡ si¦ obecne implementacje i jaka jest nadzieja na dalsz¡ popraw¦
precyzji dzi¦ki u»yciu np. bardziej wyra�nowanych stanów spl¡tanych.

4.2 Wyidealizowana interferometria kwantowa

Jedn¡ z podstawowych technik pomiarowych w metrologii jest interferometria. Inter-
ferometry optyczne tj. interferometr Michelsona, Macha-Zehndera, Fabry-Perota, i wiele
innych, pozwalaj¡ na niezwykle precyzyjny pomiar odlegªo±ci pomi¦dzy elementami optycz-
nymi b¦d¡cymi skªadnikami interferometrów i s¡ powszechnie wykorzystywane zarówno w
zastosowaniach in»ynierskich, naukowych jak i do samej kalibracji innych urz¡dze« pomia-
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Rysunek 1: a) Standardowa kon�guracja interferometru Macha-Zehndera ze stanem kohe-
rentnym wysªanym do jednego z portów wej±ciowych. b) Ogólny schemat estymacji opó¹-
nienia fazowego z dowolnym stanem wej±ciowym |ψ⟩ i najogólniejszym dopuszczalnym przez
mechanik¦ kwantow¡ pomiarem Πr.

rowych. Istot¦ zagadnienia poprawy precyzji dzi¦ki wykorzystaniu nieklasycznych ¹ródeª
±wiatªa najpro±ciej jest przeanalizowa¢ na przykªadzie interferometru Macha-Zehndera.

W standardowej kon�guracji, do jednego z portów wej±ciowych interferometru wpusz-
czane jest ±wiatªo klasyczne, matematycznie opisywane jako stan koherentny o amplitudzie α.
W wyniku propagacji przez interferometr: rozdzielenia na póªprzepuszczalnej pªytce ±wiatªo-
dziel¡cej, propagacji przez ramiona o wzgl¦dnej ró»nicy opó¹nie« fazowych φ i interferencji
na kolejnej pªytce póªprzepuszczalnej wyj±ciowe amplitudy maja posta¢: α1 = α sin(φ/2),
α2 = α cos(φ/2) (Rysunek 1a).

�rednia liczba fotonów rejestrowana w detektorach b¦dzie wynosi¢ odpowiednio n̄1 =
|α1|2 = n̄ sin2(φ/2), n̄2 = |α2|2 = n̄ cos2(φ/2), gdzie n̄ = |α|2 jest ±redni¡ liczb¡ fotonów
na wej±ciu. W celu estymacji fazy φ na podstawie zarejestrowanej liczby fotonów w ka»-
dym z detektorów, n1, n2, nale»y zada¢ funkcj¦ φ̃(n1, n2) zwan¡ estymatorem. Naturalnym
wyborem (i jak si¦ okazuje optymalnym) w rozwa»anym przypadku jest estymator postaci

φ̃(n1, n2) = arccos
(
n2−n1

n2+n1

)
. Z uwagi na poissonowskie �uktuacje liczby fotonów rejestrowa-

nych w detektorach, charakterystyczne dla klasycznych ¹ródeª ±wiatªa, warto±¢ estymowanej
fazy b¦dzie równie» �uktuowa¢ od strzaªu do strzaªu. Prowadzi to do skalowania niepewno±ci
estymacji fazy ze ±redni¡ liczb¡ u»ytych fotonów postaci:

∆φ = 1/
√
n̄ (1)

zwanego skalowaniem szumu ±rutowego lub SQL.
Jednym z najprostszych pomysªów na kwantow¡ popraw¦ precyzji mo»e by¢ zast¡pienie

wej±ciowego stanu koherentnego stanem o okre±lonej liczbie fotonów n (stanem Focka). W
tej sytuacji ª¡czny rozkªad prawdopodobie«stwa p(n1, n2) dla liczby zarejestrowanych foto-
nów b¦dzie rozkªadem dwumiennym. Okazuje si¦, »e w tym przypadku skalowanie precyzji
estymacji z liczb¡ u»ytych jest analogiczne jak w przypadku u»ycia stanów koherentnych,
∆φ = 1/

√
n, co wynika z faktu, »e efektywnie caªy proces mo»na wci¡» traktowa¢ tak jakby

ka»dy z fotonów �interferowaª ze sob¡ samym� i mieliby±my do czynienia z n niezale»nymi
eksperymentami jedno fotonowymi. Dopiero u»ycie ogólniejszych wej±ciowych stanów ±wia-
tªa, w których np. fotony s¡ wpuszczane jednocze±nie do obu portów interferometru, mo»e
da¢ szanse na wykorzystanie kwantowych korelacji (spl¡tania) do zwi¦kszania precyzji esty-
macji.



Poszukuj¡c optymalnych strategii estymacyjnych wygodnie jest rozwa»y¢ ogólny schemat,
w którym dowolny n fotonowy dwu-modowy stan ±wiatªa

|ψ⟩ =
n∑
k=0

ck|k, n− k⟩, (2)

doznaje opó¹nienia fazowego φ, a nast¦pnie poddany jest uogólnionemu pomiarowi kwan-
towemu Πr, którego rezultatem jest wynik r (Rysunek 1b)1. Prawdopodobie«stwo wy-
niku r zale»y od parametru φ i dane jest przez p(r|φ) = Tr(|ψφ⟩⟨ψφ|Πr), gdzie |ψφ⟩ =∑n

k=0 cke
ikφ|k, n− k⟩ jest stanem ±wiatªa po doznaniu opó¹nienia fazowego φ.

Jednym z podstawowych problemów teoretycznej metrologii kwantowej jest znalezienie
optymalnych stanów ±wiatªa, tzn. optymalnych amplitud ck, optymalnych pomiarów oraz
estymatorów które pozwol¡ na maksymaln¡ popraw¦ precyzji w stosunku do SQL. Roz-
wi¡zanie tak postawionego problemu pozwala uzyska¢ informacj¦ o maksymalnej mo»liwej
poprawie precyzji dopuszczalnej w ramach mechaniki kwantowej, a tym samy znalezienia
fundamentalnego kwantowego ograniczenia na precyzj¦ estymacji.

Wygodnym narz¦dziem do uzyskania u»ytecznych ogranicze« jest kwantowa nierówno±¢
Craméra-Rao [28, 29], stwierdzaj¡ca, »e niezale»nie od wyboru pomiaru i estymatora (przy
zaªo»eniu jego nieobci¡»ono±ci), dysponuj¡c zale»nym od estymowanego parametru φ stanem
kwantowym ρφ (zakªadamy, to najogólniejszy przypadek stanu mieszanego), niemo»liwe jest
osi¡gni¦cie lepszej precyzji estymacji ni»:

∆φ ≥ 1√
F (ρφ)

, (3)

gdzie F (ρφ) jest tzw. kwantow¡ informacja Fishera (QFI - Quantum Fisher Information). W
przypadku idealnego interferometru, rozwa»anego powy»ej, stan ρφ = |ψφ⟩⟨ψφ| jest stanem
czystym, dzi¦ki czemu QFI ma wyj¡tkowo prost¡ posta¢:

F (|ψφ⟩) = 4
(
⟨ψ̇φ|ψ̇φ⟩ − |⟨ψ̇φ|ψφ⟩|2

)
, (4)

gdzie |ψ̇φ⟩ = d|ψφ⟩
dφ

i sprowadza si¦ do równo±ci F (|ψφ⟩) = 4∆2n̂1, gdzie ∆2n̂1 jest wariancj¡
operatora liczby fotonów podró»uj¡cych górnym ramieniem interferometru. W powy»szym
podej±ciu, zagadnienie znalezienia optymalnego stanu sprowadza si¦ do znalezienia stanu
maksymalizuj¡cego powy»sz¡ wariancj¦. Stany takie, zwane stanami n00n [30], maj¡ posta¢:

|ψφ⟩ =
1√
2
(|n, 0⟩+ |0, n⟩) , (5)

a odpowiadaj¡ca im QFI, F (|ψφ⟩) = n2, prowadzi do nierówno±ci Craméra-Rao:

∆φ ≥ 1/n, (6)

co daje teoretycznie nadzieje na osi¡gni¦cie granicy Heisenberga (HL).

1Matematycznie uogólniony pomiar kwantowy opisany jest za pomoc¡ operatorów dodatnio okre±lonych

Πr ≥ 0, takich »e
∑

r Πr = 11



4.3 Skrócony opis najwa»niejszych wyników

Z wielu powodów, uproszczone rozwa»ania przedstawione powy»ej s¡ daleko niesatysfak-
cjonuj¡ce z punktu widzenia praktycznej interferometrii. Odpowiedzi¡ na powy»sze braki jest
cykl publikacji b¦d¡cy podstaw¡ niniejszego wniosku habilitacyjnego. Podstawowym proble-
mem jest nieuwzgl¦dnienie efektów dekoherencji obecnych we wszystkich realizacjach ekspe-
rymentalnych. W przypadku implementacji optycznych najpowa»niejszym czynnikiem ogra-
niczaj¡cym mo»liwo±ci wykorzystania nieklasycznych stanów ±wiatªa takich jak np. stany
n00n, s¡ straty fotonów. Problem ten zostaª po raz pierwszy przeanalizowany w sposób syste-
matyczny, korzystaj¡c z poj¦cia informacji Fishera, w pracach [8, 9]. W pracy [6] rozwa»ono
wykorzystanie wielokrotnych odbi¢ ±wiatªa przechodz¡cego przez element optyczny odpo-
wiedzialny za opó¹nienie fazowe w obecno±ci strat i porównano skuteczno±¢ takich strategii
ze strategiami optymalnymi. Przeprowadzono ponadto realizacj¦ eksperymentaln¡ optymal-
nej estymacji fazy w obecno±ci strat [5]. Osi¡gni¦te wyniki i perspektywy rozwoju caªej
dziedziny metrologii kwantowej zostaªy ponadto opublikowane w formie krótkiego artykuªu
przegl¡dowego [7]. Powy»sze wyniki s¡ omówione szczegóªowo w sekcji 4.4.

Opieranie si¦ w analizie osi¡galnej precyzji estymacji jedynie na poj¦ciu informacji Fishera
bywa niewystarczaj¡ce. Podczas gdy nierówno±¢ Craméra-Rao jest speªniona dla wszystkich
nieobci¡»onych estymatorów, nie jest oczywiste, »e nierówno±¢ t¦ da si¦ wysyci¢. Co wi¦cej,
informacja Fishera jest narz¦dziem pozwalaj¡cym precyzyjnie okre±li¢ czuªo±¢ tzw. lokalnej
estymacji parametru, gdzie zakªada si¦, »e warto±¢ estymowanego parametru �uktuuje nie-
znacznie wokóª znanej warto±ci φ0. Z tych to powodów, bardziej praktyczne jest w pewnych
sytuacjach u»ycie alternatywnego Bayesowskiego podej±cia do problemu estymacji, w którym
jawnie przyjmuje si¦ pewien rozkªad a priori parametru φ a nast¦pnie minimalizuje si¦ ±redni
koszt estymacji. Unika si¦ wtedy zarówno problemu wysycalno±ci uzyskanych ogranicze« jak
i nie zawsze sªusznego zaªo»enia lokalno±ci. Podej±cie takie, dla estymacji fazy w obecno±ci
strat w przypadku pªaskiego rozkªadu a priori, zostaªo po raz pierwszy zaproponowane i
rozwi¡zane w pracy [4]. Rozwi¡zanie problemu Bayesowskiej estymacji fazy w przypadku
dowolnego rozkªadu a priori zostaªo z kolei opublikowane w [3]. Wszystkie wyniki dotycz¡ce
estymacji Bayesowskiej s¡ omówione szczegóªowo w sekcji 4.5.

Kulminacj¡ bada« nad zagadnieniem wpªywu dekoherencji na osi¡galn¡ precyzj¦ w me-
trologi kwantowej jest praca [1], w której stworzono uniwersalne narz¦dzia pozwalaj¡ce na
uzyskanie w bezpo±redni sposób u»ytecznych ogranicze« na osi¡galn¡ precyzj¦ dla ogólnych
modeli dekoherencji. Wykazano tym samym, »e w ogólno±ci nawet in�nitezymalnie maªy
szum prowadzi do zniszczenia asymptotycznego skalowania Heisenberga charakterystycznego
dla wyidealizowanych model. Wyniki przedstawione s¡ w sekcji 4.6.

Poza problemami estymacji jednoparametrowej, której dotycz¡ przywoªane powy»ej prace,
przeanalizowano równie» dwa problemy estymacji wieloparametrowej. W pracy [2] sformu-
ªowano ogólne podej±cie do problemu interferometrii optycznej, w obecno±ci lub braku do-
datkowej wi¡zki stanowi¡cej odniesienie fazowe dla ±wiatªa wpuszczanego do interferometru,
formuªuj¡c model estymacji dwuparametrowej. W pracy [10] wykorzystano tzw. macierz
Fishera w celu znalezienia stanów n-qubitowych optymalnych z punktu widzenia estymacji
elementów grupy obrotu, co jest przykªadem estymacji trójparametrowej. Wyniki dotycz¡ce
estymacji wieloparametrowej przedstawione s¡ w sekcji 4.7.



4.4 Optymalna lokalna estymacja fazy w obecno±ci strat

W pracach [8, 9] uogólniono wyidealizowane rozwa»ania przedstawione w sekcji 4.2 na
realistyczny przypadek interferometru optycznego ze stratami. Rozwa»ono ogólny model
tj. przedstawiony na rysunku 1b, z uwzgl¦dnieniem strat modelowanych poprzez dodat-
kowe pªytki ±wiatªodziel¡ce o transmisjach η1, η2 umieszczone w odpowiednich ramionach
interferometru. Ze wzgl¦du na obecno±¢ strat, wyj±ciowy stan ±wiatªa ρφ jest stanem mie-
szanym i nie jest mo»liwe skorzystanie z prostego wyra»enia na informacj¦ Fishera, równanie
(4), obowi¡zuj¡cego w przypadku stanów czystych. �ci±le rzecz bior¡c stan wyj±ciowy ma
posta¢:

ρφ = Λφ(|ψ⟩⟨ψ|) = UφΛ(|ψ⟩⟨ψ|)U †
φ, (7)

gdzie Uφ odpowiada idealnej unitarnej ewolucji wynikaj¡cej z istnienia opó¹nienia fazowego
w interferometrze, a Λ opisuje nieunitarn¡ ewolucj¦ spowodowan¡ obecno±ci¡ strat (dekohe-
rencj¡). Co wi¦cej, jak pokazano w pracach [8, 9] kolejno±¢ uwzgl¦dnienia strat i opó¹nie«
fazowych nie wpªywa na ostateczn¡ posta¢ stanu. W celu przeprowadzenia ±cisªych oblicze«
konieczne jest u»ycie ogólnego wyra»enia na informacje Fishera, wykorzystuj¡cego tzw. sy-
metryczn¡ pochodn¡ logarytmiczn¡, które wymaga wykonania rozkªadu wªasnego ρφ i tym
samym czyni czyni analityczne poszukiwanie optymalnych stanów wej±ciowych niemo»liwym,
a numeryczn¡ optymalizacj¦ niezwykle czasochªonn¡ w przypadku du»ych liczb fotonów n.
W pracy [9] pokazano, »e w przypadku strat w jednym ramieniu η1 = η, η2 = 1, wyra»enie
na informacj¦ Fishera upraszcza si¦ do nast¦puj¡cej ±redniej wa»onej:

F (ρφ) =
n∑
l=0

plF (|ψ(l)
φ ⟩), (8)

gdzie pl jest prawdopodobie«stwem straty l fotonów, a |ψ(l)
φ ⟩ jest warunkowym stanem czy-

stym ±wiatªa w sytuacji straty l fotonów. Dzi¦ki powy»szej jawnej postaci wyra»enia mo»liwe
byªo wykonanie numerycznej optymalizacji po parametrach ck ogólnego wej±ciowego stanu
n fotonowego, równanie (2) dla n < 80, i tym samym znalezienie ograniczenia na maksy-
maln¡ precyzj¦ w zale»no±ci od parametru strat η. Wykazano ponadto, »e optymalizacja
sprowadza si¦ do maksymalizacji funkcji wkl¦sªej na zbiorze wypukªym, a tym samym daje
gwarancj¦, »e znalezione lokalne maksimum b¦dzie jednocze±nie maksimum globalnym. W
przypadku strat w obu ramionach, pokazano, »e w tym przypadku post¦powanie analogiczne
jak poprzednio nie prowadzi ju» do ±cisªej równo±ci, ale wci¡» mo»na uzyska¢ u»yteczne górne
ograniczenie na informacj¦ Fishera postaci:

F (ρφ) ≤
n∑

l1=0

n−l1∑
l2=0

pl1,l2F (|ψ(l1,l2)
φ ⟩), (9)

gdzie pl1,l2 jest prawdopodobie«stwem strat l1 fotonów w górnym a l2 fotonów w dolnym
ramieniu, a |ψ(l1,l2)

φ ⟩ jest odpowiadaj¡cym tej sytuacji warunkowym stanem ±wiatªa. Analiza
górnego ograniczenia jest wystarczaj¡ca do wyci¡gni¦cia wniosków na maksymaln¡ osi¡-
galn¡ precyzj¦. Ponadto jak wykazano numerycznie w [9] powy»sze przybli»enie byªo nie-
zwykle dokªadne i nie prowadziªo do istotnych odst¦pstw w stosunku do informacji Fishera
liczonej ±ci±le. Analiza powy»szych wyra»e« i ich optymalizacja po stanach wej±ciowych



pozwoliªa uzyska¢ pierwsze numeryczne wyniki sugeruj¡ce, »e obecno±¢ strat niszczy w spo-
sób gwaªtowny idealn¡ granic¦ Heisenbega i w granicy asymptotycznej skalowanie precyzji
ma najprawdopodobniej klasyczny charakter 1/

√
n. W pracy [8] przeanalizowano ponadto

struktur¦ optymalnych stanów oraz wykazano nieoptymalno±¢ strategii opartych o wykorzy-
stanie stanów n00n w przypadku obecno±ci strat. Dowiedziono równie», »e ani rozwa»anie
rozró»nialnych cz¡stek, ani stanów o nieokre±lonej liczbie fotonów nie wpªyn¦ªoby na po-
praw¦ precyzji, a tym samym ich rozwa»anie jest nieistotne z punktu widzenia poszukiwania
fundamentalnych ogranicze«.

W pracy [6] powy»sze wyniki uogólniono równie» na przypadek mo»liwo±ci wykorzysta-
nie wielokrotnych odbi¢ ±wiatªa przechodz¡cego przez próbk¦ b¦d¡c¡ ¹ródªem opó¹nienia
fazowego. Porównano optymalne strategie kwantowe wykorzystuj¡ce okre±lon¡ liczb¦ foto-
nów n z jedno-fotonowymi wieloodbiciowymi strategiami estymacji fazy w obecno±ci strat i
wykazano, »e nieklasyczne stany ±wiatªa s¡ niezb¦dne dla osi¡gni¦cia maksymalnej poprawy
precyzji i nie jest mo»liwe zast¡pienie ich prostymi strategiami opartymi o wielokrotne odbi-
cia pojedynczych fotonów czy klasycznych wi¡zek ±wiatªa. Analiz¦ przeprowadzono zarówno
przy zaªo»eniu, »e wielokrotne odbicia s¡ traktowane jako zasób (uwzgl¦dniane w liczbie n),
jak i w sytuacji gdy ich wykorzystanie nie jest uwzgl¦dniane w bilansie caªkowitych zu»ytych
zasobów.

Analiz¦ teoretyczn¡ optymalnych lokalnych strategii estymacji fazy w obecno±ci strat uzu-
peªnia praca do±wiadczalna, w której zrealizowano optymaln¡ strategi¦ estymacyjn¡ opart¡
o stany dwufotonowe ±wiatªa [5]. Pozwoliªo to zademonstrowa¢ wyra¹n¡ przewag¦ optymal-
nych stanów dwufotonowych, znalezionych w oparciu o teoretyczne prace [8, 9], zarówno
nad strategiami klasycznymi jak i strategiami opartymi o wykorzystanie stanów n00n. W
pracy przeprowadzono drobiazgow¡ analiz¦ statystyczn¡ uzyskanych wyników i wykazano,
»e uzyskane precyzj¦ odpowiadaj¡ fundamentalnym ograniczeniom kwantowym obliczonym
przy uwzgl¦dnieniu niedoskonaªo±ci eksperymentalnych takich jak straty i niedoskonaªa wi-
dzialno±¢ interferometru.

W pracy [7] b¦d¡cej komentarzem dla czasopisma Nature Photonics, podsumowano osi¡-
gni¦cia metrologii kwantowej zarówno od strony teoretycznej jak i eksperymentalnej ze szcze-
gólnym naciskiem na problemy interferometrii optycznej i spektroskopii atomowej. Podkre-
±lono rol¦ odpowiedniego ilo±ciowego okre±lenia zasobów b¦d¡cych punktem odniesienia dla
porównywania strategii klasycznych i kwantowych. W szczególno±ci, zwrócono uwag¦, »e
wi¦kszo±¢ z eksperymentów o charakterze �proof-of-principle� demonstruj¡cych kwantow¡
popraw¦ precyzji, opiera si¦ na metodach post-selekcji które w wi¦kszo±ci przypadków przy
bardziej drobiazgowej analizie nie pozwalaj¡ na wyci¡gni¦cie jednoznacznych wniosków co
do przydatno±ci praktycznej zrealizowanych implementacji strategii kwantowych.

4.5 Bayesowska estymacja fazy w obecno±ci strat

Alternatywnym podej±ciem do optymalnej estymacji fazy, w stosunku do analizy opartej
o kwantow¡ informacj¦ Fishera, jest podej±cie Bayesowskie. Niech rozkªad a priori p(φ)
opisuje wiedz¦ na temat warto±ci fazy przed przeprowadzeniem pomiarów�w szczególno±ci
p(φ) = 1/2π b¦dzie odpowiada¢ sytuacji braku jakiejkolwiek wiedzy na temat φ. Przyjmuj¡c,
»e na stanie ρφ = Λφ(|ψ⟩⟨ψ|), b¦d¡cym efektem ko«cowym ewolucji zale»nej od φ, wykonany
jest pomiar Πr, na podstawie którego estymowana jest faza zgodnie z estymatorem φ̃(r),



±redni koszt estymacji dany jest wzorem:

C̄ =

2π∫
0

dφp(φ)Tr(ρφΠr)C(φ, φ̃(r)), (10)

gdzie C(φ, φ̃) jest funkcj¡ kosztu. Poszukiwanie optymalnych Bayesowskich strategii esty-
macji sprowadza si¦ do znalezienia pomiarów Πr, estymatorów φ̃(r) oraz wej±ciowych stanów
|ψ⟩ (wspóªczynników ck w równaniu (2)) które zminimalizuj¡ powy»sze wyra»enie. W ogól-
no±ci jest to problem niesªychanie trudny matematycznie i nie jest mo»liwe znalezienie jego
analitycznych rozwi¡za«.

W pracy [4] rozwa»ono problem estymacji fazy w obecno±ci strat i przy braku wiedzy
apriori, p(φ) = 1/2π, oraz dla naturalnej funkcji kosztu C(φ, φ̃) = 4 sin2[(φ − φ̃)/2]�
prosta funkcja kosztu która dla maªych ró»nic φ − φ̃, przybli»a wariancj¦, a jednocze±nie
respektuje periodyczn¡ natur¦ estymowanego parametru. Wykazano, »e podobnie jak w
przypadku bezstratnym [31], poszukiwania optymalnego pomiaru i estymatora mog¡ by¢,
bez utraty optymalno±ci, ograniczone do klasy tzw. pomiarów kowariantnych [32], czyli
zestawu operatorów pomiarowych Πφ̃, t.»e

∫
dφ̃
2π
Πφ̃ = 11, Πφ̃ = Uφ̃Π0U

†
φ̃, gdzie Π0 jest pewnym

ustalonym operatorem dodatnim. Pokazano, »e optymalny operator Π0 ma posta¢:

Πopt
0 =

n⊕
n′=0

|en′⟩⟨en′|, |en′⟩ =
n′∑
k=0

|k, n′ − k⟩ (11)

gdzie suma prosta jest wykonywana po sektorach odpowiadaj¡cych ró»nej caªkowitej liczbie
niestraconych fotonów. W rezultacie wyprowadzono wzór na minimalny osi¡galnych koszt
estymacji postaci:

C̄min = 2− λmax (12)

gdzie λmax jest najwi¦ksz¡ warto±¢ wªasn¡ macierzy A o wymiarach n + 1 × n + 1, której
jedyne niezerowe elementy macierzowe s¡ dane przez:

Ak−1,k = Ak,k−1 =

k,n−k∑
l1,l2=0

βl1,l2k βl1,l2k−1 . (13)

gdzie

βl1,l2k =
√
Bk
l1
(η1)B

n−k
l2

(η2), B
n
l (η) =

(
k

l

)
(1− η)lηn−l, (14)

gdzie η1, η2 s¡ efektywnymi wspóªczynnikami transmisji ±wiatªa w dwóch ramionach inter-
ferometru.

Korzystaj¡c z powy»szych narz¦dzi znaleziono numerycznie optymalne stany i precyzj¦
estymacji w zakresie do n = 100 fotonów. Gªównym wynikiem pracy byªo jednak uzyskanie
po raz pierwszy w literaturze analitycznego wzoru na asymptotyczne ograniczenie osi¡galnej
precyzji na podstawie analizy wªasno±ci algebraicznych macierzy A. W przypadku strat
w jednym ramieniu (η1 = η, η2 = 1) oraz równych strat w obu ramionach (η1 = η2 = η)
uzyskano jawne ograniczenia odpowiednio:

∆φ ≥
√

1− η

4ηn
, ∆φ ≥

√
1− η

ηn
. (15)



Rysunek 2: Wykres w skali log-log minimalnej niepewno±ci estymacji fazy w funkcji u»ytej
liczby fotonów i równych strat w obu ramionach: η = 1 (linia ci¡gªa), η = 0.8 (linia przery-
wana), η = 0.6 (linia kropkowana). Baªy obszar w ±rodku odpowiada 1/n < ∆φ < 1/

√
n.

Szare linie reprezentuj¡ analityczne ograniczenia asymptotyczne dla η = 0.8, η = 0.6. Wsta-
wiony obrazek ilustruje struktur¦ optymalnych stanów odpowiednio dla trzech poziomów
strat dla n = 100.

Wyniki uzyskane w pracy [4] byªy tym samym pierwszym analitycznym argumentem za
stwierdzeniem, »e obecno±¢ dekoherencji implikuje asymptotyczne skalowanie precyzji po-
staci 1/

√
n, a zysk kwantowy ma charakter mno»enia przez wspóªczynnik a nie korzystniej-

szego wykªadnika skalowania precyzji z n. Uzyskane wyniki s¡ zilustrowane na wykresie 2.
Nale»y podkre±li¢, »e praca w czasie niespeªna 3 lat zebraªa a» 19 cytowa«.

Podej±cie Bayesowskie w metrologii rozwini¦to dodatkowo w pracy [3], gdzie przeanali-
zowano problem Bayesowskiej estymacji fazy dla dowolnego rozkªadu apriori p(φ) i prostej
funkcji kosztu C(φ, φ̃) = 4 sin2[(φ−φ̃)/2]. Korzystaj¡c z narz¦dzi stosowanych w problemach
separowalno±ci stanów kwantowych�metoda dodatniej cz¦±ciowej transpozycji (positive par-
tial transpose, PPT)�wykazano, »e optymalna precyzja estymacji jest dana przez:

∆φ = 2
√(

1
2
− ∥R∥1

)
, (16)

gdzie ∥ · ∥1 oznacza norm¦ ±ladow¡ macierzy, a macierz R dana jest jawnie jako

R =
1

2

∫ π

−π
dφp(φ)eiφρφ, (17)

przy czym ρφ jest stanem ko«cowym na którym wykonywany jest pomiar w celu estymacji
parametru φ.

Co wi¦cej, wykazano, »e optymalna strategia estymacji polega na wykonaniu pomiaru
von-Neumana w bazie wªasnej operatora U = VRU

†
R, gdzie VR, UR s¡ macierzami unitarnymi

pojawiaj¡cymi si¦ w rozkªadzie osobliwym R = URΛRV
†
R, a odpowiadaj¡ce wynikom pomiaru

fazy warto±ci wªasnych U s¡ optymalnymi estymatorami. Bazuj¡c na powy»szych wynikach,
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Rysunek 3: (a) Ogólny schemat metrologii kwantowej z nieskorelowanym szumem. n-
cz¡stkowy stan kwantowy zostaje wpuszczony w n równolegªych kanaªów których dziaªa-
nie zale»y od parametru φ. Na podstawie wyników pomiaru stanu wyj±ciowego nast¦puje
estymacja parametru za pomoc¡ estymatora φ̃. (b) Idea klasycznej symulacji kanaªu kwan-
towego. Kanaª Λφ jest interpretowany jako mieszanka innych kanaªów ΛX , gdzie zale»no±¢ od
φ zostaje przeniesiona to prawdopodobie«stw pφ(X). (c) Konstrukcja pozwalaj¡ca na zna-
lezienie �odlegªo±ci� kanaªu od brzegu zbioru wszystkich kanaªów kwantowych i tym samym
wyprowadzenie ograniczenia danego wzorem (18).

zaproponowano iteracyjn¡ metod¦ pozwalaj¡c¡ znajdowa¢ optymalne pomiary i stany w
sposób efektywny.

Powy»sze narz¦dzia wykorzystano, do zbadania obszaru po±redniego pomi¦dzy znanymi
wynikami uzyskiwanymi za pomoc¡ kwantowej informacji Fishera i Bayesowskimi metodami
opieraj¡cymi si¦ na symetrii wynikaj¡cej z braku wiedzy apriori. Zbadano numerycznie
zysk precyzji w porównaniu z wiedz¡ apriori i zidenty�kowano re»im wystarczaj¡co w¡skiego
rozkªadu apriori aby uzyskane optymalne stany byªy analogiczne jak w podej±ciu opartym o
informacj¦ Fishera.

4.6 Efektywne metody wyznaczania ogranicze« na precyzj¦ w esty-
macji jednoparametrowej dla ogólnych modeli dekoherencji

Przedstawione powy»ej wyniki numeryczne i analityczne prowadz¡ce do wniosków o klu-
czowym wpªywie dekoherencji na asymptotyczne skalowanie precyzji w interferometrii byªy
ograniczone w zasadzie do jednej klasy modeli uwzgl¦dniaj¡cych straty fotonów. Celem
pracy [1] byªo sformuªowanie ogólnego podej±cia do zagadnienia znalezienia ogranicze« na
optymaln¡ precyzj¦ osi¡galn¡ w metrologii kwantowej w obecno±ci dekoherencji, nie ogra-
niczaj¡c si¦ do konkretnego modelu dekoherencji. Zaproponowano dwie efektywne metody
znajdowania ogranicze« bazuj¡ce na matematycznych ideach klasycznej symulacji (classical
simulation, CS) [33] oraz rozszerzenia kanaªu (channel extension, CE) [34]. Metody stosuj¡
si¦ w przypadku modeli w których dekoherencja dziaªa niezale»nie na ka»d¡ z cz¡stek (patrz
rysunek 3a). Co warte podkre±lenia, dzi¦ki metodzie CS mo»liwe jest wyprowadzenie ogra-
nicze« na precyzj¦ estymacji bazuj¡c jedynie na geometrii kanaªów kwantowych. W pracy
[1] wykazano, »e my±l¡c o estymacji parametru φ jako o estymacji kanaªu który porusza si¦
wzdªu» pewnej trajektorii w przestrzeni kanaªów (patrz rysunek 3c) za pomoc¡ metody CS



mo»liwe jest wyprowadzenie ograniczenia na osi¡galn¡ precyzj¦ postaci:

∆φ ≥
√
ε+ε−
n

, (18)

gdzie ε± s¡ �odlegªo±ciami� kanaªu Λφ od brzegu przestrzeni kanaªów wzdªu» stycznej do
trajektorii w takim sensie, »e kanaªy brzegowe s¡ postaci Λ± = Λφ ± ϵ±∂φΛφ. Oznacza, »e
dla dowolnego procesu dekoherencji dla którego ε± > 0 (co jest sytuacj¡ typow¡) powy»-
sza konstrukcja pozwala natychmiast wyci¡gn¡¢ wniosek co do asymptotycznego charakteru
skalowania postaci 1/

√
n i nie mo»liwe jest osi¡gni¦cie skalowania Heisenberga.

W pracy [1] zastosowano ponadto metod¦ CE dla kanaªu zapisanego za pomoc¡ operato-
rów Krausa Λφ(ρ) =

∑
iKi(φ)ρK

†
i (φ) i wykorzystano fakt, »e osi¡galna precyzja jest zawsze

ograniczona od doªu przez:

∆φ ≥ 1

2
√
nminh ∥αK∥

, (19)

gdzie macierz αK ma jawn¡ posta¢

αK =
∑
i

(∂φKi(φ)− i
∑
j

hijKj(φ)

)†(
∂φKi(φ)− i

∑
j′

hij′Kj′(φ)

) , (20)

∥ · ∥ oznacza norm¦ operatorow¡, a minimalizacja po macierzy h odpowiada przeszukiwaniu
równowa»nych postaci Krausa kanaªu kwantowego i jest dodatkowo ograniczona wi¦zem:∑

ij

hijK
†
i (φ)Kj(φ) = i

∑
i

∂φK
†
i (φ)Ki(φ). (21)

Wykazano, »e powy»szy problem optymalizacyjny mo»na rozwi¡za¢ za pomoc¡ tzw. progra-
mowania póª-okre±lonego (semi-de�nite programming), dla którego istniej¡ efektywne pro-
cedury numeryczne gwarantuj¡ce znalezienie globalnego minimum. Dowiedziono ponadto,
»e metoda CS jest pewnym szczególnym podprzypadkiem metody CE i w zwi¡zku z czym
metoda CE w ogólno±ci zapewnia zawsze ±ci±lejsze ograniczenia na precyzj¦, kosztem braku
intuicyjnej interpretacji geometrycznej jako oferuje z kolei metoda CS.

Stosuj¡c powy»sze metody znaleziono ograniczenia na precyzj¦ dla problemu estymacji
fazy w przypadku uwzgl¦dnienia najcz¦±ciej spotykanych modeli dekoherencji tj.: depolary-
zacja, defazowanie, emisja spontaniczna oraz straty (patrz rysunek 4). Pokazano w szcze-
gólno±ci, »e metoda CS daje równie dobrze wyniki co metoda CE w przypadku modelu
defazowania, ale nie mo»e by¢ zastosowana do modelu strat i emisji spontanicznej z uwagi
na fakt, »e kanaªy te le»¡ na brzegu zbioru kanaªów i styczna do ich trajektorii znajduje
si¦ poza zbiorem: ε± = 0. Porównanie ogranicze« uzyskanych metodami CS i CE zawiera
tabela 1.

Powy»sze metody zostaªy równie» zastosowane do analizy jednej z najbardziej spektaku-
larnych realizacji idei metrologii kwantowej, czyli interferometru fal grawitacyjnych GEO600,
gdzie wykorzystanie stanu ±ci±ni¦tej pró»ni prowadzi do pokonania klasycznych ogranicze«
na precyzj¦ [35]. Uzyskane wyniki, byªy przyj¦te entuzjastycznie przez grup¦ eksperymen-
taln¡, jako »e w szczególno±ci wykazaªy, ze w praktyce technika oparta o interferowanie



Rysunek 4: Gra�czna reprezentacja najpopularniejszych modeli dekoherencji. Procesy de-
koherecji qubitu s¡ zilustrowane odpowiedni¡ transformacj¡ kuli Blocha (a) Depolaryzacja
(b) Defazowanie (c) Emisja spontaniczna (d) Stratny interferometr, gdzie η odpowiada
wspóªczynnikowi transmisji.

Model Depolaryzacja Defazowanie
Emisja

spontaniczna
Straty

∆φCS
√

(1−η)(1+3η)
4η2n

√
1−η2
η2n

- -

∆φCE
√

(1−η)(1+2η)
2η2n

√
1−η2
η2n

√
1−η
4ηn

√
1−η
ηn

Tablica 1: Ograniczenia na precyzj¦ skaluj¡ce si¦ jak 1/
√
n wyprowadzone dla ró»nych modeli

dekoherencji metodami klasycznej symulacji (CS) oraz rozszerzenia kanaªu (CE), gdzie 0 ≤
η ≤ 1 jest parametrem dekoherencji danego modelu, przy czym η = 1 oznacza brak a η = 0
oznacza peªn¡ dekoherencj¦.

±wiatªa koherentnego ze stanem ±ci±ni¦tej pró»ni jest optymalna w re»imie wielo-fotonowym
i nie ma potrzeby rozwa»ania bardziej wyra�nowanych kwantowych stanów ±wiatªa jako
potencjalnych stanów wej±ciowych w interferometrze.

Co warte podkre±lenia praca [1] w ci¡gu niewiele ponad póªroku od opublikowania w
Nature Communications zebraªa 8 cytowa« (brak autocytowa«) wedªug Web of Science co
pozwala mie¢ nadziej¦, »e stanie si¦ ona jedn¡ z kluczowych prac wyznaczaj¡c¡ dalsze kie-
runki rozwoju metrologii kwantowej.

4.7 Modele wieloparametrowe w metrologii kwantowej

Poza modelami estymacji jednoparametrowej, której dotyczyªy wcze±niej omawiane prace,
w cyklu publikacji znajduj¡ si¦ ponadto dwie prace [2, 10] dotykaj¡ce zagadnienia estymacji
wieloparametrowej.

W pracy [2] zwrócono uwag¦ na, zazwyczaj pomijan¡ w teoretycznej analizie problemów
interferometrii kwantowej z u»yciem nieklasycznych stanów ±wiatª¡ dodatkow¡, klasyczn¡
wi¡zk¦ odniesienia. Wi¡zka taka jest w ogólno±ci konieczna aby nada¢ �zyczny sens fa-
zie stanów koherentnych/±ci±ni¦tych u»ywanych w zagadnieniach interferometrycznych i jest
standardowo wykorzystywana w realizacji tzw. pomiarów homodynowych. Pokazano, »e u»y-
waj¡c naiwnie poj¦cie kwantowej informacji Fishera w zagadnieniach interferometrii z u»y-
ciem stanów koherentnych/±ci±ni¦tych mo»na doj±¢ do pozornie paradoksalnych wniosków,



»e optymalna strategia pomiarowa zale»y od formalnego rozdzielenia wielko±ci estymowa-
nego opó¹nienia fazowego pomi¦dzy dwa ramiona interferometru. Pozorny paradoks bierze
si¦ z domy±lnego traktowania wszelkich opó¹nie« fazowych jako zde�niowanych wzgl¦dem
dodatkowej wi¡zki odniesienia. Przeprowadzono poprawn¡ analiz¦ tego typu problemów, do
której konieczne jest wykorzystanie narz¦dzi dwuparametrowej teorii estymacji kwantowej,
a w szczególno±ci analiza caªej macierzy Fishera�nale»y rozwa»a¢ dwie fazy b¦d¡ce wzgl¦d-
nymi opó¹nieniami fazowymi wzgl¦dem dodatkowej wi¡zki odniesienia. Wykonano obliczenia
optymalnej precyzji estymacji wzgl¦dnego opó¹nienia fazowego pomi¦dzy ramionami inter-
ferometru (ró»nic opó¹nie« wzgl¦dem dodatkowej wi¡zki odniesienia) w zale»no±ci od mocy
wi¡zki odniesienia i zbadano dwa skrajne przypadki: silnej wi¡zki odniesienia, któr¡ mo»na
traktowa¢ jako idealn¡ referencj¦ fazy jak i przypadek braku wi¡zki odniesienia, kiedy to
konieczne jest u±rednienie wpuszczanych stanów ±wiatªa po nie maj¡cej �zycznego znaczenia
warto±ci fazy. Wykazano popraw¦ precyzji estymacji w przypadku strat w zale»no±ci od siªy
wi¡zki odniesienia.

W pracy [10] rozwa»ono problem uzgodnienia orientacji kartezja«skich ukªadów odniesie-
nia za pomoc¡ przesyªania optymalnych stanów n-qubitów. Problem ten znalazª ju» wcze-
±niej swoje rozwi¡zanie w przypadku podej±cia Bayesowskiego [36], ale nie znane byªo jego
ogólne rozwi¡zanie oparte o narz¦dzia informacji Fishera, a maj¡ce zastosowanie w przy-
padku uzgadniania ukªadów odniesienia nieznacznie obróconych wzgl¦dem siebie. Matema-
tycznie jest to problem estymacji elementu grupy SU(2) w pobli»u elementu jednostkowego
bazuj¡c na dziaªaniu jego reprezentacji tensorowej na stan n-qubitowy. Tym samym jest to
problem estymacji trójparametrowej. Analizuj¡c macierz Fishera dla tego przypadku, wyka-
zano »e poszukiwania optymalnych stanów mo»na ograniczy¢ do podprzestrzeni caªkowicie
symetrycznej�co nie jest prawd¡ w przypadku podej±cia Bayesowskiego�a optymalne stany
mo»na elegancko opisa¢ geometrycznie u»ywaj¡c tzw. reprezentacji Majorany. W reprezen-
tacji Majorany, dowolny stan symetryczny n qubitów, mo»na przedstawi¢ jako n punktów na
sferze Blocha. Stan symetryczny otrzymywany jest poprzez zapisanie stanu n-qubitów jako
stanu produktowego odpowiednich stanów pojedynczych qubitów reprezentowanych przez
punkty na sferze Blocha, a nast¦pnie wykonaniu peªnej symetryzacji stanu. Dzi¦ki temu
narz¦dziu, uzyskano intuicyjny wgl¡d w struktur¦ optymalnych stanów, pokazuj¡c w szcze-
gólno±ci, »e punkty na sferze Blocha odpowiadaj¡ce wierzchoªkom bryª plato«skich prowadz¡
do optymalnych stanów z punktu widzenia estymacji orientacji ukªadu odniesienia.

4.8 Podsumowanie

Przedstawiony cykl publikacji stanowi istotny wkªad w rozwój dynamicznie si¦ rozwija-
j¡cej dziedziny metrologii kwantowej. Co warte podkre±lenia, poza wieloma szczegóªowymi
wynikami dotycz¡cymi optymalnych strategii metrologicznych uzyskanymi poprzez analiz¦
konkretnych modeli teoretycznych, stworzono uniwersalne narz¦dzia pozwalaj¡ce na efek-
tywn¡ analiz¦ ogromnej klasy realistycznych modeli kwantowych. Tym samym znaczenie
powy»szych prac wykracza daleko poza spektrum analizowanych w nich konkretnych pro-
blemów �zycznych tj. kwantowa interferometria optyczna czy spektroskopia atomowa, a
stworzone narz¦dzia mog¡ by¢ w przyszªo±ci wykorzystane dla badania innych zagadnie«
metrologicznych tj. np. magnetometria, jak i w z pozoru nie zwi¡zanych tematach tj. od-
porno±¢ algorytmów kwantowych na dekoherencj¦. Ponadto, dzi¦ki wykorzystaniu wielu ró»-



norodnych zaawansowanych narz¦dzi matematycznych tj. estymacja Bayesowska, informacja
Fishera, pomiary kowariantne, czy geometria kanaªów kwantowych, w kontek±cie realistycz-
nych modeli optyki kwantowej, cykl prac przyczynia si¦ z pewno±ci¡ do zbli»enia funkcjonu-
j¡cych cz¦sto we wzgl¦dnej izolacji teoretyczno-matematycznych i do±wiaczalanych aspektów
metrologii kwantowej.

5 Omówienie pozostaªych osi¡gni¦¢ naukowo - badaw-

czych (artystycznych).

a) dane bibliometryczne (stan na dzie« 16 Maja 2013

Liczba opublikowanych artykuªów: 23 + 3 preprinty

Cytowania bez autocytowa«: 258

Caªkowity impact factor: 125

Indeks Hirscha: 8

b) badania naukowe nie stanowi¡ce wkªadu do habilitacji

Pozostaªy dorobek naukowy habilitanta dotyczy szerokiego spektrum zagadnie« z dzie-
dziny kwantowej teorii informacji. Omówienie naj±wie»szymi prac (preprintów) b¦d¡cych
naturalnym ci¡giem dalszym bada« nad zagadnieniami metrologii kwantowej znajduje si¦ w
sekcji 5.1. Pozostaªe sekcje zawieraj¡ omówienie publikacji nie zwi¡zanych bezpo±rednio z
metrologi¡ kwantow¡ i dotycz¡ kryptogra�i i komunikacji kwantowej (sekcja 5.2), teorii spl¡-
tania i roli korelacji w kwantowej teorii informacji (sekcja 5.3) oraz problemów poszukiwania
optymalnych strategii przybli»onego klonowania stanów kwantowych (sekcja 5.4).

5.1 Prace dotycz¡ce metrologii kwantowej nie uwzgl¦dnione w cy-
klu publikacji

W pracy [11] rozwini¦to metody przedstawione w [1] tak by mo»liwe byªo wyprowadzenie
silniejszych ogranicze« na precyzj¦ w re»imie sko«czonych liczby fotonów n bez konieczno±ci
przechodzenia do asymptotycznej granicy n→ ∞. Przeprowadzono ponadto analiz¦ ró»nych
z pozoru nie zwi¡zanych ze sob¡ metod wyznacza« granic precyzji w metrologii kwantowej
tj. klasyczna symulacja (classical simmulation, CS), kwantowa symulacja (quantum simmu-
lation, QS), metoda prawej pochodnej logarytmicznej (right logarithmic derivative, RLD)
oraz metoda rozszerzenia kanaªu (channel extension, CE). Stworzono hierarchi¦ tych metod
z punktu widzenia siªy oferowanych przez nie ogranicze« i zakresu modeli do których si¦
stosuj¡. Wykazano, »e metoda RLD daje w ogólno±ci silniejsze ograniczenia ni» metoda CS,
a metody CS i QS z kolei s¡ szczególnymi przypadkami metody CE. Pokazano tym samym,
»e metoda CE jest najbardziej uniwersalnym sposobem wyznaczania ogranicze« na precyzj¦



spo±ród metod dost¦pnych w literaturze. Przeanalizowano, równie» zagadnienie estyma-
cji cz¦sto±ci w obecno±ci dekoherencji analizuj¡c modele ci¡gªej ewolucji ukªadów kwanto-
wych z dekoherencj¡ zapisanych w postaci równa« GKSL (Gorini-Kossakowski-Sudarshan-
Lindblad). Uwzgl¦dniono w tym przypadku problem optymalnego doboru czasu ewolucji i
znaleziono wyra»enia na optymaln¡ precyzj¦ estymacji cz¦sto±ci mo»liw¡ do uzyskania przy
ustalonych zasobach zarówno liczby atomów n jak i caªkowitego czasu eksperymentu T . Po-
kazano ponadto zastosowanie metod CS, QS, RLD i CE do problemów estymacji samego pa-
rametru dekoherencji η kontrastuj¡c to zagadnienie z problem estymacji parametru unitarnej
ewolucji tj. faza czy cz¦sto±¢. W przypadku estymacji parametru dekoherencji wykazano, »e
wszystkie metody prowadz¡ do tego samego typu ogranicze«, a tym samym, »e najprostsza i
najbardziej intuicyjna metoda CS jest wystarczaj¡ca dla uzyskania optymalnych ogranicze«
na precyzj¦.

Praca [12] stanowi prób¦ powi¡zania tematyki metrologii kwantowej z niezwykle owocnym
sposobem charakteryzacji stanów kwantowych stosowanym w �zyce wielu ciaª opartym o tzw.
stany macierzowe produktowe (matrix product states, MPS). Dzi¦ki temu, »e w metrologii
kwantowej z uwzgl¦dnieniem dekoherencji asymptotyczne skalowanie precyzji ma typowo po-
sta¢ 1/

√
n [1], mo»liwe jest u»ycie intuicyjnego argumentu, »e w celu osi¡gni¦cia optymalnych

precyzji estymacji, w re»imie du»ych n, nie jest konieczne wykorzystywanie silnego spl¡tania
pomi¦dzy wszystkimi dost¦pnymi cz¡stkami, a wystarczy rozwa»a¢ stany w których istotne
spl¡tanie istnieje jedynie wewn¡trz grupek zawieraj¡cych sko«czon¡ liczb¦ cz¡stek. Tym
samym klasa MPS wydaje si¦ by¢ idealnym wyborem dla charakteryzacji stanów zawiera-
j¡cych jedynie krótko zasi¦gowe lokalne korelacje. Faktycznie, w pracy [12] wykazano, »e w
interferometrii ze stratami mo»liwe jest uzyskanie praktycznie optymalnych stanów rozwa-
»aj¡c stany MPS o bardzo niewielkiej liczbie swobodnych parametrów (niskich wymiarów
wi¡za« MPS) zarówno przy próbie maksymalizacji samej kwantowej informacji Fishera, jak
i rozwa»aj¡c konkretne schematy pomiarowe tj. interferometria Ramseya. Dzi¦ki takiemu
opisowi mo»liwe jest nie tylko efektywniejsze poszukiwanie numeryczne stanów optymalnych
ale jednocze±nie otrzymujemy bardziej intuicyjny opis struktury optymalnych stanów, ni» to
ma miejsce w przypadku standardowej parametryzacji stanów jako wektorów w przestrzeni
Hilberta.

5.2 Kryptogra�a i komunikacja kwantowa

W pracy [14] zbadano bezpiecze«stwo protokoªów kwantowej dystrybucji klucza bazu-
j¡cych na przesyªaniu impulsów jedno-fotonowych w czterech ró»nych stanach kwantowych
tj. BB84 [37], SARG04 [38] wykorzystuj¡cych obwieszczane fotony wytwarzane w procesach
parametrycznego podziaªu cz¦sto±ci. Zbadano re»im parametrów, w którym wielokanaªowa
detekcja mo»e pomóc w zwi¦kszeniu zasi¦gu bezpiecznej komunikacji i porównano uzyskane
wyniki z ograniczeniami protokoªów opartych na u»yciu standardowych sªabych impulsów
laserowych.

W kryptogra�i kwantowej opartej na stanach spl¡tanych, jednym z kluczowych poj¦¢ s¡
tzw. stany prywatne [39], pozwalaj¡ce na bezpieczn¡ destylacj¦ klucza kryptogra�cznego.
Celem pracy [15] byªo do±wiadczalne przygotowanie czterofotonowego stanu prywatnego, w
którym wielko±¢ destylowalnego klucza kryptogra�cznego byªaby istotnie wi¦ksza od tzw.
destylowanego spl¡tania�tym samym demonstruj¡c eksperymentalnie teoretyczny fakt, »e



problemy destylacji klucza kryptogra�cznego i destylacji spl¡tania sa nierównowa»ne. Wy-
konano eksperyment, którego wyniki poddano drobiazgowej analizie teoretycznej dokonuj¡c
rekonstrukcji stanu kwantowego dwoma niezale»nymi metodami: jedn¡ opart¡ na estymacji
najwi¦kszej wiarygodno±ci i drug¡ opart¡ o wnioskowanie Bayesowskie i przybli»enie gaus-
sowskie rozkªadów prawdopodobie«stwa na przestrzeni macierzy g¦sto±ci. Rekonstrukcja
uwzgl¦dniaªa równie» wiarygodne oszacowanie niepewno±ci wielko±ci destylowanego klucza i
spl¡tania mo»liwych do uzyskania z przygotowanego stanu, dowodz¡c »e istotnie zawarto±¢
klucza kryptogra�cznego byªa wi¦ksza od zwarto±ci spl¡tania kwantowego.

W pracy [17] przeanalizowano bezpiecze«stwo tzw. kwantowych protokoªów dzielenia se-
kretu w przypadku lokalnych ataków. Rozwa»ane protokoªy dotyczyªy zagadnienia rozesªania
wiadomo±ci przez nadawc¦ do dwóch odbiorców w taki sposób by jedynie wspóªpracuj¡c ze
sob¡ odbiorcy byli w stanie odczyta¢ przesªan¡ wiadomo±¢. Problem ten mo»na rozwi¡za¢
wykonuj¡c niezale»n¡ kwantow¡ dystrybucj¦ klucza pomi¦dzy nadawc¡ a dwoma odbiorcami.
W pracy [17] wykazano, »e w przypadku ataków lokalnych bardziej bezpieczn¡ strategi¡ jest
wykorzystanie stanów spl¡tanych i wysªanie ich do odbiorców. W tym przypadku mo»liwe
jest tolerowanie wy»szego poziomu szumów przy jednoczesnym zapewnieniu bezpiecze«stwa.

Praca [20] dotyczyªa nie tyle kwantowej dystrybucji klucza lecz samej komunikacji po-
przez kanaªy kwantowe tj. np. ±wiatªowody. Motywuj¡c si¦ procesami depolaryzacji za-
chodz¡cymi w ±wiatªowodach sformuªowano ogólny model oparty o matematyczn¡ teori¦
dyfuzji na grupie SU(2), w ramach którego analizowano pojemno±¢ informacyjn¡ kanaªu w
zale»no±ci od siªy korelacji szumu dziaªaj¡cego na wysyªane w pewnych odst¦pach czasu
fotony. Poza analitycznym opisaniem ewolucji ogólnych stanów wielofotonowych w takich
kanaªach, przeanalizowano osi¡galn¡ pojemno±¢ zarówno komunikacji informacji klasycznej
jak i kwantowej w przypadku najprostszego nietrywialnego przypadku wykorzystania sta-
nów trój-fotonowych. Zidenty�kowano najbardziej odporne na dekoherencje stany kwantowe
i osi¡galne za ich pomoc¡ pojemno±ci.

5.3 Korelacje i spl¡tanie kwantowe

Praca [13] b¦d¡ca rozwini¦ciem pracy [15] demonstruje szczegóªy eksperymentalne przy-
gotowanie spl¡tanych czterofotonowych stanów ±wiatªa istotnych z punktu widzenia kwan-
towej teorii spl¡tania tj. stany prywatne, stany Smolina i przedstawia wyniki teoretycznej
rekonstrukcji czterofotonowych macierzy g¦sto±ci.

W pracy [16] przeanalizowano maksymaln¡ osi¡galn¡ siª¦ korelacji polaryzacji pomi¦dzy
dwoma wi¡zkami w re»imie póªklasycznym, wykorzystuj¡c stany ±wiatªa b¦d¡c mieszankami
statystycznymi stanów koherentnych oraz detektory nie rozró»niaj¡ce liczby fotonów. Wy-
kazano, »e widzialno±¢ korelacji jest ograniczona przez 33% co kontrastuje z widzialno±ci¡
100% osi¡galn¡ teoretycznie przez stany spl¡tane. Wyniki zostaªy zilustrowane eksperymen-
tem gdzie wi¡zki laserowe poddane byªy skorelowanemu procesowi depolaryzacji.

Prace [18, 19] dotyczyªy zagadnienia mo»liwo±ci dekorelacji stanów kwantowych, czyli
zachowania mo»liwie du»ej ilo±ci informacji zapisanej w stanach podukªadów przy jednocze-
snym caªkowitym usuni¦ciu korelacji pomi¦dzy podukªadami. W pracy [19] sformuªowano
problem dekorelacji, rozwi¡zano go ±ci±le dla przypadku dekorelacji dwóch qubitów oraz
dwóch modów ±wiatªa w stanach gaussowskich i scharakteryzowano klasy stanów dla któ-
rych dekorelacja jest mo»liwa. Wykazano w szczególno±ci, »e stany powstaj¡ce w wyniku



dziaªania optymalnych urz¡dze« klonuj¡cych nie s¡ dekorelowalne. W pracy [18] przedsta-
wiono techniki matematyczne pozwalaj¡ce znajdywa¢ optymalne transformacje dekoreluj¡ce.
Wykazano, »e dekorelacja nie jest mo»liwa dla ci¡gªych zbiorów stanów d-wymiarowych ukªa-
dów kwantowych. Znaleziono równie» konstrukcj¦ optymalnych transformacji dekoreluj¡cych
ogólne dwumodowe gaussowskie stany ±wiatªa.

W pracach [21, 24] analizowano wpªyw korelacji w ukªadzie wielu qubitów na mo»liwo±¢
estymacji ich wªasno±ci lokalnych tj. kierunek wektora Blocha. W pracy [24] przedsta-
wiono kompletn¡ analiz¦ tego problemu dla dowolnych permutacyjnie niezmienniczych sta-
nów kwantowych. W ramach klasy stanów o tej samej dªugo±ci lokalnych wektorów Blocha
(stopniu zmieszania podukªadów) znaleziono skorelowane stany pozwalaj¡ce na optymaln¡
estymacj¦ kierunku lokalnych wektorów Blocha. Pokazano jednocze±nie, »e w zale»no±ci od
ich rodzaju, korelacje pomi¦dzy podukªadami mog¡ uªatwia¢ b¡d¹ utrudnia¢ estymacj¦ lo-
kalnych parameterów ukªadu. Pokazano w szczególno±ci, »e stany uzyskiwane w rezultacie
optymalnego klonowania qubitów charakteryzuj¡ si¦ najgorsz¡ precyzj¡ estymacji kierunku
lokalnego wektora Blocha spo±ród wszystkich stanów o tym samym stopniu zmieszania podu-
kªadów. Praca [21] inspirowana prac¡ [24] byªa propozycj¡ wykorzystania zaobserwowanych
efektów obecno±ci korelacji na mo»liwo±ci estymacji lokalnych wªasno±ci qubitów, w celu za-
pisania informacji o kierunku w przestrzeni w stanie n qubitowym, tak by jego odczytanie
byªo mo»liwe jedynie za pomoc¡ pomiarów kolektywnych na wszystkich qubitach, a byªo
praktycznie niemo»liwe przy wykorzystaniu pomiarów lokalnych i klasycznej komunikacji.
Zaprezentowany jawny protokóª i wykazano jego odporno±¢ na niewielkie straty qubitów.

W pracy [23] zbadano wªasno±ci tzw. wielocz¡stkowych �concurrence� wykorzystywanych
dla charakteryzacji spl¡tania z punktu widzenia ich zachowania pod wpªywem lokalnych
operacji i klasycznych komunikacji (local operations and classical communication, LOCC).
Jedynie monotonicznie nierosn¡ce pod wpªywem LOCC wielko±ci mog¡ by¢ traktowane jako
sensowne wielko±ci charakteryzuj¡ce spl¡tanie. W publikacji wyprowadzono warunki ko-
nieczne i dostateczne na monotoniczno±¢ wielocz¡stkowych �concurrence�.

Praca [25] byªa jedn¡ z pierwszych prób powi¡zania teorii chaosu kwantowego z kwantow¡
teori¡ spl¡tania. Zbadano wytwarzanie spl¡tania w ukªadzie sprz¦»onych kopanych b¡ków
(coupled kicked tops) w zale»no±ci od parametrów dynamiki (siªy kopania b¡ków) zwi¡zanych
z przej±ciem pomi¦dzy dynamik¡ regularn¡ i chaotyczn¡. Zbadano ±redni¡ wielko±¢ spl¡tania,
u±redniaj¡c wyniki po dwóch rodzajach zespoªów: zespoªu w którym stany pocz¡tkowe s¡
przypadkowymi produktowymi stanami spinowymi koherentnymi, oraz dowolnymi stanami
produktowymi. Pokazano, »e wnioskowanie na temat generacji spl¡tania w zale»no±ci od
chaotyczno±ci dynamiki podukªadów jest silnie zale»ne od wyboru jednego z tych zespoªów.
Zbadano równie» analityczne ograniczenia na asymptotyczn¡ generacj¦ spl¡tania wyra»one
w funkcji spl¡tania wektorów wªasnych operatora ewolucji.

5.4 Klonowanie stanów kwantowych

Wierne klonowanie nieznanych stanów kwantowych jest zabronione w ramach mechaniki
kwantowej. Mo»liwe jest jednak poszukiwanie optymalnych przybli»onych transformacji klo-
nuj¡cych, daj¡cych najwi¦ksz¡ mo»liw¡ wierno±¢ klonów pozostaj¡c jednocze±nie w zgodzie
z formalizmem mechaniki kwantowej. Zagadnienia tego typu maj¡ znaczenie dla analizy
bezpiecze«stwa protokoªów kryptogra�i kwantowej, gdy» jak si¦ okazuje cz¦sto optymalne



ataki na protokoªy kryptogra�i kwantowej sprowadzaj¡ si¦ do optymalnych transformacji
klonuj¡cych.

W pracy [26] rozwi¡zano problem optymalnego klonowania spinowych stanów koherent-
nych. Znaleziono numerycznie optymaln¡ wierno±¢ klonowania w zale»no±ci od wymiaru
ukªadu kwantowego i uzyskano oszacowanie na asymptotyczn¡ wierno±¢ klonowania ≈ 0.68.
Jako, »e stany spinowe koherentne w granicy asymptotycznej staj¡ si¦ izomor�czne ze stan-
dardowymi stanami koherentnymi pozwoliªo to stwierdzi¢, »e najprawdopodobniej gaussow-
skie transformacje klonuj¡ce stany koherentne a prowadz¡ce do wierno±ci 2/3 nie s¡ opty-
malne. Hipoteza ta istotnie zostaªa równolegle potwierdzona w pracy [40].

W pracy [22] zbadano klonowanie stanów spl¡tanych qubitów przy ograniczeniu si¦ do
operacji lokalnych i klasycznej komunikacji. Znaleziono próg wielko±ci spl¡tania powy»ej
którego klasyczna komunikacja pozwala zwi¦kszy¢ precyzj¦ klonowania w porównaniu ze
strategi¡ opart¡ na niezale»nych lokalnych operacjach klonuj¡cych. Pokazano ponadto, »e
spl¡tanie zwi¡zane nie jest u»ytecznym zasobem pozwalaj¡cym zwi¦kszy¢ wierno±¢ klonowa-
nia.

c) nagrody

• 2012, Nagroda Indywdualna III-go stopnia rektora UW za prace dotycz¡ce zagadnie«
zwi¡zanych z realizacj¡ technologii kwantowych

• 2011, Stypendium naukowe Ministra Nauki i Szkolnictwa Wy»szego dla wybitnych
mªodych naukowców na lata 2011-2014

• 2006, Nagroda Fundacji na rzecz Nauki Polskiej START dla mªodych naukowców

• 1998, Laureat Polskiej Olimpiady Fizycznej; Wyró»nienia na mi¦dzynarodowej olim-
piadzie �zycznej (Islandia)

d) kierowanie projektami badawczymi

• 2013-2016, Kierowanie pracami badawczymi na Uniwersytecie Warszawskim w ramach
prac konsorcjum SIQS (Simulators and Interfaces with Quantum Systems) �nansowa-
nych z 7-go programu ramowego UE

• 2012-2013, Kierowanie pracami badawczymi na Uniwersytecie Warszawskim w ramach
mi¦dzynarodowego projektu QUASAR (Quantum States: Analysis and Realizations)
�nansowanego przez NCBiR w ramach projektu ERA-NET CHIST-ERA

• 2006-2007, Krajowy grant badawczy, 1 P03B 129 30: Optimal communication in the
presence of correlated noise - usefulness of multipartite entanglement

e) udziaª w projektach badawczych

• 2010-2013, projekt integruj¡cy QESSENCE (Quantum Interfaces, Sensors, and Com-
munication based on Entanglement), 7-my program ramowy UE; Lider pakietu robo-
czego: Multiparameter Estimation and Non-Linear Metrology



• 2010-2013, Photonic implementations of quantum enhanced technologies, projekt TEAM
Fundacji na Rzecz Nauki Polskiej, Post-Doc

• 2008-2011, CORNER (Correlated Noise Errors in Quantum Information Processing)
projekt FET UE.

• 2007-2008, QAP (Qubit Applications), projekt zintegrowany UE

• 2004-2005, QUPRODIS (Quantum Properties of Distributed Systems), 5-ty program
ramowy UE

• 2004-2007, Krajowy projekt badawczy, 1 P03B 042 26, Chaos in open system

• 2004-2006, Krajowy grant zamawiany PBZ-MIN-008/P03/2003, Quantum computing
and engineering

f) zaproszone wykªady konferencyjne

• 19-22.02.2013, Toronto, Kanada, Workshop on Mathematical Methods of Quantum
Tomography, All you need is squeezing! Optimal schemes for realistic quantum metro-
logy

• 20-24.06.2012, Toru«, Polska, Symposium on Mathematical Physics, Quantum enhan-
ced metrology and the geometry of quantum channels

• 21-25.05.2012, Turyn, Wªochy, Advances in Fundations of Quantum Mechanics and
Quantum Information with atoms and photons, Almost all decoherence models lead to
shot noise scaling in quantum enhanced metrology

• 18-19.05.2012, Sopot, Polska, KCIK Symposium,Quantum enhanced metrology and the
geometry of quantum channels

• 17-21.01.2012, Mo�ett Field, Kalifornia, USA, First NASA Quantum Future Techno-
logies Conference, The illusion of the Heisenberg limit

• 17.09.2011, Toru«, Polska, International symposium �Quantum metrology with photons
and atoms�, Quantum enhanced metrology

• 05.09.2011, Lublin, Polska, XLI Meeting of Polish physicists, Fundamental bounds in
quantum metrology

• 22-26.08.2011, Bad Honnef, Niemcy, Wilhelm and Else Heraeus Physics School: Mo-
dern Statistical Methods in Quantum Information Processing, Quantum enhanced me-
trology

• 11-15.07.2011, Sarajewo, Bo±nia i Herzegowina, 20th International Laser Physics Work-
shop, Experimental extraction of secure correlations from a noisy private state

• 27.06-01.07.2011, Mi¦dzyzdroje, Polska, II Polska Konferencja Optyczna, Fundamen-
talne ograniczenia w metrologii optycznej



• 9-12.09.2009, Gda«sk, Polska, NATO Advanced Research Workshop, Quantum Cryp-
tography and Computing, Entanglement enhances security in secret sharing .

• 8-12.06.2009, Zakopane, Polska, Quantum Optics VII, Quantum enhanced phase esti-
mation in the presence of loss.

g) wspóªpraca krajowa i zagraniczna

• Niemcy, Hanower (2012-2013). Wspóªpraca z Romanem Schnablem (liderem grupy
LIGO) dotycz¡ca zastosowania fundamentalnych teoretycznych ogranicze« do przy-
padku interferometru fal grawitacyjnych GEO600.

• Anglia, Nottingham (2011-2013). Wspóªpraca z Madalinem Gut¡ dotycz¡ca matema-
tycznych aspektów metrologii kwantowej i kwantowej teorii estymacji, której rezulta-
tem byªa praca [1].

• Szwajcaria, Zurich (2012-2013). Wspóªpraca z Martinem Fraasem dotycz¡ca metrologii
kwantowej w kontek±cie kalibracji zegarów atomowych.

• Polska, Gda«sk, (2011-2013). Wspóªpraca z Pawªem Horodeckim dotycz¡ca teorii sta-
nów prywatnych, rekonstrukcji stanów kwantowych i zagadnienia addytywno±ci w me-
trologii kwantowej, której dotychczasowymi rezultatami s¡ publikacje [13, 15].

• Anglia, Oksford (2008-2010). Wspóªpraca z grup¡ I. A. Walmsleya z Uniwersytetu
Oksfordzkiego dotycz¡ca zagadnie« optymalnej estymacji fazy w obecno±ci strat, której
bezpo±rednim efektem byªy publikacje [5, 7�9].

• Wªochy, Pawia (2005-2008). Wspóªpraca z grup¡ G.M.D'Ariano z Uniwersytetu w
Pawii dotycz¡ca zagadnienia klonowania i optymalnej dekorelacji stanów kwantowych,
której wynikiem byªy prace [18, 19].

• Hiszpania, Barcelona (2004-2008). Wspóªpraca z grup¡ Macieja Lewensteina z ICFO-
Institut de Ciencies Fotoniques dotycz¡ca zagadnienia lokalnego przetwarzania infor-
macji kwantowej, rezultatem byªy prace [17, 22].

• Niemcy, Drezno (2003-2005). Wspóªpraca z grup¡ Andreasa Buchleitnera z Max-
Planck-Institut fur Physik Komplexer Systeme dotycz¡ca wielocz¡stkowych miar spl¡-
tania, która zaowocowaªa prac¡ [23].
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