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Operatory Schrodingera i Kleina-Gordona

Zarowno Operatory Schréidingera, jak i operatory Kleina-Gordona sa operatorami rozniczko-
wymi drugiego rzedu umotywowanymi przez mechanike kwantowqg i kwantowg teorie pola. Ope-
ratory Schrodingera sa zdefiniowane jako suma Laplasjanu i mnozenia przez potencjat. Jesli
zastapimy ptaska przestrzen przez zakrzywiona rozmaitosé riemannowskq, zamieniamy Lapla-
sjan na tak zwany operator Laplace’a-Beltramiego. W mechanice kwantowej operatory Schrodin-
gera sa uzywane do opisu uktadéw kwantowych: generuja one ich dynamike i okreslaja poziomy
energetyczne.

Zgodnie z Einsteinowska szczegdlng teorig wzglednosci, naszg czasoprzestrzen mozna modelo-
waé przestrzeniq Minkowskiego. Propagacja p6l na przestrzeni Minkowskiego jest opisana przez
réownanie Kleina-Gordona. Operator Kleina-Gordona, ktory okresla rownanie Kleina-Gordona,
jest podobny do operatora Schrodingera, jednakze ma przeciwny znak przed jedna z drugich po-
chodnych, co radykalnie zmienia jego wlasnoéci. Wzorujac sie jeszcze raz na Einsteinie, mozna
pojsé krok dalej i zatozyé, ze czasoprzestrzen jest zakrzywiona—w terminach fachowych, jest
opisana przez pseudoriemannowskq rozmaitosé z Lorentzowskq sygnaturg. Latwo uogdlnia sie
operator Kleina-Gordona na zakrzywiona czasoprzestrzen.

Projekt jest poswiecony badaniu operatoréow Schrodingera i Kleina-Gordona. Jest podzielony
na dwa zadania.

W Zadaniu 1 planujemy badaé¢ roézne klasy 1-wymiarowych operatoréow Schrodingera, ktore
moga zosta¢ rozwigzane w terminach funkcji specjalnych, np. stynnej funkcji hipergeometrycz-
nej Gaussa. Operatory beda zorganizowane w funkcje holomorficzne zalezne od zespolonych
parametrow.

Glowna motywacja dla tego zadania pochodzi z mechaniki kwantowej, w ktorej samosprze-
zone operatory Schrédingera grajg kluczowa role. W naszym projekcie badamy rowniez niesamo-
sprzezone operatory Schrodingera, ktorych fizyczna motywacja jest mniej oczywista. Jednakze
ta pozornie niefizyczna kategoria jest rowniez uzyteczna dla zastosowan w fizyce, poniewaz po-
zwala ona uzyskaé¢ oszacowania dla fizycznych przypadkéw przy pomocy poteznych metod analizy
zespolonej.

Glownym tematem Zadania 2 bedzie badanie operatora Kleina-Gordona na zakrzywionej
czasoprzestrzeni. Zadanie 2 jest umotywowane w duzej mierze przez kwantowa teorie pola. W
celu obliczenia amplitud rozpraszania potrzebna jest znajomosé tak zwanego propagatora Feyn-
mana, ktéry fomalnie moze by¢é traktowany jako jedna z odwrotnosci operatora Kleina-Gordona.
Naiwne podejscie do obliczania amplitud rozpraszania prowadzi do rozbieznych wyrazeri. Mozna
naprawi¢ ten problem przy pomocy procedury zwanej renormalizacjg. Aby ustali¢ przepis re-
normalizacyjny trzeba znaé szczegdly dotyczace asymptotyki propagatora Feynmana w poblizu
diagonali. Spodziewamy sie, ze nasze podejécie oparte na kwantyzacji Weyla doprowadzi do
efektywnej metody renormalizacji pol kwantowych na zakrzywionych czasoprzestrzeniach.

Nasze badania bedziemy prowadzi¢ zgodnie ze standardami Scistosci stosowanymi w bada-
niach matematycznych. Jednocze$nie spodziewamy sie, ze duza cze$é naszych rezultatéw rzuci
$wiatto na zagadnienia bliskie fizyce kwantowej.



