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R+ = {t ∈ R : t > 0}.Q4Ù®Ü�ÙéçêÝ�îuèÑÞ�îuØ�ûôÚ�ëÕÙêëÕï ØIù

z
�>û=Þ�=`è(ëÕÙêØ

Re z
ëÕÛDÜ2î

Im z
èN���JWLëÕîuï%Ü2Ý�î�ÜG¨ ë@� Ú�ëÇå»çêØ�� ï±çéë�Ý�î��PtS¨ Ûüî�ØuÝ�îuÞ $å»çéû=ó�W`ç(Ý�î��PtS¨wî�ØuûôÚ�ëÕÙéë2ï�W

z
Ô�¦2Ø�tüÙéç

z 6= 0
��óôë ûüÞ@= è�ëÕÙ

Phase z
èN��� îuçéØ$ëÕîuï%Ü2Ý�î�ÜG¨$ÙéçêÝ�îuèc�@ë å7Ü2Û=óDë-tüÝ�çè(Øuîuå»îuæÕÙ��P� ï ØIù

1
åýÞ�ûüó¤�uÚ õ�ùSW2Ý�WSå�ÛüëÕî�öJF ÜG� î�çêØýè çéØuæÕõ ï ë�åýÞ@=jÙéçêÝ�îuèÑÞ

z
ÔOT��P� î�çêØ�=`Þ`ó Ü2öÑú�Ø»óDÛôÜ2ö�óDë�åFÜG¨

Phase
ùôÜíö2ë�;£õ ï ö2Ý ùu�LîP� Øuì ï çéë�åFÜ2ï�W ï%Ü C \ {0} ëHåFÜ2Ûüóôë-tôÝuç®Ü2Ý�U å

S1 ç�ûüóôëÕûôë�åFÜG¨�óS�Y;£õ ï ö2Ý ùu���±ëëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇåwÔ
T���� îuçéØP=`ÞaóDÜ2öÑú�Øwõ úuÞÑåFÜG¨wó Ü2öLîuåFÜ2ï�Þ�Ý�U
ëÕî�ï%ÜíÝ�î�ØP��D

o E çAD O E Ô��¬ÛüîuÞ�Ú�ë-=Lï±ç ùu=`ÞG� ú�Ø$ï ëíó Ü2Ý ùôÜ óDÜóPF®õJ=aÜíÝ�îuÞGûôç���ë@� Ú�ëÇå»çêØ�� ï±çéë ï%Ü_D ÛôîP��� õ|=Lï±çéØIùüûüî�ØuæÕë ï çéú E ç§D Ûüî����±õ ï çêØ å»ç���öÑûüî�Ø�æ2ë
ï çêú E Ôj� ï ï�Þ@=Lçû+F®ëÇåýÞ ùüØ�tüÙéç±�±å»çéØ îuØ�ûüÚ(ëÕÙêëÕï Ø�;£õ±ï ö2Ý ùüØ
f
ç
g
ûSW�ëÕöÑÛôØ�tüÙéëÕï±Ø ï%Ü�Ú�ë�� îuè çéë2Ûôî�Ø

E
Ú�Øuå»ï Ø ùBÚ±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç

=LØßóDÛ=Þ�Ýuî�ï Ø ùP�9Ü
p
ùüØuûüó*Ú õ ï±öÑóôØ�=�ûüö�õ±Ú çéØuï ç®Ü î�è±çéëÕÛüõ

E
� óDë

f(x) = o
(
g(x)

) Ú ÛüîuÞ
x→ p

ëÕî�ï Ü2Ý�î�Ü
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Σ(x⊗ y) = y ⊗ x.
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%�Ü2úuï�W ÛüëÕÙ�� ë@� æÕÛ=Þ�åFÜ å'ï çéï çêØIùüûüî�ØIù Ú ÛDÜíÝuÞ�Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�� ;£õ ï±ö2ÝIùüë2ï%Ü@Fhr�å�Ùêçéï çêë�åýÞ�Ý�U�ï%Ü

B(H)èc�P��W2ÝßÞ�Ý�U�æÕÛDÜíï çéÝ�ÜG=Lç(ö2ë-=`è çéï%ÜíÝIùüç.Ùêçéï çêëÇåýÞ�Ý�U_;£õ ï±ö2ÝIùüë2ï%Ü@Fhr�ågÚ�ëÕû=ó Ü2Ýuç
B(H) 3 m 7−→ (x m y) ∈ C.

¦2Ø�û=ó*óôë�óDÜ2ö�îßå7Ü2ï ÜLÚ Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø���Ú ÛôØP� õ%Ü2Ùêï%ÜÍ� ë
B(H)

ç"ë2î�ï%Ü2Ýuî ÜG=SÞSùSW�û=Þ@= è(ë2ÙéØ�=
B(H)∗

Ô»�¬Ûüî�Ø $ûüóôÛôî�ØP�Xó¤��=�ëÕú�ï Ünó Ü2öÑú�ØGåýÞ�ÛurÕú�ï ç¢¨LùôÜ2ö2ëiîuè ç�r2Û�;£õ ï öíÝIùüëÕï Ü@Fhr�åZï Ü
B(H)

Ý�ç�W�æ@F®Þ�Ý�U�å
σ $ û+F Ü2è�ØIùóDëÕÚ�ëÕÙêëÕæÕçéç Ô0ø@çéØßóDÛüõJ� ï ë�ûôÚ±ÛDÜ åR� î�ç¢¨G�9ú�ØFùüØPtôÙéç

ϕ ∈ B(H)∗
�9Ü

m ∈ B(H)
�±óDëY;£õ ï öíÝIùüëÕï Ü@F®Þ

B(H) 3 r 7−→ ϕ(mr) ∈ C,
B(H) 3 r 7−→ ϕ(rm) ∈ C

ó Ü2öÑúuØ�ï%Ü2ÙêØ�ú
W��±ë
B(H)∗

ÔbV%õ ï öíÝIùüëÕï%Ü�F®ÞnóôØ�èN��� îuçéØ�=SÞnëÕîuï%Ü2Ýuî ÜG¨Hû=Þ�=`è(ëÕÙéÜG=�ç
ϕm

ç
mϕ

ë��±Ú(ë $å»çéØP� ï çéë±ÔÉ}	�±å»î�ëÕÛüë�å7Ü2ï±ç®Ü
B(H)∗ × B(H) 3 (ϕ,m) 7−→ ϕm ∈ B(H)∗,
B(H)×B(H)∗ 3 (m,ϕ) 7−→ mϕ ∈ B(H)∗î ÜG� ÜÇùSW�ï%Ü

B(H)∗
ûüóôÛôõ ö�óDõ±ÛS��è ç�=�ë@� õcF õ
ï%ÜG�

B(H)
Ô ò�óDÛüõ ö�óDõ Û=ÞGóDØ ù$èN��� îuçéØP=`ÞGõ úßÞÑå7ÜG¨�å�ÛôëÕî $� î�çéÜ2ÙéØv��Ôø@çéØuÝ�U

a
èN���±î�çéØ\ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛüØ�=gï ë2ÛS=LÜ2Ùéï�Þ@=�ï%Ü»Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç<"@çêÙéè�Ø�ÛüóDÜ

H
Ô�%¯r�å Ý�î�Ü2û�ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ2Ùéï±Øv=�r�å»ç£�±ú�Ø

a =

∫

Spa

λ dE(λ),

æ-� îuçéØ
E
ùüØ�û=óÊ=�ç®Ü2ÛSWàûüÚ(ØuöÑóôÛDÜ2Ùêï�W`îßå»çXW2î�Ü2ï�W`îBë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛôØP=

a
çN� ÙéÜ½� ë�å ëÕÙéï Ø ù�;£õ ï ö2Ý ùüç>è�ëÕÛôØuÙéë�å»ûôöÑçêØIù

f
ï%Ü R =aÜ{=`Þ

f(a) =

∫

Spa

f(λ) dE(λ),

ø@çêØ�Ý�U
χ

èc�P� î�çêØwØuåFÜ2Ùéõ%ÜíÝIùSW ÙéëÕæ2çéÝ�îuï�W î�� Ü2ï ç®Ü�í
χ(
;²Ü@F®ûôî

) = 0,
χ(

Ú ÛDÜ åR�%Ü
) = 1.

Z�ØuÛDÜ2îCùüØ�tôÙêç R ùüØuûüó(ùüØP� ï ë�ÜíÛôæÕõJ=�Ø�ï�óôëÇå�WBÛôØuÙ®Ü2Ý ùSW4î��±Øuì%ï çêë�å7Ü2ïJWBï%Ü4î�è±çéëÕÛüî�Ø7ÙêçéÝ�îuè ÛôîuØ�ÝuîuÞÑå»çéû=ó Þ�Ý�UA��óôë
fR(λ) = χ

(
R(λ)

) ùüØ�ûüóR;£õ ï±ö2ÝIùSW�Ý�U%Ü2ÛôÜ2ö�óDØ�Û=Þ�ûüó Þ�Ý�îuï�W�î�è çêëÕÛôõ
∆ = {λ ∈ R : R(λ)} ç»� ùüØPtôÙêç>ó Þ�Ùéö2ë

∆
ùüØ�ûüó4î�è çêëÕÛôØP= =LçêØ�Ûôî�Ü2Ùéï�Þ@=>¡

fR(a) = E(∆)
ùüØuûüó$Ûüî�õ±óôØ�=/ûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ2Ùéï�Þ@=�ë��±Ú(ë�å»ç®Ü{�%ÜÇùSW2ÝßÞ�=

∆
Ô

% � Ü2ÙéûüîuÞ@='Ý�ç�W�æ2õ�èN���±î�çéØP=`Þ�Ú±çéûDÜ{¨
χ
(
R(a)

) î Ü{=LçéÜ2ûüó
fR(a)

í

χ
(
R(a)

)
=

∫

Sp a

χ
(
R(λ)

)
dE(λ) = E(∆).

}Bè ÛDÜ2îBóôØ�æÕë�Ûüî�õ±óôõ
èN��� îuçéØ�=SÞ�ëÕîuï%Ü2Ý�î�ÜG¨àûüÞ@= è�ëÕÙéØP=
H
(
R(a)

) Ô
% óDØ�ï�ûôÚ�ëÕûSr2èlï%ÜG�%Ü2Ùêç�tu=`ÞHûôØuï û4åýÞ�ÛDÜíú�Ø�ï±çéë-=�ó Üíö�ç¢=�ùôÜ2ö

χ(|a| < 2)
�
χ(a2 = 1)

�
χ(a 6= 0)çêóôÚ.Ô÷Q4ÙéÜnÚ ÛôîßÞ�ö�F ÜG� õ

H(a = 1)
ùüØ�û=óHÚ�ë�� Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï çXW�å	F Ü2ûôï�W�ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

a
ë@� Ú�ëÇå»çéÜG�%ÜÇùSWíÝ
W



â�Ôãá
C∗ " Õ���#Ol��ck�Ö ÓÕÓ

åFÜ2Û=óDë-tüÝ�çCå	F£Ü2ûüï ØIù
1
�(Ü
χ(a = 1)

ùüØuûüó@Ûôîuõ±óDØP=/ï Ü�ó¤�àÚ�ë�� Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�ØP�.Ô­}$æGrÕÙéï çêØ ùüØ�tüÙéç
∆ ⊂ R ùüØuûüóÚ�ë@� î�è çêëÕÛôØP=�è�ëÕÛôØuÙéë�å»ûôöÑç¢=(��óDë

H(a ∈ ∆)
ùüØ�û=ó»Ú(ë@� Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çXW�ûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ2ÙéïJW�ë@� Ú�ë�å»ç®ÜG�%Ü�ùSW2Ý
W

∆
�Ü

χ(a ∈ ∆)
ùüØ�ûüó*ë@� Ú�ëÇå»çêØ�� ï±ç�=�Ûüî�õ±óôØ�='ûüÚ(Øuö�óDÛDÜíÙéï�Þ@=�Ôø@ÜGö2ëÕï çêØ�ÝHï çêï çéØ ùüûôîuØ�æÕëlÚ�ë��±ÛôëÕîP� î�çéÜ@F õnåýÞ@=�çéØuï ç�=`Þ öÑçéÙêö�Ü
ö2ëÕï�å Ø�ï Ý ùüç~� ë2ó Þ�Ý�î�W2ÝuÞ�Ý�U�ëÕÚ(ØuÛDÜ2Ý ùüçÜíÙéæÕØuè ÛDÜ2çêÝ�îuïÑÞ�Ý�U�ï%ÜwëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜíÝ�U.ÔO¦2ØPtôÙéç

R
ç
S
ûSWàë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜG=�ç<�±î�ç®Ü�F£ÜÇùSW2ÝßÞ@=Lç ï ÜwÚ±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï çc"@çéÙ $è�Ø�Û=ó Ü

H
�2óôëwûüÞ@= è�ëÕÙéØP=

R◦S èN��� îuçéØP=`Þ ëÕîuï%Ü2Ýuî ÜG¨»î3F®ëÕú�Øuï çéØýë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å
R
ç
S
Ô�% ûüî�Ýuî�Ø�æGrÕÙéï ëGtôÝ�ç

D(R◦S) = {x ∈ D(S) : Sx ∈ D(R)}.
Q@Ù®Ü

x ∈ D(R◦S)
èN���±î�çéØP=`ÞGÚ±çéûDÜ{¨

(R◦S)x = RSx
Ô © ç�=�ëaóDëHû=Þ�=`è(ëÕÙ�D

RS E �²è�Ø�î å Ø�ö�óDë2ÛDÜ8¡î�Ü2ÛôØuî�ØuÛüå»õ�ùüØP=`Þ5�±Ù®Ü(ó@î%$�à3ß�ô'&�é+ô)ÛaëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ
R◦S �²ï çêØSèN��� îuçéØP=`Þ ûüóôëÕûôë�åFÜG¨SóôØ�æÕëLëÕî�ï%ÜíÝ�î�Øuï ç®Ü�åÚ±ÛôîuÞ�Ú%Ü{� öÑõ���æG�±Þ

R◦S ï çêØ@ùüØ�û=ó½�±ë-=`Þ�ö�Ü2Ùéï�Þ<¡ßÔY�0ë��±ëÕè ï çêØ ûôõJ=j��ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å
R

ç
S
�0ë2î�ï%Ü2Ýuî Ü2ïJW

R + S
���±Øuì%ï çêõ�ùüØ�=SÞ�Ú Ûüî�Ø�î

D(R + S) = D(R) ∩D(S).¦2ØPtôÙêç�ûôõ<=aÜ
R + S

ùüØ�û=ó$ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüØ�=��±ë-=`Þ�ö�Ü2Ùéï�Þ@=(�(ûüÞ@= è�ëÕÙ
R +̇S

ëÕîuï%Ü2Ý�î�ÜG¨ èN��� îuçéØ:� ëG=LöÑï ç¢� $ÝuçéØ ûüõJ=`ÞlëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛSr�å
R

ç
S
�£Ú%ÜíóôÛôî õ�å7Üíæ�Ü�þ�ÔêÓo�G¡ßÔ:% Ú(ëÕîuëÕûüóDÜ@F®Þ�Ý�U Ú ÛôîßÞ�Ú ÜG� ö�Ü2Ý�U��±ë-=LöÑï ç¢��ÝuçéØë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

X
èc�P� î�çêØ�=`Þ�ëÕî�ï%ÜíÝ�î Ü{¨

X
Ô

}BûüóDÜíóDï±ç�=�å7Üíú�ï�Þ@=hÚ�ë�ùu��ÝuçéØP=(��ëGö�ó¤rÕÛ=Þ�=Éï%ÜíÙéØ�úßÞ åjó Þ�= =�çéØIùüûüÝ�õ å»ûôÚ�ë-=Lï±çéØ�¨$ùüØ�û=ó çéû=óDë2óôï%Ü
�±î�çéØP� î�çêï%ÜHëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛôÜ±Ô ø@çêØ�Ý�U

T
èN��� îuçéØ ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛôØ�= � ë-=�öÑï ç��ßó Þ�=�� î�çéÜ@F£ÜÇùSWíÝuÞ@=På°Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç

"*çéÙêè(ØuÛüó Ü
H
Ô­��ë@� î�è ç¢rÕÛ4Ùêçéï çêë�åýÞ

D ⊂ H
ï%Ü2îßå»çéØP=`Þ�çéûüóôë2óDïJW>� î�çêØ�� îuçéï�Wj� Ù®Ü

T
�ÕùüØ�tüÙéç

D ⊂ D(T )ë2ÛDÜ2î
T = T D.% Ú(ë@� ÛüëÕî�� îuç®Ü2ÙêØ$þ±Ôãâ Ú(ë@�%ÜG=`Þaõ ëÕæ-r2Ùéï çêØ�ï çêØ@óDØuæÕë�Ú(ëÇùu��Ý�çéÜ Ú(ë�Ý�U ë@� î
W2ÝuØwîàÚ±ÛDÜ2ÝßÞb�ÖÓ?�3  Ô

¾Í�uÐ
C∗ ( | � Â � ÃHx��

% Ú ÛôÜ2ÝuÞnèc�P� î�çêØ�=`Þ è%Ü2Ûu� î�ë Ýuî���û=óDë ö2ë2ÛôîuÞ�û=ó ÜG¨ îaóôØ�ëÕÛüçéç
C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè Û�Ô(% ûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë-tüÝ�çÊ�±Ù®Ü

C∗ $ÜíÙéæÕØuè ÛüÞ
A

èc�P� î�çêØ�=`Þ�ÛüëÕîuåFÜ2ú Ü{¨lÜ2Ùéæ2Ø�è Ûu�
M(A)

Ô ¦ÕÜ2ö2ënî�è ç¢rÕÛ
M(A)

=�ëÕú�ï%Ü ç�� Øuï�ó Þ�ì ö2ë�å7Ü{¨lîÚ±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï çXW�ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå�Ùéçêï çéë�åýÞ�Ý�U
a
ï%Ü

A
���±Ù®ÜHö�ó¤rÕÛ=Þ�Ý�U çéû=óDï çêØIùüØ ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ$Ùêçéï çêë�åýÞ

a∗
óDÜ2öÑú�Ø

�±î�ç®Ü�F£ÜÇùSW2ÝßÞ�ï%Ü
A
ó Üíö�ç�� ú�Ø

b∗ac = (a∗b)∗c�±Ù®Ü�å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
b, c ∈ A Ô M(A)

ùüØuûüó
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±Û¤W�îBùüØ��±Þ�ï ö3W<��Ü

A
î�Ü2ïÑõ Ûôî�Ü�ûôç¢� å

M(A)
ùôÜ2öíëçêûüóôë2óDï�Þ ç��±Ø Ü@F ÔÊ��ë2ï%ÜG�±óôëwùüØ�tüÙéç

B
ùüØ�ûüó

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±Û¤W îýùüØP�±Þ�ï ö3Waî Ü å»çêØ�ÛDÜ�ùSW2Ý
W
A
ùôÜíö2ëaçêûüóôë2óDï�Þ ç��±Ø Ü@Fz�óôëBçéû=óDï çêØIùüØ Ø�Ú ç¢=LëÕÛ=ì%î�=Áî

M(A)
ï%Ü

B
èN���JW2ÝuÞ`ç�� ØuïÑó Þ�Ýuî�ï ë-tüÝ�ç�Wwï Ü

A
Ô ª Üíú��±Þ`Ø�ÙéØP=LØuï�ó

a ∈ A åýÞ $îuï%Ü2Ýuî ÜwØ�ÙéØP=LØuï�ó
M(A)

�%Ü2ï�Þ Ú Ûüî�Ø�îs=�ï ëÕú�Øuï çéØFî*ÙêØuå ØIù�ûüóDÛüëÕï�Þ Ú Ûüî�Ø�î
a
Ô�% ÛôëÕîP� î�çéÜ2ÙéØ~�$èN���±î�çéØP=`Þå»çêØ�ÙêëÕöÑÛôë2óôï çéØ@õ úuÞÑåFÜG¨SÚ�ë�ùu�uÝ�ç®Ü_å�î�ã�î3æ�î*)Gôhô�â+å)ÜÞô£é+å.ï%Ü

M(A)
Ô»¦2Ø�ûüó»óôë óDëÕÚ�ëÕÙéë2æÕç®ÜwåýÞ�îuï%Ü2Ýuî�ëÕï%Ü�Ú Ûüî�Ø�îÛüë��±î�çéï<�$Úcr�F®ï ëÕÛu=

M(A) 3 a 7−→ ‖ax‖+ ‖a∗y‖æG� î�çêØ
x, y ∈ A

Ô�� ï ï�Þ@=�çFû+F®ë�åýÞ ùüØuûüó óôëGï%ÜÇùüûÞF£Ü2è ûüî Ü
óôëÕÚ(ë2ÙéëÕæÕçéÜ<�"å�öÑóSrÕÛôØ ù�� Ù®Ü�öíÜíú�� ØuæÕë
x ∈ Aë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï ç®Ü

M(A) 3 a 7−→ ax ∈ A,
M(A) 3 a 7−→ a∗x ∈ A
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û¤W Ý�ç�W�æ@F Ø2Ô

Q4Ûôõ æ2ç�='åFÜ2ú�ï�Þ@=PÚ�ë�ùu�uÝ�çéØP=°ùüØ�ûüó¬=�ëÕÛüì%îP=
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è ÛuÔ © ëÕÛ=ì%î�=�Ø�=�î

C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞ A � ë
C∗ $Ü2Ùéæ2Ø�è Û=Þ

B
ï%Ü2îßÞ�åFÜG=`Þ ∗ $ U ë-=�ë-=�ëÕÛüì î�=

ϕ
�±î�ç®Ü�F£ÜÇùSW2ÝßÞ�î

A
� ë

M(B)
ó Ü2öÑç£��ú�Øàî�è ç¢rÕÛ

ϕ(A)B

ùüØ�û=ó@æG��ûüó Þ å
B
Ô�%nÜ2Ûôõ±ï Ø�ö�óôØ�ï¼�£îuåFÜ2ï�Þ å7Ü2Ûüõ ï öÑçéØP=�ï çéØuî�� ØuæÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï çéÜ8¡7Ú(ë2îuåFÜ2Ù®Ü�ï%Ü�Ú ÛôîuØ��cF®õ $ú Ü2ï±çéØ

ϕ
� ë�ë��±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéÜ

M(A) → M(B)
��Ü�óôë
î�ö2ëÕÙêØ�ç\õJ=Lë2ú�ÙéçÖå»ç®Ü�ûüö�F ÜG�%Ü2ï±çéØj=LëÕÛ=ì%î�=jr�åwÔ

³>è ç�r2ÛÊ=Lë2Ûüì%îP=�r�å î
A
�±ë

B
ëÕîuï%Ü2Ýuî ÜG=`Þ

Mor(A,B)
Ôø@çéØuÝ�U

H
èc�P� î�çêØBÚ Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±çXWÍ"@çêÙéè�Ø�ÛüóDÜ±Ô§C@ÙéæÕØuè ÛS�@ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å îuåFÜ2Û=ó Þ�Ý�U(� î�çéÜ@F£Ü�ùSW2ÝuÞ�Ý�U�å

HëÕî�ï Ü2Ý�î�ÜG=`Þ û=Þ@= è(ë2ÙéØ�= K(H)
ÔO³>è ç¢rÕÛ

Mor(A,K(H))
=�ëÕú�ï ÜBõ±óDëÕúuûDÜG=�ç�¨Fî�Øýî�è±çéëÕÛüØ�=�å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�Uï çéØuî�� ØuæÕØ�ï±Ø�Ûôë�åFÜ2ï�Þ�Ý�UGÛôØuÚ ÛôØuî�Ø�ï�óDÜ2ÝIùüç

A
å�Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï ç�"*çéÙêè(ØuÛüó Ü

H
Ô

}$Ú±ÛSr�Ý�îwØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å
M(A)

ÛüëÕîuåFÜ2ú Ü{¨SèN��� îuçéØP=`Þ�ó ÜíöHîuåFÜ2ï ØàØ�ÙéØP=LØuï�ó Þ ûüóDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûôî�ë2ï Ø`î
C∗ $Ü2Ùéæ2Ø�è ÛSW

A
Ô	9��uûüóôëHî�� Øßì%ï çéë�åFÜ2ï�ÞGëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2Û

T
� îuç®Ü@F ÜÇùSW2ÝßÞ�ï Ü

C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛôîuØ A ï%Ü2îuå»çêØ�=`Þ�û=óDë�å7Ü $ÛôîßÞ�ûüî�ëÕï�Þ@=�î
A
�íùüØPtôÙéç>çéûüóôï çéØ ùüØ

z ∈M(A)
ó Ü2öÑç£�±ú�Ø ‖z‖ ≤ 1

ëÕÛDÜ2î
(
x ∈ D(T )
y = Tx

)
⇐⇒

( çêûüóDï±çéØIùüØ
a ∈ A ó Üíö�ç�� ú�Ø

x = (I − z∗z) 1
2a

ëÕÛôÜ2î
y = za

)

� Ù®Ü å»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U
x, y ∈ A

Ô¹% ó Ü2öÑç¢= Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±ö�õ Ú çêûôî�ØP=`Þ
T η A

Ô ª Üíú��±ÞmØ�ÙéØP=LØuï�ó
a ∈ AåýÞ�î�ï%Ü2Ýuî Ü`ØuÙéØP=LØuïÑó\û=óDë�å7ÜíÛôîuÞ�ûüî�ëÕï�Þ�î

A
�%Ü2ï�Þ�Ú ÛôîuØ�î¬=Lï ë2ú�Ø�ï±çéØ»î@ÙêØuå ØIù\û=óDÛüëÕï�ÞLÚ±Ûôî�Øuî

a
ÔÉ}Bö�Ü2îuõ�ùüØûôç¢�G�"ú�ØÍ=�ëÕÛüì î�=`Þ

C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è ÛBÚ±Ûôî�ØP�cF õ±ú ÜÇùSW ûôç¢� ï%ÜHÝ Ü@FéÞlî�è ç¢rÕÛBØuÙéØ�=�Ø�ï�óSrÇå°ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ�Ý�U>Ô�%ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuçp� Ù®ÜY=�ëÕÛüì î�= õ
π ∈ Mor(A,B)

ç
T η A

=LÜG=`Þ
π(T ) η B

Ô
³>è ç�rÕÛ ØuÙéØ�=�Ø�ï�óSrÇåZûüóDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûôî�ë2ïÑÞ�Ý�U î

C∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û¤W K(H)
=�ëÕú�ï%Ü�õ±óDë2ú�ûDÜ{=Lç¢¨ îuØnîuè çéëÕÛüØ�=

C (H)
å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U¥� ë-=�ö�ï±ç��uó Þ�Ý�U ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å �±î�ç®Ü�F£ÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�U�å

H
ÔÉ��ë@� ëÕè ï çêØ­� ÙéÜ`ï çêØ�î��±Ø�æÕØuï Ø�Ûüë $å7Üíï ØIù

C∗ $ Ú�ë�� Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞ B ⊂ B(H)
�(îuè ç�rÕÛ@Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ�Ý�U î

B
ç¢� Ø�ï�ó ÞÑì%öÑõ�ùüØP=`ÞGîÚ(ë@� îuè çéëÕÛüØ�=�å

C (H)�¬Ûüî�ØuÝ�U ë��±î�ç�=SÞ$óDØ�ÛôÜ2îÉ� ë»ëÕûüóDÜíóDï±çéØ�æ2ë*î�Ü2æ�ÜG�±ï çéØuï ç®Ü7ï çêï çéØ ùüûôîuØ�æÕë»Ú�ë�� ÛüëÕî��±î�ç®Ü�F õ.Ô0ø@çêØ�Ý�U
A
èc�P� î�çêØ

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛSWGç7ï çêØ�Ý�U
T1, . . . , TK

èN����W Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó ÜG=�çFû=óDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûüî�ëÕï�Þ@=�ç@î
A
ÔÌ�0ë�å»çéØ�=SÞ-�FúuØ

C∗ $Ü2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ
A

ùüØuûüó æ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï%ÜGÚ ÛôîuØ�î
T1, . . . , TK

��ùüØPtôÙêç�� ÙéÜ(� ë�å ëÕÙéï�Þ�Ý�U�Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï çR"*çéÙêè(ØuÛüó Ü
H
�ï çéØuî�� ØuæÕØ�ï±Ø�Ûôë�åFÜ2ï Ø ù

C∗ $ Ú(ë@�%Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ B ⊂ B(H)
ç"ÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùüç

π
Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞ

A
å�Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç

H=aÜ{=`Þ
(
π(T1), . . . π(TK) η B

)
=⇒

(
π ∈ Mor(A,B)

)
.

% Ú(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü2ÙêØ5��Ô âlå»Ú Ûôë�åFÜG� î�ç¢=`Þ�õ ëÕæ-rÕÙêï çéØuï çéØHÚ�ë�ùu�uÝ�ç®Ü
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=ÞiæÕØ�ï±Ø�Ûôë�åFÜ2ï Ø ù�Ú±Ûôî�ØuîØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó ÞHûüóôë�å7Ü2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï ØíÔ

¾j�zû + |�ýý� | z`tS� Àö� ����}"|
% öíëÕï û=óDÛôõ±ö2ÝIùüç0ö�å7ÜíïÑóôë�åFØ ù@æÕÛôõ Ú�Þ_D

az + b E èN���±î�çéØP=`ÞHõ úßÞÑå7ÜG¨SÚ%Ü2ÛôÜG=LØßóDÛüõ¥�±ØP;£ëÕÛu=aÜ2Ý ùüç
q
�%ö�ó¤rÕÛ=Þèc�P� î�çêØ$Ú(ë2ûüó ÜíÝ�ç

q = exp
{(
x+ i N

2π

)−1
}
,



â�Ôñð ¶ÎÕ�,-
�ÕëÔ � 
 � l.
�n� PÕ Ó�á
æG� î�çêØ

x
ùüØuûüó@ÙéçêÝ�î�èJW�Ûüî�Ø�ÝuîuÞÑå»çéû=ó�W>=�ï çêØIùüûôî�W�ë@��î�Ø�ÛôÜ<�(Ü

N
ùüØ�û=ó4Ú%ÜíÛôîuÞ�û=ó�WaÙêçéÝ�îuè�W Ý Ü@F®ö2ë�å»çêó¤WLÛurÕú�ï�Wë@�Hî�ØuÛDÜ±Ô§% ÛôÜ2Ý�UÑõ ï ö�Ü2Ý�U�ç>ëÕîuï%Ü2Ý�îuØ�ï çéÜ2Ý�U èc�P� î�çêØ�=`Þ�å»çéØuÙéëÕöÑÛüë2óDï çêØ4õ úßÞÑå7ÜG¨$çêïJ� Øuö�ûur�å�Ú Ûüî�Ø�è±çéØ�æÕÜ $ùSWíÝuÞ�Ý�U�î�è±ç�rÕÛ {0, 1, . . . , N − 1} � ùüØ�tüÙéç N > 0

Ùéõ è {N + 1, N + 2, . . . , 0} � ùüØ�tüÙéç N < 0
Ô_C4è�Þõ±Ú Ûôë-tüÝ�ç¢¨
ç»ûôöÑÛSr�Ý�ç¢¨
î�Ü2Ú çéû�å»ûôîP��� îuçéØGõ±úuÞÑå7Ü{=`Þmï±ë2ó Ü2Ý ùüçR� Ù®Ü

N > 0
ÔÏ��ÛôîßÞ ùu��Ùéç¢tS=`Þ�öíëÕï�åFØuï ÝIùu�{�å Ø��±ÙéØwö�ó¤rÕÛüØIùP�íùüØ�tüÙéç

N < 0
�±óôëLû=Þ�=`è(ëÕÙêØBó Þ�Ú õ

{0, 1, . . . , N − 1}
Ùêõ è

N−1∑

k=0

ï Ü2ÙéØuúuÞ�ÛôëÕîuõJ=�çéØ�¨�ë@� Ú(ë�å»çêØ�� ï çêë ùôÜ2öíë {N + 1, N + 2, . . . , 0} ç 0∑
k=N+1

Ô Z�ÜíöíÜ ö2ëÕï�å Ø�ï Ý ùôÜ�ï±çéØ
õ�óDÛôõ<� ï ç®Ü îuÛôëÕîuõJ=LçêØ�ï çéÜ`óDÛüØ�tôÝuç�=aÜíóôØ�=LÜíó Þ�Ý�îuï ØIù7óDØ�öÑû=óDõ���Ü�Ú(ëÕîßå7ÜíÙ®Ü õ ï çêö�ïJWG¨wÚ çéûôÜ2ï ç®ÜY� õ±ú�ØIùýçéÙêë-tôÝuçå»îuëÕÛSr�å åÙ�±å�r�Ý�U�å7ÜíÛôç®ÜíïÑóDÜ2Ý�U_ÒàùüØP� ï ØuæÕë��±Ù®Ü

N > 0
�9ÜÍ�±Ûôõ æÕçêØ�æÕëÍ� ÙéÜ

N < 0
Ô



� W°��YZ���"��o /

0 1"�°	��/^������ b°��cZdÉ� 2
az + b 3

Ð>�P� 4 x�Ñ � | sa} � } ∗ ( | � Â � ÃHx�| � t �65 |
ª Ù®Ü2û=Þ�Ýuî�ï%ÜBæ2Ûôõ Ú%Ü¬D

az+b E ùüØ�ûüó¬æ2Ûôõ Ú�W$Ü�ì%ï çéÝuî�ï�Þ�Ý�ULÚ±Ûôî�ØuöÑûôîuóDÜ@F ÝuØ��LÚcF£Ü2ûüî�ÝuîuÞ�î�ï�Þ�î�ØuûôÚ�ëÕÙéë2ï ØIù C î�Ü $Ý�U ë�å»õ�ùSW2ÝßÞ�Ý�U�ëÕÛôçêØ�ï�ó ÜíÝIùu�2Ô§T���� îuçéØP=`ÞaóS�$æÕÛôõ ÚN�BëÕîuï%Ü2Ýuî ÜG¨$û=Þ�=`è(ëÕÙêØ�=
G 7�8 Ô»¦2Øuûüó*ëÕï%Ü æ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï%ÜÚ ÛôîuØ�î$óDÛôÜ2ï ûüÙ®Ü2Ý ùüØ

C 3 z 7−→ z + b ∈ C,æ-� îuçéØ
b
ùüØuûüós� ë�åFë2Ùéï�W ÙéçêÝ�îuè�W î�ØuûôÚ�ëÕÙéëÕïJW<�%ëÕÛDÜíî$î�Ø�ûüÚ(ë2ÙéëÕï Ø�U ëG=Lë2óôØuóôçéØ

C 3 z 7−→ az ∈ C,Ú ÛôîßÞ�ÝuîuÞ@=
a ∈ C \ {0} Ô G 7�8 ùüØ�û=ó�ë�ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çéØHæ2Ûôõ Ú�W°H"çêØ�æÕë���Þ@;£Øuë-=�ëÕÛüì%Ýuî�ï�WlîHÛüëÕî�=LÜ2çêóôë-tôÝuçXW

(C \ {0})× C Ô�% ï%Üíóôõ ÛDÜ2Ùêï�Þ�=�õ±ö�F ÜG� îuçéØSå»ûüÚcr@F ÛôîP��� ï�Þ�Ý�UlëÕÚ�Ø�ÛôÜ2ÝIùôÜj=Lï ë2ú�Ø�ï±ç®Ü å
G 798 åýÞ�æÕÙXWG� Üå�ï%Üíûüó¤�uÚ õ�ùSW2ÝßÞHûôÚ�ëÕûurÕè�í

(a, b)(a′, b′) = (aa′, ab′ + b).��ë�åýÞ�ú�ûüî ÜaÛüØ�æÕõcF ÜY=Lï ë2ú�Ø�ï±ç®Ü ûôõ±æÕØ�Ûüõ�ùüØG�9è�ÞHõ±óôëÕú�ûôÜG=Lç¢¨
G 7�8 î$æÕÛôõ±Ú�Wj=LÜ2ÝuçéØ�ÛüîuÞaÚ(ëÕû=ó Ü2Ýuç

(
a b
0 1

)
,

� á�ÔêÓo¡
æ-� îuçéØ

a ∈ C \ {0} �©Ü b ∈ C Ô5��ÛôîßÞ ó Þ@=,õ±óDë2ú�ûDÜ{=LçêØ�ï çêõ|� îuç®Ü@F Ü2ï çêØLØuÙéØ�=�Ø�ï�óôõØ� á�ÔêÓo¡wï%Ü
z ∈ CëÕÚ çêûDÜ2ï Ø»ùüØ�ûüó�=�ï ëÕúuØ�ï çêØ�=�=LÜ2ÝuçéØ�Ûüî�ë�åýÞ@=(�"Ú�ë@� åFÜ2Ûüõ ï öÑçéØP=(�"úuØ�õ�óDëÕúuûDÜG=�ç�=`Þ

z
î ö2ëÕÙêõJ=Lï±ëÇåýÞ@=åFØuö�óDëÕÛüØ�=

( z1 )
í

(
a b
0 1

)(
z
1

)
=

(
az + b

1

)
.

}BÚ çéûüî�Ø�=SÞ óDØuÛDÜ2î@Ü2Ùéæ2Ø�è Ûu�
A 798 ;£õ ï öíÝIùüç%å»çéØuÙéë-=�ç®Ü2ï±ëÇåýÞ�Ý�U�ï%ÜwæÕÛôõ±Ú çéØ

G 798 Ô§C4ÙêæÕØ�è ÛôÜwóDÜàæ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï%ÜùüØ�û=ó@Ú±Ûôî�Øuî��±å»çéØv;£õ ï öíÝIùüØwå»ûôÚNr�F Ûüî��P� ï ë-tüÝ�çéë�å Ø
a :

(
a′ b′

0 1

)
7−→ a′ ∈ C \ {0},

b :

(
a′ b′

0 1

)
7−→ b′ ∈ C.

Ó ð



á�Ô â ����� f ��: eNk � l1g?i�k � l.
�f!��f����Al1k�i@Õ ÓÇÿ
© ï ëÕú�Øuï çéØSØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å

A 798 Ú�ë�Ý�U ë@� îuç�î_�²Ú Ûüî�Ø�=�çéØuï ï ØuæÕë�¡~=Lï ë2ú�Ø�ï±ç®ÜY;£õ ï ö2Ý ùüç�ï%ÜLî�è çêëÕÛôîuØ
G 798 Ôs%ÜíÙéæÕØuè ÛôîuØàóôØIù*çêûüóDï±çéØIùüØFùüØP�±Þ�ï ö�Ü

I
�9ó£ùuÔ�;£õ ï ö2Ý ùôÜ�óôëÕú�ûôÜG=LëGtôÝ�çêë�åFëLÛSr�å»ï%Ü

1
Ôs³.Ü2õ�å7Üíú�=`ÞG�(úuØSØuÙéØ�=�Ø�ï�ó

a ∈ A 798 ùüØuûüó»ë@�±å»ÛDÜíÝ Ü2ÙêïÑÞ2ÔÉ��ëÕï ÜG�±óDë�ûüÚ ÛôîP��ú�Øuï çéØàî�ØuûôÚ�ëÕÙéë2ï Ø$Ú(ë2îuåFÜ2Ù®Ü`å»Ú Ûüë�å7ÜG�±î�ç�¨wï%Ü A 7�8 ûüóôÛôõ ö $óôõ ÛS� ∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=ÞÕÔ}BÚ�Ø�ÛDÜíÝIùüØ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛDÜ2çêÝ�î�ï±ØSæÕÛüõ Ú�Þ
G 7�8 ï%Ü{�%ÜÇùSW�Ü2ÙêæÕØ�è±Ûôî�Ø

A 798 � ë@�%ÜíóDöíë�åÊWaû=óDÛüõ ö�óDõ Ûu�2Ô © ï±ëÕú�Øuï çéØØuÙéØP=LØuïÑóSr�ågæÕÛôõ±ÚÑÞ�Ú�ëÕîuåFÜ2ÙéÜLî��±Øuì%ï çêë�å7ÜG¨½� Ù®ÜÍ� ë�å ëÕÙéï Ø ùR;£õ ï öíÝIùüç
f ∈ A 798 ;£õ ï öíÝIùu�:�±å�r�Ý�UGî�=�çéØuï $ï�Þ�Ý�U

∆(f)(g1, g2) = f(g1g2).�0ëÕï çêØuåFÜ2ú½=�ëÕúuØ�=`Þ õ±óôëÕú�ûôÜG=�ç�¨$Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø��Gå»çêØ�Ùêë-=LçéÜ2ïJr�åÏ�±å�r�Ý�U�î�=�çéØ�ï±ïÑÞ�Ý�UGï Ü
G 798 îSÜ2ÙéæÕØuè ÛDÜ $çêÝ�îuïÑÞ@=�çêÙéë�Ý�îuÞ�ï ØP=póôØ�ï ûüëÕÛôë�åýÞ@=

A 798 ⊗A 7�8 �±ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ ∗ $ U ë-=�ë-=Lë2Ûüì%îP=
∆: A 798 −→ A 7�8 ⊗A 798 .

Ë�ÙêØ�=�Ø�ï�ó»ï Ø�õ�óDÛDÜíÙéï�Þ
e ∈ G 7�8 åýÞ�ÛurÕú�ï±ç®Ü Ý�U%Ü2ÛôÜ2ö�óDØ�Û ε ï%Ü ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±Ûôî�Ø A 7�8 �%Ü2ï�ÞHÚ Ûüî�Øuî

ε(f) = f(e).

% ÛôØuûôîuÝ�çéØwëÕÚ�Ø�ÛôÜ2ÝIùôÜ�è ÛôÜ2ï ç®Ü ØuÙéØP=LØuïÑóôõ ë��±å»Ûüë2óDï±Ø�æÕë�Ú(ë2îuåFÜ2Ù®Ü î��±Øuì%ï çêë�å7ÜG¨wë@�±å»î�ë2Ûôë�å7Üíï çéØ
κ : A 798 −→ A 798å»îuëÕÛôØP=

κ(f)(g) = f(g−1)
ÔÊ¦ÕÜíö2ëaÚ�ë�Ý�U ë��±î
W2ÝuØàë@��Ú ÛôîuØ�öÑûôîßó Ü@F®Ý�Ø�ï±ç®Üaîuè çéëÕÛüõ

G 7�8 �9ë@�±å»î�ëÕÛüë�å7Ü2ï±çéØ
κ
ó Ü2öÑú�ØFùüØuûüó ∗ $ U±ë-=LëG=LëÕÛ=ì%î�=�Ø�=�Ô; Üíó å ë ûôÚ ÛôÜ�åR�±î ÜG=`ÞG�"ú�Ø ï%Ü�æ2Ø�ï ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ2Ý�U

a
ç
b
î�� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï Ø åýÞ�úuØIùwë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï ç®Ü�Ú±ÛôîuÞ ù $=`õ�ùSW ï%Ü2ûüóS��Ú õÇùSW2Ý�Øwå7ÜíÛüóDëGtôÝ�ç�í

∆(a) = a⊗ a,
∆(b) = a⊗ b + b⊗ I,ë2ÛDÜ2î

ε(a) = 1, κ(a) = a−1,
ε(b) = 0, κ(b) = −a−1b.}	�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéÜ

∆
�
ε
ç
κ
ï Ü2îuÞÑåFÜG=`Þ ë@� Ú�ëÇå»çêØ�� ï±çéë$ö2ëG=Lï ë2ú�Ø�ï±çéØ�=¥��ö2ëÇùüØ��±Þ�ï ö3Wwç ö2ë�ë���å»Ûôë2óôï ë-tôÝuçXWÙêõ èlÜ2ï�ó Þ�Ú�ë�� ØP=(�"ï ÜíóDë-=�ç®Üíûüó@ûüóDÛüõ ö�óDõ Ûu�

(A 7�8 ,∆, ε, κ) ∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û¤W�"@ëÕÚ<;²Üb�[�ÖÓ+ h¡R;£õ ï ö2Ý ùüç©å»çéØuÙéë-=�ç®Ü $ï±ëÇåýÞ�Ý�U�ï%Ü�æ2Ûôõ Ú çêØ­D
az + b E Ô¬ø@çêØuóôÛôõJ� ï±ë�ûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨{��úuØ�=aÜ2ÝuçéØuÛôî

(
a b
0 1

)
∈M2(C)⊗A 798

ùüØuûüó*ö2ë2ÛôØ�Ú±ÛôØ�îuØ�ï�ó ÜíÝIùSW
A 7�8 �²Ú%Ü�óDÛôîj� Ó� X¡ßÔ

Ð��¤¾ r t�Å7sßt=< � x±Å � þ.v"x�Å � �Hs � s � Ã � x0v0|
H"ØßåFëÕû=óDÛüëÕï ï çêØHï çéØuî�=�çéØ�ï±ï çéÝuî Ü5=�ç®Ü2ÛôÜ5"@ÜÕÜ2ÛDÜ�ï%ÜlæÕÛôõ Ú±çéØ

G 798 ùüØ�ûüó Ü2è ûôë2Ùéõ±óôï çéØ�ÝuçXWÑæ�F£Ü å»î�æÕÙ¢��� ØP=
=�ç®ÜíÛüÞ>HCØuè(ØuûôæÕõ±Ø?>ñÜLï%Ü

(C \ {0})× C î$åFÜ2æ8W
ρ : (C \ {0})× C 3 (z1, z2) 7−→ 1

|z1|4
∈ R+,



Ó�þ á @A�@Õ±g�ÖOn � 
�ÕB#OkcÓ±e3ÕDC
az + b E

ó Ü2ö�å»ç��uÝàë2î�ï%Ü2Ýuî ÜÇùSWíÝwóS��=LçéÜ2ÛS�BÚ±Ûôî�Øuî
h F ��=LÜG=`Þ

∫

G 798 f dh F =

∫

(R2\{(0,0)})×R2

f(x + iy, z + it)
dx dy dz dt

(x2 + y2)2
.

��ÛDÜ åFë2ûüóDÛüëÕï ï çêØwï çéØuî�=�çéØ�ï±ï çéÝuî
W:=�ç®Ü2Ûu�v"4ÜÕÜíÛDÜ
h G =LëÕúuï%Ü ëÕè ÙêçéÝ�îßÞ@¨$ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ý`îwî�Ü2ÙéØuú�ï ë-tüÝ�ç

∫

G 798 f dh G =

∫

G 7�8 κ(f) dh F
ç>å»î�ë2Ûôõ�ï%Ü�öíë�ë@�±å»Ûüë2óDï ëGtS¨

κ
í
(
κ(f)

)
(z, z′) = f(z−1,−z−1z′).

}4óDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ
∫

G 798 f dh G =

∫

(R2\{(0,0)})×R2

f(x+ iy, z + it)
dx dy dz dt

(x2 + y2)
.

% ûüî�Ýuî�Ø�æGrÕÙéï ëGtôÝ�çp;£õ ï±ö2ÝIùôÜÍ=�ë�� õ±Ù®Ü2Ûüï%Ü æÕÛôõ±ÚÑÞ
G 7�8 �%Ü2ï%Ü@ùüØ�û=ó»åýÞ�ÛôÜ2ú�Øuï çéØP=

dh G
dh F (z, z′) = |z|2.

Z�ØuÛDÜ2î>=LëÕúuØ�=`Þ ÛüëÕîuåFÜ2úuÞ@¨HÚ Ûüî�ØuûüóDÛüî�ØP�Æ"*çéÙêè(ØuÛüó Ü
H = L2(G 7�8 , h G ) Ô°V%õ ï±ö2ÝIùüØ a ç

b
æ2Ø�ï ØuÛôõ�ùSW2ÝuØ

∗ $ ÜíÙéæÕØuè ÛS�R"*ëÕÚ<;²Ü A 7�8 �²Ú%Ü�óDÛôî*Ú�ë�� ÛüëÕî��±î�ç®Ü�F(á±ÔêÓ?¡O=�ëÕúuØ�=`Þ óôØ�ÛôÜ2î@îuÛôØ�Ü2Ùéçêî�ë�å7Ü{¨©ùôÜíö2ë��±ë-=LöÑï ç¢�uóôØG�Ñæ-� $ûüóôëaî��±Øuì%ï çêë�å7Ü2ï±Ø ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ=Þ ï%Ü
H
�9ö�ó¤rÕÛ=Þ�Ý�U°� î�çéÜ@F£Ü2ï±çéØwÚ(ë2ÙéØ�æÕÜ�ï%Ü�=Lï ë2ú�Ø�ï±çéõ
Ú±Ûôî�ØuîSóôØ½;£õ ï öíÝIùüØíÔ

}BÝ�îuÞÑå»ç¢tôÝ�çêØFëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛüÞwóDØ7ûSW­=�ë�Ýuï ë4Ú Ûüî�ØP=LçêØ�ï ï Ø{��Ü4çêÝ�U`ûôÚ�Ø�ö�óôÛDÜBû¤WBÛur�å»ï Ø7Ý Ü�F ØIù�ÚNF£Ü2ûüî�Ý�îßÞ@µ�ï çêØ7î�Ø $ûôÚ�ëÕÙéë2ï ØIùuÔ���ëÕï%Ü{�±óDëàëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ=Þ óDØ»û¤Wwï ëÕÛu=aÜíÙéï ØíÔ§Q4ëÕöJF ÜG� ï çêØ»óôØ»ûDÜG=�Øýå	F£Ü2ûüï ë-tôÝuç1=aÜÇùSW$ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛüÞ
(a⊗ a, a⊗ b+ b⊗ I)

� î�çéÜ@F£ÜÇùSWíÝ�Ø@å Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï ç
H ⊗H ÔOT��P� î�çêØ�=`ÞLõ±óDë2ú�ûDÜ{=LçéÜG¨¬;£õ ï±ö2ÝIùüØ$ÝuçXWÑæ�F Øï%Ü

G 798 î ë��±Ú(ë�å»çéØP� ï ç¢=LçCëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛôÜG=�ç�=�ï ëÕúuØ�ï çéÜaï%Ü
H

ç�õ úuÞÑåFÜG¨Í� Ù®Ü�ó Þ�Ý�U �²ÜaÚ ÛôçêëÕÛôç0ÛSr2ú�ï�Þ�Ý�U1¡ëÕè çêØ�ö�ó¤r�å ó Þ�Ý�U�ûDÜG=SÞ�Ý�U�ëÕî�ï Ü2Ý�îuØ��.Ô

Ð>�[Ð r t�Å7sutH<
C∗ ( | � Â � ÃHx��

© ÜÇùSW2Ý Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�ØP�¼"@çêÙéè�Ø�Û=ó Ü
H = L2(G 798 , h G ) =�ëÕú�ØP=`ÞGÚ±ÛôîuÞ�û=ó�WÑÚ ç�¨Í� ë ö2ë2ï ûüóôÛôõ öíÝIùüç¬ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛôÜ

ª Ü2Ý Ü $ Z�Üíö2Ø�ûôÜ2öÑçéØuæÕë:� ÙéÜ`æÕÛôõ±ÚÑÞ G 798 �²Ú%ÜíóôÛôîY� ÓÇâ3 X¡ßÔO¦2Ø�ûüóýóôë ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ õ ï çÖó Ü2ÛüïÑÞj� îuç®Ü@F ÜÇùSW2ÝßÞ�å Ú Ûüî�Ø $ûüóôÛôî�Øuï ç
H ⊗H = L2(G 798 ×G 798 ) î��±Øuì%ï çêë�å7Ü2ï�Þ å»î�ë2ÛôØ�=

(
Wf

)
(g, g′) = f(gg′, g′)

� Ù®Ü
f ∈ H ⊗H çCÚ ÛôÜ�å»çêØ$å»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U

g, g′ ∈ G 7�8 Ô�}BÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛýóDØ�ï(=aÜ å»çêØ�ÙéØwÝuçéØ�ö�Ü åýÞ�Ý�U
å	F£Üíûôï ë $tôÝuç Ô(�¬Ûüî�ØP� Øaå»ûôîßÞ�ûüóDöÑç¢=�ùüØuûüó óôë�ó Üíö îßå7ÜíïÑÞnëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ�= õ ÙÖó Þ�Ú±Ùéçéö�Üíó ÞÑå»ï�Þ õ ï çÖó Ü2Ûüï�Þ �£Ú%ÜíóôÛôî�� ð{ X¡ßÔ



á�Ôãá ����� f ��:
C∗ " Õ��I#Ol.�ck�Ö Óo�

³.Ü å»çêØ�ÛDÜ�ëÕïnÝ�Ü@F`W�çéï<;£ëÕÛu=aÜíÝIùu��ë
æÕÛüõ Ú çêØ
G 798 ëÕÛDÜíî�å»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�UlùüØ ùàÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùôÜíÝ�U�õ±ï çêóDÜ2Ûôï�Þ�Ý�U.Ô

% ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuç
{

(ω ⊗ id)W : ω ∈ B(H)∗
} JLK�MONQPLR S ø R TVUWPLK�XYMOR T

= C∞(G 7�8 ),{
(id⊗ ω)W : ω ∈ B(H)∗

} JLK�MONQPLR S ø R TVUWPLK�XYMOR T
= C∗r (G 798 ),

æG� î�çêØXÜ2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ
C∞(G 798 ) ùüØ�û=ó �£å»çêØ�Ûôï±çéØ?¡ åýÞ�ÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�óDë�åFÜ2ï%Ü å Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç

H
ùôÜ2ö2ëÁëÕÚ�Ø�ÛôÜ $óôëÕÛüÞ¯=�ï ëÕúuØ�ï çéÜiÚ ÛôîuØ�î|;£õ±ï ö2Ý ùüØG�àÜ

C∗r (G 7�8 ) ùüØ�û=ó
îuÛôØ��±õ ö2ë�åFÜ2ï�W
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±Û¤WiæÕÛôõ±Ú(ë�å�W

G 798 �4óDëîuï%Ü2ÝuîuÞ
C∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û¤Wmæ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï�W Ú±Ûôî�Øuî�ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛüÞ Ú ÛôÜ�å ØIùlÛôØuæÕõ Ù®ÜíÛôï Ø ùGÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�ó Ü2Ý ùüç

G 7�8 ï%Ü
H = L2(G 7�8 , h G ) Ô}BÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ=Þ

a
ç
b
ûSWBûüóDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûôî�ë2ï Ø:�£Ú%ÜíóôÛôî	�ñâíðG X¡�î

C∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û¤W C∞(G 798 ) ��ÜBÚ�ëÕï%Ü{�±óDëBë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛ
a−1 ��ö�ó¤rÕÛüØ�æÕë_�±î�ç®Ü�F£Ü2ï çêØSÚ�ëÕÙêØ�æ�Ü�ï%Ü>=�ï ëÕú�Øuï çéõ�Ú ÛôîuØ�î�;£õ±ï ö2Ý ùu�

g 7→ a(g)−1 ó Ü2öÑú�Ø»ùüØ�ûüóBî`ï ç�WLûüóôë $åFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�ÞÕÔ © ëÕúuï%ÜwóDÜ2öÑú�Ø»õJ� ë�å ë��±ï ç�¨{��úuØ
C∞(G 798 ) ùüØ�ûüó\æÕØuï Ø�Ûüë�å7Ü2ï Ü>� å�ûôØuï ûôçêØ��ãâG!@�@Q4Øuì%ï±çêóDçêëÕïá�ÔêÓ� X¡FÚ Ûüî�Ø�î

a
�
a−1 ëÕÛôÜ2î

b
Ô

�0ë�� ë2è ï çéØ@ùôÜíö(� ÙéÜ�Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ
A 7�8 å»çêØ�ÙéëG=LçéÜ2ïJr�ågï%Ü

G 798 =�ëÕúuØ�=`Þ�î�� Øßì%ï çêëÇåFÜG¨ öíëÕÚ Ûôë@� õ ö�ó
∆
�öíë�ùüØ���Þ�ï±öG�

κ
ç"öíë�ë@�±å»ÛôëíóDï ë-tu¨

ε
� Ù®Ü

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ A 798 = C∞(G 798 ) Ô�Z¬Þ�=�ÛôÜ2î�ØP=�û¤W�óôëÍ=LëÕÛ=ì%î�=SÞå°ö�ÜíóDØuæÕëÕÛôçêç
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛBî�� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï Ø ùwå �ñâíð{  Ô�Q4Ù®Ü®� ë�å ëÕÙéï ØuæÕë Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDõ

f ∈ A 798 �£ó£ùuÔ�;£õ ï öíÝIùüçÝuçXWÑæ�F Ø ùP�©î�ï±çéö�ÜÇùSW2ÝuØIùàå�ï çéØuûôöíë-� Ý�îuëÕï ë-tüÝ�çýï%Ü
G 798 ¡SëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2Û�=�ï ëÕú�Øuï ç®Ü�Ú ÛôîuØ�î

∆(f)
�£ó£ùuÔ±;£õ ï±ö2ÝIùu�ÝuçXWÑæ�F`W ç\ëÕæÕÛDÜíï çéÝuî�ëÕï�W�ï%Ü

G 798 × G 7�8 óDÜ2ö3W<��úuØ ∆(f)(g, g′) = f(gg′)
¡$ï%Ü
Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç~"@çêÙéè�Ø�ÛüóDÜ

H ⊗H = L2(G 7�8 ×G 7�8 ) åýÞ�ÛôÜ2ú Ü�ûôç¢�wå»îuëÕÛôØP=
∆(f) = W (f ⊗ I)W ∗.

�²á±Ôãâ-¡
ª ëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2Ý î�Ø�å»î�ë2ÛôõÇ� á±Ôãâ-¡½=�ëÕú�ØP=`Þ�ë2è ÙéçêÝ�îuÞ@¨aåFÜ2Û=óDë-tu¨�öíë-=�ï ëÕú�Øuï ç®ÜGï Ü æ2Ø�ï ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ2Ý�U

a
ç
bÜíÙéæÕØuè ÛüÞ

A 798 í
∆(a) = a⊗ a,
∆(b) = a⊗ b + b⊗ I.

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛDÜ C∞(G 7�8 ) ëÕÚ±çéûôõÇùüØBóDëÕÚ�ëÕÙéë2æÕç��@ÙéëÕö�Ü2Ùêï çéØ*îuåFÜ2ÛüóôØIùýÚ ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç G 7�8 �±ï%ÜíóDëG=LçéÜ2ûüó~=�ëÕÛ $ì î�=
∆

î Ü å»çêØ�ÛDÜ çéï<;£ë2ÛS=LÜ2ÝIùu�Hë ûüóôÛôõ ö�óDõ±Ûôî�Ø
æÕÛôõ Ú�ÞióôëÕÚ(ë2ÙéëÕæÕçêÝ�îuï ØIù ï%Ü óôØIù Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç ÔØ� ï ï�Þ�=�çûÞF ë�åýÞ Ú%Ü2ÛôÜ
(A 7�8 ,∆)

ùüØuûüó
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ2çéÝuî�ï�WàåFØuÛôû£ùSW�ÙéëÕö�Ü2Ùêï çéØ@îuåFÜ2ÛüóôØIùýæÕÛôõ Ú�Þ

G 798 Ô



� W°��YZ���"��o Z

0 � ���e
�W�� � b°��cZd�� 2
az + b 3

û��P� [ � Â � ÃHx�|àsP��Åý� � z À |à��vCt À·� Âwx§Ñ � � \
az + b]

��Ûôî�ØP� ûüóDÜ å»ç�=`Þ$óôØ�ÛDÜíî"ùüØP� ï ëÕÚ%ÜíÛDÜG=�ØuóôÛôë�åÊW»Ûôë@� îuçéïJ�¬ö�å7ÜíïÑóôë�åýÞ�Ý�UÍ� Ø+;£ëÕÛS=LÜ2Ý ùüçÑÜ2ÙéæÕØuè ÛüÞ­;£õ ï ö2Ý ùüç�å»çéØ $Ùéë-=�ç®Üíï ë�åýÞ�Ý�U$ï Ü*æÕÛüõ Ú çêØ�D
az+b E Ô§��Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôØP=Ù� ØP;£ë2ÛS=LÜ2ÝIùüçÕèN���±î�çéØ¬ÙêçéÝ�îuè%Üýî�ØuûôÚ�ëÕÙéëÕï Ü

q ∈ C\{0} Ôq*ë2îuåFÜ2ú�=`Þ ∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Ûu� Aq
æÕØ�ï ØuÛôë�åFÜ2ï�W�Ú Ûüî�Ø�î`Ø�ÙéØP=LØuï�ó Þ

a, a−1 ë2ÛDÜ2î
b
ûôÚ�Ø3F ï±ç®ÜÇùSW2ÝuØ`ï%Üíûüó¤�uÚ õ�ùSW2ÝuØÛôØuÙ®Ü2Ý ùüØGí

a−1a = aa−1 = I,
a∗a = aa∗, b∗b = bb∗,
ab = q2ba, ab∗ = b∗a.

�²ð±ÔêÓo¡
© ëÕú�ØP=`Þ�åýÞ�Ú�ëÕûDÜ2úßÞ@¨Só¤�wÜíÙéæÕØuè ÛS�Bå ûüóDÛüõ ö�óDõ Ûu� ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ®"*ëÕÚ<;²Ü öJF£ÜG��WíÝ

∆(a) = a⊗ a,
∆(b) = a⊗ b + b⊗ I

ëÕÛDÜíî
ε(a) = 1, κ(a) = a−1, κ(a∗) = a∗−1,
ε(b) = 0, κ(b) = −a−1b, κ(b∗) = −a∗−1b∗.

ª ë�ë���å»Ûôë2óôï ë-tS¨
κ
ùüØ�û=ó ë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéØP= Ü2ï�ó Þ@= õ ÙÖó Þ�Ú ÙéçêöíÜ�ó Þ�å»ï�Þ@=¥��ÜBå»ç¢��Ý~=�ëÕú�ØP=`Þ*ùüØýÛüëÕî�ûüî�Ø�ÛüîuÞ@¨ï%ÜaÝ�Ü@F`WLÜ2ÙéæÕØuè ÛS�
Aq

Ô	³.Ü2õ�å7Ü2úP=`Þ-�>ú�Ø`åÁÚ ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±ö�õ öÑÙ®ÜíûüÞ�Ý�îuïÑÞ@=¥�>ó²ùuÔ
q = 1

�.ÜíÙéæÕØuè ÛDÜ
Aq = A 798ùüØ�û=ó@Ú±Ûôî�ØP=LçêØ�ï ï Ü<�9Ü�ÝuëLî�Ü�ó Þ@=�ç¢� î�çêØwÜ2ï�ó Þ�=`õ Ùêó Þ�Ú Ùêçéö�Üíó ÞÑå»ï ë-tu¨7ùüØuûüó*ó Þ@=�ûDÜG=`Þ@='Ýuë�=`õ Ùêó Þ�Ú Ùêçéö�Ü $ó ÞÑå»ï ë-tS¨íÔ��0ëÕï%ÜG��óDë

κ
ûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü

κ
(
κ(c)∗

)∗
= c

�£ð Ô âG¡
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

c ∈ Aq
Ô

ª ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2ÝwîwÚ(ë�åýÞ�ú�ûüîuÞ�Ý�U°� Øuì ï çéÝ ùüç�F£Üíó å ëLë2è ÙéçêÝ�î Ü{=`Þaö�åFÜG� ÛôÜíó
κ
í

κ2(a) = a,

κ2(b) = a−1ba.

Ó?!



ð±ÔêÓ ^A��#Ol.�AkpÕ±fhn � 
�lbÔ � Õ�
�i ��� l�#OkcÓ±e<ÖBC
az + b E Ó
#

�0ë�� ë2è ï çéØFùôÜ2ö�å�Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±ö�õ�öÑÙ®Ü2û=Þ�Ýuî�ï�Þ@= =aÜ2ÝuçéØuÛôî
(
a b
0 I

)
∈ M2(C)⊗Aq

ùüØuûüós�±å»õ�åýÞ@=LçéÜ2Ûôë�å�W�öíëÕÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùSW ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ>"@ëÕÚ<;²Ü Aq
Ô

C@èÑÞ û[;£ëÕÛS=`õcF ë�åFÜG¨ ï%Ü2û=ó¤��Ú±ï Ø�å	F Ü2ûôï±ë-tôÝuç ÜíÙéæÕØuè ÛüÞ
Aq

î Ü2õ�åFÜ2ú�=`ÞG��úuØÍ=Lç¢=LëJ�(çéú ï±çéØ î��±Øuì%ï çêë $åFÜ2Ùêç�tS=SÞ ï%Ü�ï çêØIùàú�ÜG� ï Ø ùàóDëÕÚ�ëÕÙêëÕæÕçéç���=�ëÕú�ØP=`Þ ÛôëÕîßå7Ü2ú�ÜG¨�Üíï%Ü2ÙéçÖó Þ�Ý�î�ï±ØLë@�±å»î�ë2Ûôë�å7Üíï ç®Ü C → Aq
Ô

�0ë�å»çéØ�=SÞ-�%ú�Øwë@�±å»î�ë2Ûôë�å7Üíï çéØ
f : C→ Aq

ùüØuûüó@Ü2ï%ÜíÙéçêó Þ�Ýuî�ï Ø{�íùüØ�tôÙêç�� ÙéÜÍ�±ëÇå ëÕÙêï Ø�æÕëY;£õ ï±ö2ÝIùüë2ï%Ü@F õ
φï Ü

Aq
;£õ±ï ö2Ý ùôÜ

z 7→ φ
(
f(z)

) ùüØuûüó@Ü2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï%Ü±Ô�% ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuç�ùüØ�tüÙéç
(τt)t∈R

ùüØuûüó*æÕÛüõ Ú�W�Ü2õ±óôë $=�ëÕÛ=ì%î�=jr�ågÜ2ÙêæÕØ�è Û=Þ
Aq

ç0Ú�ë�F®ëÕúuÞ@=`Þ
f(t) = τt(c)

�±Ù®Ü�Ú(Øßå»ï Ø�æÕë
c ∈ Aq

�%óDëj=�ëÕú�ØP=`Þ ÛôëÕîßå7Üíú ÜG¨çêûüóôï çéØuï çéØàÚ ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï ç®ÜHÜíï%Ü2ÙéçÖó Þ�Ý�î�ï±Ø�æÕë>;£õ±ï ö2Ý ùüç
f
Ôv¦2Ø�tôÙêç�Ú Ûüî�ØP�cF õ úuØ�ï çêØ`ó Üíö�çêØ`çêûüóDï±çéØIùüØ{�>èN��� îuçéØP=`ÞÚ±çéûDÜ{¨

τz(c)
î�ÜG=LçéÜ2ûüó

f(z)
�±Ù®Ü

z ∈ C Ô_ ÎÞ���)��03
�,8�@���)�¥7a`²Ëcbedú�1�gfihkj â+å)ß�ô£ä`ñ
ä¬ôhß�Ú�î3æçÝ�å)è3ÚOß�è ∗ l ÛGß�å)è-ÛGÝ@å î%$>î3Ü�m±õe$ R
ÛGæn)@äeo�ÜÞè

Aq
î3ÜuÛ?õOñ
äSó lßAî�ã<ÛGÜuÛ?$>ä+å)Ü¤î3Ú»Û�)GÜÞÝ?ã<Û

(τt)t∈R ∗ l ÛGÝ@å î%$>î3Ü�m±õe$>á3Ú Aq
åzÛ3àGÛ%prq3ä

t 7→ τt(c)
ñ
ä�â+å¬î�óGÚ�õ3î3Ü¤î3Ú»ÛGß�ô£ä�$

ÛGßNÛGæçôhå)è8éSõ�ß�ès$ ó<æúÛjàGÛtq?ó@ä')@î
c ∈ Aq

î3ÜuÛ?õ
κ = R◦τi/2 = τi/2◦R.u î3ßNÛ8óGå�î�ó<æúÛjàGÛtq?ó@ä')@î

c ∈ Aq
î3ÜuÛ?õ

t ∈ R $jÛ?$Yè
∆
(
R(c)

)
= σ(R⊗ R)∆(c),

∆
(
τt(c)

)
= (τt ⊗ τt)∆(c),)8ó?õ�ô£ä�ãNÜSõ3äSõ

σ
î�õ�ßNÛ@éSõ�è{æçôwv�$Yè_î�óGÚ�õ3î3Ü¤î3Ú»ÛGß�ô£ä

Aq ⊗Aq 3 c⊗ d 7→ d⊗ c ∈ Aq ⊗Aq xy=�	��z��|{ ³.Ü2Ýuî�ï çêØ�=`Þ�ë@��� Øßì%ï çéÝ ùüç�æ2Ûôõ Ú�Þ
(τt)t∈R

Ô4ø@çéØuÝ�U
z
èN��� îuçéØ`óDÜ2ö3WLÙéçêÝ�îuè�WLîuØ�ûôÚ�ëÕÙêëÕï�W<��ú�Ø

q = ez
ÔÉ��ë�FXrÕú�=SÞ

τt(a) = a,

τt(b) = q2itb = e2itzb.

�£ð Ôñá8¡
�0ëÕï çêØuåFÜ2ú7Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ

τt(a), τt(a)−1 ç τt(b) ûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü�ùSW@óDØ7ûôÜG=�ØFÛôØuÙ®Ü2Ý ùüØFÝuë
a, a−1 ç b �N�²ð Ôñá8¡��±Øuì%ï çêõ�ùüØÜíõ±óDë-=�ëÕÛ=ì%î�=`ÞaÜ2ÙêæÕØ�è Û=Þ

Aq
Ô¬ø@çêØuóDÛüõJ� ï ë Ûur�å»ï çéØuúàûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨{� ú�Ø

(τt)t∈R
ùüØuûüó�ùüØ��±ï ëÕÚ%Ü2ÛôÜG=�ØuóDÛüë�åÊWæ2Ûôõ Ú�WwÜ2õ�óDë-=�ëÕÛüì î�=jrÇå��2ç ú�Ø~� ÙéÜBö�Ü2ú�� ØuæÕë

c ∈ Aq
ë@�±å»î�ë2Ûôë�å7Üíï çéØ

t 7→ τt(c)
Ú�ëÕûôçéÜG�%Ü$Ü2ï%ÜíÙéçêó Þ�Ýuî�ï ØÚ±Ûôî�ØP�cF õ±ú�Ø�ï±çéØnï Ü�Ý Ü�F`W�ÚcF£Ü2ûüî�ÝuîuÞ�î�ïJ�nî�Ø�ûüÚ(ë2ÙéëÕï�W��$Ú ÛôîßÞ ÝuîuÞ@=

τz ◦ τz′ = τz+z′
� Ù®Üiå»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U

z, z′ ∈ C Ô��0ëÕï%ÜG��óDëÍ=aÜ{=`Þ
∆
(
τt(c)

)
= (τt ⊗ τt)∆(c)

�²ð Ô÷ð�¡
�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U

t ∈ R Ô³.Ü2ï±ç�= î�� Øßì%ï çéõÇùüØ�=`Þ
R
î ÜíõÑåFÜ2úP=`Þ-�Ñú�ØR� ÙéÜ	� ë�åFë2Ùéï ØuæÕë

T ∈ R ë��±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çêØ
τiT

ùüØ�û=ó�U±ë-=Lë $=�ëÕÛ=ì%î�=�Ø�=/Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ
Aq

å ûôçêØ�è çêØG�(Ü2ÙéØ
τiT (c∗) = τ−iT (c)∗

�(ó£ùuÔ
τiT

ï çêØýùüØuûüó ∗ $ U ë-=�ë-=�ëÕÛüì%îP=LØP=�Ôø*çéØuÝ�U
R = κ◦τ−i/2

Ô½��ëÕï çêØuåFÜ2ú
κ
ùüØ�ûüówë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéØP=ZÜ2ï�ó Þ@= õ ÙÖó Þ�Ú ÙéçêöíÜ�ó Þ�å»ï�Þ@=¥�"Ü

τ−i/2
ùüØuûüó

U±ë-=LëG=LëÕÛ=ì%î�=�Ø�=¥��q�ùüØ�ûüó@Ü2ï�ó Þ@U ë-=�ë-=�ëÕÛüì î�=�Ø�=
Aq → Aq

ÔO% ç®Ü{� ë-=�ë¥�u� Ó� h¡Þ�%ú�Ø
κ
ùüØuûüó@Ü2ï�ó Þ�ö2ë $=`õ Ùêó Þ�Ú Ùêçéö�Üíó ÞÑå»ï ØG��ó²ùuÔ

∆
(
κ(c)

)
= σ(κ⊗ κ)∆(c)



âG\ ð @ � Õ�
�i �	� l}#OkAÓ�e<ÖBC
az + b E

� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
c ∈ Aq

�%Ü å»ç���Ý$ï Üj=�ë�ÝßÞb�£ð Ôñð8¡+�
R

ó Ü2öÑú�ØFùüØuûüó@Ü2ï�ó Þ�ö2ë-= õ±Ùêó Þ�Ú Ùéçêö�Üíó ÞÑå»ï Ø2Ô
³>è%ÜG�%ÜÇùu=SÞLî�Ü2Ý�U ë�åFÜ2ï çéØ

R
å»îuæÕÙ��P� Ø�=pçéï�å ëÕÙéõ Ý ùüç(ï Ü

Aq
Ô © Ü{=`Þ

τt◦κ = κ◦τt
� Ù®Üàå»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U

t ∈ R �%Ü å»ç¢��ÝwîàÜ2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï ë-tôÝuç.åýÞ�ï çéö�Ü<� úuØ τ−i/2◦κ = κ◦τ−i/2
Ô§% ûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë-tüÝ�ç

R−1 = (κ◦τ−i/2)−1 = (τ−i/2◦κ)−1 = κ−1◦τi/2�²öíë�ë@�±å»ÛôëíóDï ë-tu¨ ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ>"@ëÕÚ<;²Ü@ùüØuûüó*î Ü å»ûôîuØ`ë@�±å»ÛDÜíÝ Ü2Ùêï%Ü��u� Ó�þ{ X¡S¡ÃÔÉq@Ü2Ý�UÑõ ï±Ø�ö
R(c∗) = κ

(
τ−i/2(c∗)

)
= κ

(
τi/2(c)∗

)
= κ−1

(
τi/2(c)

)∗
,

�²Ú�ëÕÛ�Ôp�²ð Ôãâ-¡S¡FÚ�ëÕö�Ü2îuõ�ùüØG� úuØ
R(c∗) = R−1(c)∗

�²ð±Ô ÿ-¡
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

c ∈ Aq
ÔÉQBÜ2ÙêØIù7Ú(ëÕÙêçéÝuî�=`Þ
R2(a) = κ2(τi(a)) = κ2(a) = a,

R2(b) = κ2(τi(b)) = q2κ2(b) = q2a−1ba = b.

% ç�� îuç�=`Þ�î Ü�óDØ�=¥�Cú�Ø
R2 = id

�0Ùéõ è çéï±ïÑÞ@=�ç�û+F®ëÇåýÞ
R = R−1 �CÝuë�åjîuØ�û=ó Ü å»çéØuï çéõ î(�²ð Ôãÿ-¡	=�r�å»çï%ÜG=¥�±úuØ

R
ùüØ�û=ó@çêï�åFëÕÙêõ±ó ÞÑå»ï�Þ�= ∗ $ Ü2ï�ó Þ@U ë-=�ë-=�ëÕÛüì%îP=LØP=�Ô ~ {���{�y�{

q*ëÕîuöJF£ÜG� ö2ë�ë���å»Ûôë2óôï ë-tôÝuç
κ = R ◦ τi/2

ï%Ü2îuÞÑåFÜ2ï�Þ�ùüØ�ûüó|Ü¤î�õ+à?òzÛ8ó@ä�$ o�ô£ä')GÝ@ßAî3ÚOès$ Ô 9$Ûôõ Ú Ü
(τt)t∈R

ï±ëÕûôç�ï%Ü2îßå���)GÜ+Ý?ãNè­â�àGÛGæçÝÞñPï@é�ä`ñÞ�2Ü@Ü2ï�ó Þ�Ü2õ±óôë-=�ëÕÛüì%îP=
R
ï%Ü2îßÞ�åFÜG=`Þ�Ý@ß�ôhåzÛGÜÞß�è%$·ÛGß�å)èÞã�î�ó@ä�$ Ô

}Bè çéØuöÑó Þ�óDØ îßå»çXW2î�Ü2ï Ø ûSW î�Ü2îuåýÞ�Ýuî ÜÇù$î
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ2çéÝuî�ï�Þ@=Lç0æÕÛôõ±Ú%ÜG=�ç�ö�å7ÜíïÑóôë�åýÞ�=�çs�u�ñâG#o £�É� ÓÇâo X¡+�Ü2ÙéØ�å�Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±ö�õ ö�å7Ü2ï�óôëÇåýÞ�Ý�U�æ2Ûôõ Ú D
az + b E çêûüóDï±çéØIùSW�ùüõ±úlï%ÜiÚ(ëÕîuçéë-=�çéØ ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞë"@ëÕÚ<;²Ü�Ô© ëÕúuØ�=`ÞHë2è ÙéçêÝ�îuÞ@¨BåFÜ2Ûüóôë-tôÝuç

R
ï%Ü�æÕØuï Ø�ÛôÜíóDëÕÛôÜ2Ý�U�Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞ

Aq
í

R(a) = κ(a) = a−1,

R(b) = κ
(
τ−i/2(b)

)
= qκ(b) = −qa−1b,ëÕÛDÜíî

R(a∗) = a−1∗,

R(b∗) = −qa−1∗b∗.ø4Ü Ú�ëÕî�çêë-=LçêØ
C∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û7èN��� îuçéØ�=SÞHûüóôëÕûôë�åFÜG¨Sî�Ü2Ú çêû

cR
î Ü{=LçéÜ2ûüó

R(c)
Ô

q*ëÕîßå7Üíú�=`Þ ÜíÙéæÕØuè ÛS�
Bq

æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï�W�Ú ÛôîuØ�îwØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ
c, c−1 ç

d
ûôÚ�Ø3F®ï ç®ÜÇùSWíÝ�Ø$ÛôØuÙ®Ü2Ý ùüØGí

c−1c = cc−1 = I,
c∗c = cc∗, d∗d = dd∗,
cd = q−2dc, cd∗ = d∗c,Ý�îßÞ�Ùêç%ÛôØuÙ®Ü2Ý ùüØ��£ð ÔÖÓo¡§� Ù®Ü

q−1 åØ=�çéØ ùüûôÝuØ
q
Ô§� ï ï�Þ@=�ç�ûÞF ë�åýÞ

Bq = Aq−1

ÔÉ}Bî�ï Ü2Ý�î�ÜàóDëwåXûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë $tôÝuç£� úuØ
Bq

=LÜ ûüóDÛüõ ö�óDõ Ûu� ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ_"*ëÕÚ<;²Ü±ÔÉ�0ëÕï%ÜG��óDë�ï çéØßóDÛôõ<� ï ë�ûôÚ ÛôÜ åR� î�ç¢¨G�9ú�Øwë@�±å»î�ëÕÛüë�å7Ü2ï±çéØ
Bq 3 c 7−→ a−1 ∈ Aq,

Bq 3 d 7−→ a−1b ∈ AqùüØ�û=ó ∗ $ çéîuë-=Lë2Ûüì%îP=LØP='Ü2ÙêæÕØ�è Ûýë2ÛDÜ2îSÜ2ï�ó Þ�çéî�ëG=LëÕÛ=ì%î�=�Ø�=�ö2ë�Ü2ÙêæÕØ�è±Û�ÔÊZ¬Þ@=/ûôÜG=`Þ@=�è%ÜG�%Üíï çéØwö�å7Üíï $óDë�åýÞ�Ý�U æ2Ûôõ Ú�D
az + b E � ÙéÜ Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛSr�å

q ∈ C ûüÚ Ûôë�åFÜG� î�Ü�ûôç¢�Y� ë è%ÜG�%Üíï ç®Ü�Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±öGr�å���æG�±Þ
|q| ≤ 1

Ô
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 �	� fhn � Õ â�Ó
û®�¤¾ r�x�Å��Lz {Õ|��_� ~ �i�Ø��+ twx�t`�Ht À sP��Åý|
% Ú ÛDÜ2ÝßÞÎ�ñá�Ó�  ò(ÔIH¬Ôp% ëÕÛôë2ï ë�å»çéÝ�î�Ú Ûüî�Ø�Ú±Ûôë�å7Ü{� î�ç`F7öíëÕï ûüóôÛôõ öíÝIùu�_��å�r�Ý�U�ö�å7ÜíïÑóôë�åýÞ�Ý�UÌ� Ø+;£ëÕÛS=LÜ2Ý ùüçæ2Ûôõ Ú�ÞÍD

az+ b E ï%Ü Ú�ëÕîuçéë-=�çéØ
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=ÞÕÔ±% ëÕÚ±çéûDÜíïÑÞ�Ý�U�óDÜG=eÚ ÛôîßÞ�öJF ÜG�%Ü2Ý�U�� ÙéÜSÚ�Øuå»ï�Þ�Ý�U�ûüî�Ý�îuØ $æGrÕÙéï�Þ�Ý�UHå7Ü2Û=óDë-tüÝ�ç.Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôõ
q
ûôö2ë2ï ûüóôÛôõ ë�åFÜ2ï%Ü�î�ëÕû=ó Ü@F Ü

C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛDÜ A åýÞ�Ú(ëÕûôÜ2ú�ë2ï%Ü å öíë-=Lï±ë $úuØ�ï çêØ7èN����W2ÝuØÊ=�ëÕÛüì%îP=LØP=
∆

î
A
� ë
A⊗A Ô�C@ÙéæÕØuè ÛDÜ A ùüØ�û=ó�æÕØ�ï±Ø�Ûôë�åFÜ2ï%Ü$Ú Ûüî�Ø�îFûüóDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûôî�ë2ï Ø@îï±çXWj�²Ú%Ü�óDÛôî��ñâG!{ X¡�ï çêØ�ëÕæÕÛôÜ2ï çêÝ�î�ë2ï ØýØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ

a, a−1 ë2ÛDÜ2î b ûüÚ(ØoF ï çéÜÇùSW2ÝuØ*ÛüØ�ÙéÜ2ÝIùüØýë@� Ú�ëÇå»çéÜG�%ÜÇùSWíÝ�Ø»Ü2Ù $æ2Ø�è ÛôÜ2çéÝuî�ï�Þ@=jÛôØ�ÙéÜ2ÝIùüëG= �²ð ÔÖÓo¡�õ îuõ Ú�Ø3F ï±çéëÕï Ø*ëwó Ü2ö îßå7ÜíïÑÞ�åFÜ2Ûôõ±ï Ø�ö�ûôÚ�Ø�ö�óôÛDÜ2ÙêïÑÞ2Ô§% î�Ü2ûüóôëÕûôë�åFÜ2ï çéõ
�±ë�ë�åýÞ�Ý�UlåýÞ�ÛSr2ú�ï çêëÕï�Þ�Ý�U Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å��(ö2ë-=�ï ëÕúuØ�ï çêØ�� îuç®Ü@F ÜLó Ü2ö`ùôÜ2ö å Ú ÛôîßÞ�Ú%ÜG� öÑõ æÕØ�ï±Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå
∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ_"*ëÕÚ<;²Ü Aq

�£ó²ùuÔ�åýÞ�ÛôÜ2ú Ü�ûôç¢�$ó Þ�=�ç.ûôÜG=`Þ@=Lç.å»îuëÕÛDÜ{=LçX¡+í
∆(a) = a⊗ a,
∆(b) = a⊗ b + b⊗ I,

Ú±ÛôîuÞ�Ý�îuÞ@='åÇ� Ûôõ æ2ç�=på»îuëÕÛôîuØSï Ü2ÙéØuúuÞ�å»îuçXWG¨v� ëG=LöÑï ç¢��Ý�çêØ$ûôõJ=SÞHëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇåwÔ
ª ëÕï ûüóôÛôõ öíÝIùüØLÚ ÛôîßÞ�öJF ÜG�Jr�å�ò(ÔIH�ÔA%në2ÛôëÕï ë�å»çêÝ�î ÜHÚ Ûüî�ØuÚ Ûôë�åFÜG� î�ë2ï ØaûSW å�ëÕÚ%Ü2ÛüÝ�çêõ ëHóôØ�ëÕÛüç�� Ú�ë $Ûu��Ýuî�ï�Þ�Ý�ULëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛSr�åÌ= õ ÙÖó Þ�Ú±Ùéçéö�Üíó ÞÑå»ï�Þ�Ý�U õ ï çÖó Ü2ÛüïÑÞ�Ý�U ÛüëÕîuå»çêï ç��ßó�W@å�Ú ÛôÜ2ÝuÞ>�ñâG#{  ÔO}BÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛ�óDÜ2öÑç

�±ëÕûüóDÜ2ÛôÝuî ÜLçêï<;£ëÕÛu=aÜ2Ý ùüç.ï çêØwó Þ�Ùêö2ëaëLûDÜG=�ØIùýæÕÛôõ±Ú çéØwö�å7ÜíïÑóôë�åFØ ùBÛüëÕî�õ<=LçéÜ2ï ØIù�ùôÜ2ö2ë�Ú%Ü2ÛôÜ
(A,∆)

�(ÜíÙéØóDÜ2öÑú�ØHëGöíë�ë@�±å»Ûüë2óDï ëGtôÝ�ç
κ
��èN���JW2Ý�Ø ù åeó Þ@= Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±ö�õ�æ-�uûüóDëlîP� Øuì ï çéë�åFÜ2ï�Þ�= ç�� ë-=�öÑï ç��ßó Þ@=ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛôØP=�ï%Ü�Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç±T7Ü2ï Ü2Ý�U%Ü

A
�%ëÕÛôÜ2î ùüØIùýÛôëÕîuöJF£ÜG� îuçéØ$è çêØ�æÕõ±ï ë�åýÞ�=�Ôò�îuÝ�îuØ�æ-rÕÙêï Øwå7Ü2Û=óDë-tüÝ�çCÚ%Ü2ÛôÜG=�ØuóDÛur�å���� Ù®Ü�ö�ó¤rÕÛ=Þ�Ý�U�ûôöíëÕï ûüóôÛôõ ë�åFÜ2ï ëHö�åFÜ2ï�óDë�åFØSæÕÛôõ±ÚÑÞ_D

az + b Eîßå»çXW2î�Ü2ï Ø�û¤W�tôÝuç�tüÙéØ�î å»ûôÚ�ë-=Lï±ç®Ü2ï�Þ@=Lç�åýÞ�úuØIùwåFÜ2Ûüõ ï ö�ÜG=�ç�ûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ2Ùéï�Þ@=Lç Ôj9:FXr�å»ï%Ü�Ýuî��PtS¨�Ú ÛDÜ2ÝßÞ
�÷á±Ó� �ùüØ�ûüó*Ú�ë-tüå»ç¢��ÝuëÕï%Ü�è%ÜG�%Ü2ï±çéõ ûüÞÑóDõ Ü2ÝIùüç�� æ-�±Þ

q = e
2πi
N ,

æG� î�çêØ
N
ùüØ�û=ó©ÙêçéÝ�îuè�W»Ú%Ü2ÛôîßÞ�ûüó�W@ç

N ≥ 6
Ô�%nÜ2Ûôõ ï±Ø�öwûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ2Ùéï�Þàï%Ü2öJF ÜG�%Ü2ï�Þàï%Ü@æ2Ø�ï ØuÛDÜíóôëÕÛüÞàÜ2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ

A
=jr�å»ç£�±úuØwûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ�ó Þ�Ý�U
ØuÙéØ�=�Ø�ï�óSrÇå =LÜÇùSW èÑÞ@¨àî Ü åFÜ2ÛüóôØwåÇ� ë-=�öÑï ç��uÝ�çéõ îuè çéëÕÛüõ

N−1⋃

k=0

qkR+ ⊂ C.

% Þ ùSWíóDöíë�åÊWiÝ�ØuÝ�U�WióDØ�æ2ë�å7Ü2Ûüõ ï öÑõnùüØ�û=óHóDëJ�»ú�Ø°=�ëÕúuØGëÕïXè�Þ@¨GåýÞ�ÛôÜ2ú�ë2ïÑÞXÜ2ÙéæÕØuè ÛDÜíçéÝ�îuï çéØ{�ýÚ ÛôîuØ�îú�WG�%Ü2ï±çéØG�2Ü2è�ÞàØ�ÙéØP=LØuï�ó Þ
a
N
2
ç
b
N
2
è�Þ1FéÞàûDÜG=�ëÕûôÚ±Ûôî��uú�ëÕï±Ø2Ô�ø@Ü4Ú(ë2î�çéëG=LçêØ ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ�"*ëÕÚ<;²Ü@Ú±Ûôë�å7Ü{� î�çóôëR� ë@çêÙéëÕÛôÜ2î�õwÜíÙéæÕØuè ÛüÞ

Aq
�Çö�ó¤rÕÛ=Þ$ó Ü2öÑú�Ø¬ëÕö�Ü2îuõ�ùüØ¬ûôç¢��èÑÞ@¨ ∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û¤W~"*ëÕÚ<;²Ü±Ô�ø4ÜÇù=åFÜ2úuï çéØ ùüûôî
W�ùüØ��±ï%Ü2öÝuî��PtôÝ�ç�W�Ú±ÛDÜ2ÝßÞb�ñá�Ó� ±ùüØ�û=ó@öíëÕï û=óDÛôõ±ö2ÝIùôÜ

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ2çéÝuî�ï Ø ù åFØuÛôû£ùüç"óôØIù»æ2Ûôõ Ú�ÞHö�åFÜ2ï�óDë�åFØ ùuÔ
Q4Ûüõ æ8W>�±ØP;£ëÕÛu=aÜ2Ý ùSW�æ2Ûôõ Ú�Þ®D

az + b E Ü2ï%ÜíÙéçéîuë�å7Ü2ïJW�å �÷á±Ó�  ùüØuûüóBÚ±ÛôîuÞ�Ú%Ü{� Ø�ö1�.æ-��Þ
q
ùüØuûüó4ÙéçéÝuî�è�WÛüî�ØuÝ�îuÞÑå»çêûüó�W�å»ç���öÑûüî
Waë@�

0
ç�=Lï±çéØIùüûüî
W�ï çéú

1
ÔR}	� Ú�ë�å»ç®ÜG� ÜÇùSW2ÝuÞ�=`õ�åFÜ2Ûôõ ï±Ø�ö ûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ2Ùéï�Þ¥=jrÇå»ç��úuØwûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜLØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å

a
ç
b
=LÜÇùSW è�Þ@¨Sî�Ü å7Ü2Û=óDØwåÇ�±ë-=LöÑï ç¢��Ýuçéõ î�è çêëÕÛôõ

{z ∈ C : |z| ∈ qZ}.
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ó Þ@=+ç¢� î�çêØ

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ A ï çêØ�ë@� Ú(ë�å»çéÜG�%Ü
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çéÙêëÕÛDÜ2îuë�å»ç ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ¥"@ëÕÚ�;²Ü Aq
Ô�¦2Øuûüó$óDëwùüØ�� ï%Üíö�åR� îuç��uÝ�î�ï�ÞlÚ±ÛôîuÞ�öJF£Ü{�

C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛDÜíçéÝ�îuï ØIù»æÕÛôõ Ú�Þö�å7Ü2ï�óôëÇå ØIùuÔ
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Aq

æÕÛôõ Ú Ü ûüö�Ü2Ùéõ�ùSWíÝ Ü
(τt)t∈R

ï çéØùüØ�û=óýåýÞ�îuï%Ü2Ýuî�ëÕï%Ü4ùüØ��±ï ëÕî�ï Ü2Ý�îuï çéØ��²ï±çéØIùüØP� ï ëÕîuï%Ü2Ýuî�ï ë-tu¨wÚ(ë�Ý�U ë@� î�ç.ë@�Hå»çéØuÙéëÕîuï%Ü2Ý�îuï ë-tüÝ�ç>åýÞ�è�ëÕÛôõ
zó Ü2öÑçêØ�æÕëJ�íú�Ø

q = ez
¡+�2å�Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG� öÑõ

0 < q < 1
�2åFÜ2Ûôõ ï±Ø�ö`ûüÚ(Øuö�óDÛDÜíÙéï�Þ`åýÞ�öÑÙéõ Ýuî Üv=�ëÕú�Ùêçêå ë-tS¨ ûôö�Ü2Ùéë $å7Üíï ç®Ü4æ2Ø�ï ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å�ëv� ë�åFë2Ùéï�W4ÙêçéÝuî�èN��� ë@�%Üíóôï çXW±Ô�}Bö�Ü2î�õ�ùüØFûôç��{�Õú�ØFï%ÜBë��±Ú(ë�å»çéØP� ï çêØIù

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±Ûôî�Øçéû=óDï çêØIùüØ�ùüØ��±ï%Ü2ö æÕÛüõ Ú%Üwûôö�Ü2ÙéõÇùSW2Ý ÜwçíùüØ�û=óFëÕï ÜwåýÞ�î�ï Ü2Ý�îuëÕï%Ü»ùüØP� ï ëÕîuï%Ü2Ý�îuï çéØ@Ú ÛôîuØ�î»å7ÜíÛôõ ï öÑç�ëÕÚ çêûDÜ2ï Øå�û=ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï çéõ�ð ÔÖÓÕÔ
ª ëÕÙêØIùüï ØGÚ±ÛôîuÞ�öJF£Ü{�±Þ

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ2çéÝuî�ï�Þ�Ý�U öÑåFÜ2ï�óDë�åýÞ�Ý�U�æÕÛüõ Ú D
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az + b E ��Ú±Ûôî�Ø ùôÜ å»ç®Ü
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% ûôîßÞ�ûüóDöÑçêØ`ëÕè çêØ�ö�ó Þ-�%ö�óSrÕÛüÞ@=�ç"èc�P� î�çêØ�=`ÞHî�ÜÇùu=�ëÇåFÜG¨àûôç¢�BågÛôëÕîP� î�çéÜ@F£ÜíÝ�U
ÿ@�9þ�ç�� èc�P��W�î Ü2ÙêØ�ú�ØP¨wë��Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôõ

q
� ö�ó¤rÕÛ=ÞHèc�P� î�çêØ�=`Þ�ï%Ü2îuÞÑåFÜG¨àÚ%Ü2ÛDÜ{=LØßóDÛôØP=²� Ø+;£ëÕÛS=LÜ2Ý ùüç Ô

��Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛ
q
èN��� îuçéØHï çêØ�îuØ�Ûôë�å�WlÙéçéÝuî�è�WGîuØ�ûüÚ(ëÕÙêëÕï�W
óDÜ2ö3W<�¬ú�Ø |q| < 1

ç
Im q 6= 0

Ô © ëÕúuØ�=`Þî�Ü2Ú çêûDÜG¨
q = eρ

−1

,æG� î�çêØ
ρ
ùüØ�û=ó©ÙêçéÝ�îuè�W@îuØ�ûüÚ(ëÕÙêëÕï�W*ë	tôÝuç�tôÙêØ õÇùüØ�=�ï ØIù�Ýuî���tüÝ�ç Ûüî�ØuÝ�îuÞÑå»çêûüóDØ ù�ç�ï çêØ�îuØ�Ûôë�å ØIù�Ý�îP��tüÝ�ç õ Ûüë�ùüëÕï Ø ùuÔ

% óDØuï�ûüÚ(ëÕûurÕè�õ�ùüØ�� ï±ëÕî�ï%ÜíÝ�î�ï±çéÙéç¢tS=`Þaî�ØuûôÚ�ëÕÙéëÕï±Ø$Ú(ë2óS��æÕç"Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôõ
q
í¬ë��HóDØuÛDÜ2î

qz = exp
{
z
ρ

}

�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
z ∈ C Ô% �%ÜíÙéûôîßÞ�Ý�UiÚ(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü@F Ü2Ý�U�èN��� îuçéØ�=SÞ ï Ü2öJF£ÜG�%Ü{¨aï%Ü

ρ
� ë@�%Üíóôö2ë�åýÞ å7Ü2Ûüõ ï ØuöNí�èN��� îuçéØ�=SÞî�Ü2öJF£ÜG� ÜG¨G�%úuØàÝuî��PtS¨`õ±Ûôë�ùüëÕï Ü

ρ
ï%Ü2ÙéØuúuÞ®�±ë�îuè çéë2Ûôõ

{
N

2π
: N ∈ 2Z \ {0}

}
.

��ÛüîuÞHó Üíö�ç¢=
ρ
Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛ

q
ï%ÜíÙéØ�úßÞ_� ë�î�è±çéëÕÛüõ�� ö�ó¤rÕÛüØ�æÕë�Ýuî���tu¨`Ú Ûüî�ØP� ûüóDÜ�å»çêëÕï ë�ï%Ü ÛüÞ�ûôõ±ï öÑõ ÿ�ÔÖÓÕÔ

�Í�¤¾ 4 x�Ñ � |
Γq

ø*çéØuÝ�U
q = exp {ρ−1} èc�P� î�çêØlÚ%Ü2ÛôÜG=LØßóDÛüØ�= �±ØP;£ëÕÛu=aÜ2Ý ùüç*óDÜ2öÑç�=¥�»ú�Ø |q| < 1

Ü2ïJ�
Im q 6= 0

ÔòÑÞ�=`è(ëÕÙêØ�=
Γq

ëÕî�ï Ü2Ý�î�ÜG¨$èc�P� î�çêØ�=`Þ>= õ ÙÖó Þ�Ú±Ùéçéö�Üíó ÞÑå»ï�WSÚ(ë@� æÕÛüõ Úc� C \ {0} æÕØ�ï±Ø�Ûôë�åFÜ2ï�W�Ú ÛôîuØ�î q ç
{qit : t ∈ R} í

Γq =
{
qnqit : n ∈ Z, t ∈ R

}
.

� ÿ�ÔÖÓo¡
9$Ûôõ Ú Ü

Γq
î Ü å»çéØuÛDÜàùüØ��±ï ëÕÚ%Ü2ÛôÜG=�ØuóDÛüë�åÊWHÚ�ë�� æ2Ûôõ ÚN�

Γq,0 = {qit : t ∈ R} Ô�¦ÕÜ2öíë�Ú�ë@� î�è ç¢rÕÛ C �Ú�ë@� æÕÛôõ±Ú%Ü
Γq,0

ùüØ�ûüó*ûüÚ çéÛôÜ2ÙXW ÙêëÕæ�Ü2Û=Þ�óS=LçêÝ�îuï�W±Ô
â2á
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0.5 1.0−0.5−1.0

q»Þ�ûôõ±ï Ø�ö�ÿ�ÔÖÓ-íÉQ4ë2Ú õ ûôîuÝ�î�Ü2Ùéï ØwåFÜ2Ûüóôë-tôÝuç0Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôõ
q
�
N = ±2, . . . ,±32

¡
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Γq

âÕÿ
� �@a��±Î>K	`²Ë�� ô£ä�é�ê

z = ereiϕ
o�&Só?õ�ô£ä�ß�ô£äSõ3ä+Ü¤î3Ú»ï�æçô£éSõto�ï�õ3ä�â�ã�î3æ�î3ßNï x�� á3Ú�éSõ?Û3â

zΓq,0 = exp

{
i

(
ϕ+

rReρ−1

Imρ−1

)}
Γq,0.

y=�	��z��|{ }Bè ÙêçéÝ�îP=`Þ
zqit = ereiϕe−t Imρ−1

eitReρ−1

= er−t Imρ−1
ei(ϕ+tReρ−1)

= exp
{(

r
Imρ−1 − t

)
Imρ−1

}
exp

{
i
[
ϕ+

(
t− r

Imρ−1

)
Reρ−1 + rReρ−1

Imρ−1

]}

= exp
{
i
(
ϕ+ rReρ−1

Imρ1

)}
e
−
(
t− r

Im ρ−1

)
Imρ−1

e
i
(
t− r

Imρ−1

)
Reρ−1

= exp
{
i
(
ϕ+ rReρ−1

Imρ1

)}
q
i
(
t− r

Imρ−1

)

.

�0ëÕï çêØuåFÜ2ú�� Ù®Ü õ û=ó Ü2ÙêëÕï ØIù7ÙéçêÝ�îuèÑÞ
τ ∈ R ë@�±å»î�ëÕÛüë�å7Ü2ï±çéØ

Γq,0 3 qit 7−→ qi(t+τ) ∈ Γq,0

ùüØuûüó*è ç ùüØ�ö2Ý ùSW�å»ç¢� î�ç¢=`Þ-��ú�Ø
zΓq,0

Ú(ë�å»û=ó ÜÇùüØwî
Γq,0

Ú ÛôîuØ�îwëÕè Ûur2ó»ëLö3Wíó
ϕ+ rReρ−1

Imρ−1

Ô ~ {���{wy�{
Ìö���)��Í���MÆK	`���� Û?$Yè

qΓq,0 = e−i(Imρ)−1

Γq,0.
� ÿ�Ôãâ-¡

y=�	��z��|{ ª ëÕÛôîßÞ�û=ó ÜG=SÞ îàÙêØ�=LÜíóDõ�ÿ�ÔêÓÕÔ © ÜG=`Þ
q = eRe ρ−1

ei Imρ
−1 � å»ç��uÝ

qΓq = exp

{
i

(
Imρ−1 +

(Reρ−1)2

Imρ−1

)}
Γq,0 = exp

{
i
(Imρ−1)2 + (Reρ−1)2

Imρ−1

}
Γq,0

Ùêõ è çéï%ÜíÝ�î�Ø ù
qΓq,0 = exp

{
i
|ρ−1|2
Imρ−1

}
Γq,0.

% î�r2Û�� ÿ�Ôãâ-¡ åýÞ�ï çéö�Ü óDØuÛDÜ2îwî$óDëÕúuûDÜG=�ë-tüÝ�ç
|z|2
Im z

= −
(
Im z−1

)−1
.

� ÿ�Ôñá8¡
�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U

z ∈ C \ R Ô ~ {���{�y�{
³A� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï%ÜSï%ÜSÚ�ë�Ýuî
WíóôöÑõaï çêï çéØ ùüûôî�ØuæÕë`Ú�ë@� ÛôëÕîP� î�çéÜ@F õ�æÕÛüõ Ú%Ü
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Γq
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G
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Ĝ
Ô

_ ÎÞ���)��03
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Γq
ñ
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Imρ ∈ π−1Q x
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y=�	��z���{ ³>Ø�ûüóDÜ å»ç®ÜÇùSW2ÝBå»îPrÕÛ½� ÿ�ÔÖÓo¡Fîv;²Ü2ö�óDØP=(�±çéú

Γq,0
ùüØ�û=ó@Ú�ë@� æÕÛôõ±Ú�W å

Γq
å»ç�� îuç�=`ÞG�±úuØ

Γq =
⋃

k∈Z
qkΓq,0.

ø4Ü�=Lë�ÝuÞ
å»ï çéëÕûüöÑõiÿ�Ôãâ îuè ç�r2ÛBóDØ�ï|=aÜHûüö2ë-� Ýuî�ëÕïJW
ÙéçêÝ�î�èN��ûôÚNr�ùüï�Þ�Ý�U�ûôöJF£Ü{� ë�åýÞ�Ý�U�åýóôØ��±Þ ç©ó Þ�ÙéöíëåýóDØP�±Þ-�»æ-�±Þ�ÙêçéÝ�îuè%Ü
(Imρ )−1 ùüØ�û=óaå»ûôÚNr�FX=LçêØ�Ûôï Ü î

π
Ô÷¦2Ø�û=óSùôÜ2ûüï ØG�ýúuØ
å�ó Ü2öÑç¢=+åýÞ�Ú ÜG� öÑõ

ΓqùüØ�û=óLçêî�ë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï%Ülî R � åýóDØP�±Þ�ç7ó Þ�Ùéö2ë åýóDØP�±Þ-�7æG�±Þ
Imρ = (2kπ)−1 ���±Ù®ÜlÚ(Øßå»ï Ø�æ2ë

k ∈ Z ¡Ü2Ùéè�ëaî ZN × R �.æ-� îuçéØ N ùüØ�û=ówÙéçéÝuî�è�W�ûôÚNr�ùüï�Þ�Ý�U ûüö�F ÜG� ë�åýÞ�Ý�U
Γq
Ô�}BÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çéØ ë2è çéØàóDØ æÕÛüõ Ú�Þ
ûSWûDÜG=�ë@� õ%Ü2Ùêï Ø2Ô

¦2Ø�tôÙêç
(Imρ)−1 ï çéØ¬ùüØ�ûüó»å»ûüÚcr�FX=LçêØ�Ûüï%Ü`î

π
�±óôë

Γq
=LÜ ï çêØ�ûôöíë-� Ýuî�Ø�ï±çéØ$å»çéØuÙéØ$ûôÚNr�ùüï�Þ�Ý�U
ûüö�F ÜG� ë $åýÞ�Ý�U�ç�å öíëÕï ûôØuö�åFØuï ÝIùüç ùüØ�û=ó»çéî�ëG=LëÕÛ=ì%Ý�îuï%Ü`î Z×R Ô»¦ÕÜíöLå»ç®Ü{� ë-=�ëJ��óDÜ ëÕûüóDÜíóDï±ç®Ü`æÕÛüõ Ú%Ü ï çêØ\ùüØ�û=óûDÜG=�ë@� õ%Ü2Ùêï%Ü±Ô ~ {w��{�y�{

Ë¬ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ
γ ∈ Γq

=�ëÕú�ï ÜaÚ ÛôîuØ�� û=ó Ü å»ç®Ü{¨`å Ú(ëÕû=ó Ü2Ýuç
γ = qnqit

Ô�¦2Ø�tüÙéç%ùüØ�� ï%Üíö
Imρ ∈ π−1Q �Ú ÛôîuØ�� û=ó Ü å»çéØuï çéØBóôë�ï çéØ\ùüØuûüó�ùüØP� ï ëÕîuï%Ü2Ý�îuï Ø2Ô © ç¢=Lë`óôë�ëÇå�W ï çéØ ùüØ�� ï±ëÕî�ï%ÜíÝ�î�ï±ë-tS¨�=Lë2ú�ï%Ü öíëÕï�óDÛôë2Ùéë $å7Ü{¨2Ô»��ÛôîuÞ�Ú õ<tS¨�=SÞ-��ú�Ø

Γq
=aÜ

N
ûüö�F ÜG� ë�åýÞ�Ý�U.Ô~}Bîuï%Ü2Ý�î�Ü�óôëJ�%ú�Ø

qN ∈ Γq,0
�±óôî�ï.Ô

qN = qit

� Ù®Ü Ú�Øuå»ï±Ø�æÕë
t ∈ R Ô»q»ëÕîuå»ç�W2î�õ�ùSW Ú�ë�åýÞ�ú�ûôîuØ`ÛurÇå»ï Ü2ï çéØ$å»îuæÕÙ��P� Ø�= t

ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

t = −N Reρ−1

Imρ−1
= N

Reρ

Imρ
.

% ç�� îuç�=`ÞLî Ü�óDØ�=¥� úuØ
qnqit = qn+Nqi(t−N

Re ρ
Imρ ) � ÿ�Ôñð�¡

� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
n ∈ Z ç
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Γq
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q
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Γq
Ú(ëÕûüç®ÜG� ÜSëÕè õ±ûüóDÛüëÕï ï çêØ4ï çêØ�îP=LçêØ�ï ï çêÝ�î�W½=�ç®Ü2Ûu�¬"@ÜÕÜ2ÛôÜåýÞ�î�ï%Ü2Ýuî�ëÕïJWHùüØ��±ï ëÕî�ï Ü2Ý�îuï çéØ î�� ëÕöJF£Ü{� ï ë-tüÝ�çXW°� ë/� ë@�%Üíóôï çéØuæÕëlÝ�îßÞ�ï±ï çéö�Ü ï ëÕÛS=`õ�ùSW2Ý�ØuæÕë ÔÌ��ÛôîßÞ ù $=Lç ùu=`Þ

∫

Γq

f(γ) dh(γ) =

N−1∑

k=0

+∞∫

−∞

f(qkqit) dt
� ÿ�Ô ÿG¡

æ-� îuçéØ
N

ùüØ�û=ó7ÙêçéÝ�îuè�WSûüöJF£ÜG� ë�åýÞ�Ý�U
Γq
�²æ-��Þ

Γq
=aÜàï çéØuûôöíë-� Ý�îuØ�ï çêØBå»çéØuÙéØ*ûôöJF£ÜG�±ëÇåýÞ�Ý�U ï%Ü2ÙêØ�úßÞLë�Ý�îßÞ $å»ç�tüÝ�çéØ$î�Ü2ûüó¤W�Ú±ç�¨

N − 1
å Ú(ë�åýÞ�ú�ûüîuÞ�Ý�UGå»î�ëÕÛôÜ2Ý�U
Ú±Ûôî�Øuî ∞ ¡ßÔø4Ü ö2ëÕï±çéØ�Ýwï çêï çéØ ùüûôîuØ�æÕë�Ú�ë�� ÛüëÕî��±î�ç®Ü�F õ î ÜÇùu=�çéØP=`ÞLûôç��v;£õ ï±ö2ÝIùSW

Γq 3 γ 7−→ γ ∈ C. � ÿ�Ôñþ8¡
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`�(K�` 7�� â+åzÛGæ�$Yèjâ�ã�á ñÞßNïjâ�à?ò�Û8ó@î3Ú»ï

qnΓq,0
)GÜÞÝoãNè

Γq x�� Ý�ß<à8é`ñPÛ_� ÿ�Ôñþ8¡Íî?o+é+ô'&+å£Û¥ó@îjå�ä`ñâ�à?òzÛ8ó@î3Ú�ä`ñ	Ü¤î�õ+âSõ3ä+Üuõ?ÛÍâ+ô'&½ó@îRðÞÝ@ß<à8é`ñÞô±ê�î3æ�î%$>î3Ü�mÊéSõ�ßAä`ñ	ßNÛ�î3å�î?éSõ3ä+ß�ôhÝ
qnΓq,0

Ú C \ {0} x



ÿ�Ôãá  ¬fhn�¡�Õ�kpÕ±Ô�i�l1kÌf!�<Ó�
�Ô�n� PÕ
α

â-�
y=�	��z��|{ ø*çéØ�Ý�U

p =
−ρ
ρ
.

© ÜG=`Þ
qp = q−1.ø*çéØuÝ�U

γ = qnqit ∈ qnΓq,0
Ô§%¯r�å Ý�î Üíû

q2nγp = q2nq−nq−it = qnq−it = γ.

V%õ ï±ö2ÝIùôÜ
γ 7→ q2nγp

ùüØ�û=ówë�ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ:U ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï%Ü�å»ûôî��P� î�çêØ ó ÜG=/æ-� îuçéØSëÕöÑÛôØ�tüÙéëÕï ÜàùüØ�ûüó	U ëÕÙéë $=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï%Ü æ�Ü@F`W{µ$ÙéëÕæ�ÜíÛüÞÑó¤= õ>Ô ~ {���{wy�{
ò�ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï çéØ ÿ�Ô÷ð7å»Ú Ûôë�åFÜG� î�Ü*ï%Üíû.å�î Üíæ�ÜG� ï çêØ�ï çéÜ<� ö�ó¤r2ÛüÞ@=�Ú�ë-tüå»ç¢��Ý�ë2ï%Üýèc�P� î�çêØ�å»ç��uö�ûüî Ü»Ý�îP��tS¨ï±çéï çêØIùüûôîuØ�æÕëHÛüëÕî��±î�ç®Ü�F õ.Ô½C4è�Þlõ ï çêöÑï�WG¨ Ûôë2î�ûôîuØ�Ûüî Ü2ï çéÜ_;£õ ï ö2Ý ùüç�î�� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï�Þ�Ý�U�ï%Ü

Γq
ï%ÜHëÕè ûüî Ü2Û=Þëiûüö2ë-=�Ú Ùêçéö2ë�åFÜ2ï�Þ@= ëÕÚ çêûôçéØ
Ü2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ2çéÝuî�ï�Þ@=(�ýèN��� îuçéØP=`Þ�û=óDëÕûüëÇåFÜG¨ Ú Ûüî�Ø�öÑûüîuó Ü�F Ý�Øuï çéØ
z 7→ log z�£Ú%ÜíóôÛôîwÚ(ë@� ÛüëÕî�� îuç®Ü@F0ÿ�Ôñð8¡ßÔ

�Í�uÐ ¢ s��W£ |$x©|wz�v � x�s 5 Ñ �Hz:��}.|
α

% ó Þ@=�Ú(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü2ÙêØBèc�P� î�çêØ�=`Þ�î Ü2öJF£Ü{�%ÜG¨G�%úuØwæÕÛôõ Ú Ü
Γq

ùüØ�û=ó4ûôÜG=�ë�� õ Ü2Ùéï%Ü�ÔO��ëÕï ÜG�±óDë�èN��� îuçéØ�=SÞåýÞ@=LÜ2æ�ÜG¨{�»Ü2è�Þ
Imρ = N

2π

�ýæG� î�çêØ
N ∈ 2Z \ {0} Ô¯% ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuç

Γq
=aÜ |N | ûôÚNr�ùüï�Þ�Ý�UûüöJF£ÜG� ë�åýÞ�Ý�U.ÔÊ³.Ü@F ëÕúuØ�ï çêØBóDë�èN��� îuçéØwûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï çéØ$çêûüóDëíóDï ØBå ÛôëÕîP� î�çéÜ@F£Ü2Ý�U�þ ç���Ôø@Ü ö�Ü2úP� ØIù4ÙêëÕö�Ü2Ùéï çêØSîßå7ÜíÛüóDØ ùP�CÜ2è�Ø�Ùéë�å ØIùBæÕÛôõ±Ú çéØ

G
ó Üíö�çêØIùP���±Ù®Üaö�ó¤r2ÛôØIùBçéû=óDï çêØIùüØ½U ë-=�ë-=Lë2Ûüì%îP=

φ
å æÕÛüõ Úc�s� õ%ÜíÙéï�W

Ĝ
=LëÕúuØ�=`Þ�îP� Øuì ï çéë�åFÜG¨Bè çêÝ�U%Ü2ÛDÜíöÑóôØ�ÛP��ó£ùuÔ�;£õ±ï ö2Ý ùu�	�±å�r�Ý�U�îP=LçêØ�ï ï�Þ�Ý�UHï%Ü

G
ëåFÜ2Û=óDë-tüÝ�ç®ÜíÝ�U�å

S1 èc�P��W2Ý
WvU ëG=Lë-=�ëÕÛ=ì%î�=�Ø�=Áî�Ø7å»îuæÕÙ��P� õ�ï%Ü$ö�Ü2ú���WBîP=LçêØ�ï ïJWBîýëÕûôëÕè±ï%Ü±Ô§V%õ ï±ö2ÝIùôÜóDÜY�%Ü2ï%Ü4ùüØ�û=ó@Ú±Ûôî�Øuî
G×G 3 (g, g′) 7−→ 〈g, φ(g′)〉 ∈ S1.% Ú(ë2ï çéúuûôîuÞ@=�ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï çéõ�î�� Øßì%ï çêõ�ùüØ�=`Þ�Ú(Øßå»çéØ�ï�è çêÝ�U%Ü2ÛDÜíöÑóôØ�Û»ï%Ü ûDÜ{=Lë@� õ%Ü2Ùêï ØIùFæÕÛüõ Ú çêØ

Γq
Ô

¤ �>�`��03
�,8�@���)�5K	`�K�� ô£ä�é�ê
Imρ = N

2π

p�)8ó?õ�ô£ä
N ∈ 2Z \ {0} x�� á3Ú�éSõ?Û3â�ô�â+å�ß�ô£ä`ñ
ä�é+ô)ït)3ò�Û¬ðÞÝ@ß<à8é`ñPÛ

χ : Γq × Γq → S1 o�&Só8ï@éSÛÍâ+è%$>ä+å)Ü+è8éSõ�ß�è%$ ôOß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü�î3Ú»ÛGß�è%$¥o�ô£é�ê<ÛGÜSÛ3à3å�ä+Ü¤ä�$´ßNÛ
Γq
pOåXõ�ß x

χ(γ, γ′) = χ(γ′, γ),
χ(γ, γ′)χ(γ, γ′′) = χ(γ, γ′γ′′)

� ÿ�Ô«�-¡
ó<æúÛjÚ�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê

γ, γ′ y′′ ∈ Γq
î3ÜuÛ?õ
(

χ(γ, γ′) = 1
ó<æúÛ

Ú�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê
γ′ ∈ Γq

)
=⇒

(
γ = 1

)
.

� ÿ�ÔI!8¡

� Ý@ß<à8é`ñPÛjå£Û¬ñ
ä�â+å�ÚOè�õ�ßNÛ@éSõ3î3ßNÛsñ
äSóGßAî�õ�ßNÛ@éSõ�ß�ô£ä»ãNÜSõ3äSõ�Ú»ÛGÜ+Ý@ß<à3ô
χ(γ, q) = Phase γ,

χ(γ, qit) = |γ|it
� ÿ�ÔI#8¡



âG! ÿ ��Ó�
±Ô�n� �lbgoe1l1n� PÕ��I
�l
ó<æúÛ�Ú�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê

γ ∈ Γq
ô
t ∈ R x u î3ßNÛ8óGå�î(ô�â+å�ß�ô£ä`ñ
ä®é+ô)ït)3òzÛ�ðÞÝ@ß<à8é`ñPÛ α : Γq → S1 å£Û3àGÛ%p¦q3ä_ó<æúÛó@î3Ú�î3æçß�è�é�ê

γ, γ′ ∈ Γq

χ(γ, γ′) =
α(γγ′)

α(γ)α(γ′)
.

� ÿ�ÔÖÓ?\8¡
� Ý@ß<à8é`ñPÛ α $jÛ>å£Û3àeq3ä�åi&�Ú�òzÛ3â+ßAîtvt§¨p�q3ä

α(γ) = α
(
γ−1
) � ÿ�ÔÖÓÕÓo¡

ó<æúÛ�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê
γ ∈ Γq xy=�	��z���{ ª Üíú��±Þ`Ø�ÙéØP=LØuï�ó

γ ∈ Γq
ùüØ�û=ó¬Ú(ë2ûüó ÜíÝ�ç

γ = qnqit
�uùüØ�û=ó\î ÜíóôØ�= ùôÜíûôï Ø{��úuØýÛSr�å»ï%Ü2ï±ç®ÜÍ� ÿ�Ô«#8¡åýÞ�î�ï%Ü2Ýuî ÜÇùSW�ûüÞ@=�ØuóDÛ=Þ�Ý�î�ï�Þ�è çêÝ�U%Ü2ÛDÜíöÑóôØ�Ûýï%Ü

Γq
ùüØ�� ï±ëÕî�ï%ÜíÝ�î�ï±çéØ2ÔO% Þ�ûüó ÜíÛôÝ�îßÞHå»ç��uÝàÚ�ë@�%ÜG¨Bå»î�r2Û*ï Ü

χ
ç"ûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨G�%úuØSûüÚ(ØoF ï çêëÕï Ø$ûSW�å»ûüîuÞ�ûüóôö�çêØàåýÞ@=LÜ2æ�Ü2ï±ØwåFÜ2Ûüõ ï öÑç Ôø@çéØuÝ�U

γ = qnqit
ç
γ′ = qn

′
qit
′ Ô»³A� Øuì ï çéõ�ùu=SÞ

χ(γ, γ′) = χ
(
qnqit, qn

′
qit
′
)

= ei(nn
′−tt′)Im ρ−1

ei(nt
′+n′t)Reρ−1

.
� ÿ�ÔÖÓÇâ-¡

��çéØ�Û=å»ûôî�W ÛôîuØ�Ýuî
W<�7ö�óSrÕÛ¤W ï%Ü2ÙêØ�úuÞ�ûôÚ ÛôÜ�åR�±î�ç�¨ ùüØ�û=óaÝuîuÞ�ÛSr�å»ï%Üíï çéØ|� ÿ�ÔêÓÇâG¡ ë2ö�ÛüØ�tüÙ®Ü°;£õ ï ö2Ý ùu�
ï%Ü
Γq
�óDîuï.Ô%Ý�îßÞHÚ ÛDÜ åFÜ�û=óDÛüëÕï%Ü(� ÿ�ÔÖÓÇâ-¡Fï çêØ$î Ü2ÙêØ�úßÞHë�� Ú Ûüî�ØP� ûüóDÜ�å»çêØ��

γ = qnqit
�
γ′ = qn

′
qit
′ Ô © ÜG=`Þ

χ
(
q(n+N)qi(i−N

Re ρ
Im ρ ), qn

′
qit
′
)

= λχ
(
qnqit, qn

′
qit
′
)
,

æ-� îuçéØ$Ý�îßÞ�ï ï çéö
λ
=LëÕúuØ�=`ÞaëÕè ÙêçéÝ�îßÞ@¨$ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2ÝàîwóôëÕú�ûôÜG=�ë-tôÝuç»� ÿ�Ôñá8¡Fç"î Ü�F ëÕúuØ�ï çéÜ�ë

Imρ
í

λ = exp
{
i
[(
Nn′ + t′N Reρ

Imρ

)
Imρ−1 +

(
Nt′ − n′N Reρ

Imρ

)
Reρ−1

]}

= exp
{
i
[(
Nn′ − t′N Reρ−1

Imρ−1

)
Imρ−1 +

(
Nt′ + n′N Reρ−1

Imρ−1

)
Reρ−1

]}

= exp
{
i
[
Nn′ Imρ−1 +Nn′ (Re ρ−1)2

Imρ−1

]}

= exp {iNn′(Imρ)−1} = en
′2πi = 1.

Q4î�ç¢��öÑç.ë�Ý�îßÞ�å»çêûüóôØIù7ûüÞ@=LØßóDÛüçéç.Ú ÛôÜ åFØ ùýû=óDÛôë2ïÑÞb� ÿ�ÔÖÓÇâ-¡\å»îuæÕÙ��P� Ø�=pî ÜG=�ç®ÜíïÑÞ
(n, t)

ç
(n′, t′)

å»ç¢� î�ç¢=`Þ-�ú�Ø$å»î�r2Û»óôØ�ï¥� Øuì ï çéõ�ùüØwû=Þ�=�ØuóôÛüÞ�Ý�îuï�Wj;£õ±ï ö2Ý ùu�
χ
ï%Ü

Γq
Ô ò�Ú ÛDÜ åR� îuç�=`ÞLå7ÜíÛôõ ï öÑç�� ÿ�Ô«#8¡ÃÔ © ÜG=`Þ

χ
(
qn
′
qit
′
, q
)

= ein
′Imρ−1

eit
′ Reρ−1

= Phase
(
qn
′
qit
′
)

ëÕÛDÜíî
χ
(
qn
′
qit
′
, qit
)

= e−itt
′Imρ−1

ein
′tReρ−1

=
∣∣∣qn′qit′

∣∣∣
it

.

QBÜ2ÙêØIù7Ú çéûüî
W2Ý
γ′′ = qn

′′
qit
′′ ûôÚ ÛôÜ�åR�±î ÜG=`ÞG�9ú�Ø

χ (γ, γ′)χ (γ, γ′′) = χ
(
qnqit, qn

′
qit
′)
χ
(
qnqit, qn

′′
qit
′′)

= ei(nn
′−tt′)Im ρ−1

ei(nt
′+n′t)Re ρ−1

× ei(nn′′−tt′′)Imρ−1
ei(nt

′′+n′′t)Re ρ−1

= ei[n(n′+n′′)−t(t′+t′′)]Imρ−1
ei[n(t′+t′′)+(n′+n′′)t]Reρ−1

= χ
(
qn, qit, qn

′+n′′qi(t
′+t′′)

)
= χ (γ, γ′γ′′) ,



ÿ�Ôñð ��Ó�
±Ô�n� +Õ Fq âG#
ÝuëLÚ�ëÕö�Ü2îuõ�ùüØG� úuØ

χ
ûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü åFÜ2Ûôõ ï±ö�ç�� ÿ�Ô �G¡ßÔ

C@èÑÞ ûôÚ ÛôÜ�åR�±î�ç�¨ýåFÜ2Ûôõ±ï Ø�ö¥� ÿ�Ô«!-¡�Ú(ë2öíÜíú�Ø�=SÞ-��ú�ØR� ÙéÜBö�Ü2ú�� ØuæÕë
γ ∈ Γq

óDÜ2öÑçéØ�æ2ëJ�Õú�Ø
γ 6= 1

çéû=óDï çêØIùüØØuÙéØP=LØuïÑó
γ′ ∈ Γq

ó Ü2öÑç£�0ú�Ø
χ(γ, γ′) 6= 1

Ô®� û=óDë2óôï çéØ{í ï çéØuÝ�U
γ 6= 1

Ô®%¯rÇå Ý�î�Ü2û
Phase γ 6= 1

Ùéõ è
|γ| 6= 1

Ô¼% Ú±çéØ�Û=å»ûôîßÞ�=;Ú±ÛôîuÞ�Ú%Ü{� öÑõmåýÞ�ûüó ÜíÛôÝ�îßÞ�Ú(ë�F®ëÕúuÞ@¨
γ′ = q

� Ü å²� Ûôõ±æÕç�=
γ′ = qit

�±Ù®Ü
t 6∈ (log |γ|)−12πZ Ô�³Î� ÿ�Ô«#8¡ åýÞ�ï çêö�Ü<� ú�Ø χ(γ, γ′) 6= 1

Ô
Q4ë�î Üíö2ë-� Ýuî�Øuï ç®ÜÍ� ë�åFë@� õ(= õ ûôç¢=`ÞàùüØuûôîuÝ�î�Øàî��±Øuì%ï çêë�å7ÜG¨�;£õ ï öíÝIùu�

α
Ô¬ø*çéØ�Ý�U

α(γ) = α
(
qnqit

)
= e

i
2

(n2−t2)Imρ−1

eintReρ−1

= exp

{
i Im

(n+ it)2

2ρ

}
.

� ÿ�ÔêÓ á8¡
�0ë��±ëÕè ï çêØýùôÜ2öHåÁÚ ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±ö�õ°�±Øuì%ï çêÝIùüç�;£õ ï öíÝIùüç

χ
Ú±ÛDÜ å7ÜLûüóDÛüëÕï%Ü°� ÿ�ÔÖÓ�á8¡7ï çéØàî ÜíÙéØ�úßÞ�ë���Ú ÛôîuØ�� û=ó Ü $å»çêØ�ï çéÜ

γ = qnqit
Ô�%ÙF Ü2ûôï±ë-tôÝuçs� ÿ�ÔÖÓ?\8¡4çR� ÿ�ÔÖÓÕÓo¡@åýÞ�ï çéö�ÜÇùSWHè�Ø�îuÚ(ë-tüÛôØP� ï çéë î�Ú�ë��%Üíï Ø�æÕë�å»îuëÕÛôõ ï%Ü

;£õ±ï ö2Ý ùu�
α
Ô ~ {���{wy�{

� ���J.1�BK	`¢] Z�ÛôÜ2ö�óDõ�ùSWíÝ
S1 ùôÜ2öíëHóDÛüÞÑå»çéÜ2Ùéï�Þ

Γq
$ =�ë��±õcFO=�ëÕú�ØP=`ÞGõ�åFÜ2ú Ü{¨Í;£õ±ï ö2Ý ùüØ

Γq
k → S1 î Üöíë�F£Ü{� Ý�õ Ý�U�Þ�ï%Ü

Γq
ë�åFÜ2Û=óDë-tüÝ�ç®ÜíÝ�U�å

S1 �[�ãâ3 X¡ßÔ�³.Ü2õ�åFÜ2ú�=SÞ-�%ú�Ø
(
dχ
)
(γ1, γ2, γ3) = γ1χ(γ2, γ3)χ(γ1γ2, γ3)−1χ(γ1, γ2γ3)χ(γ1, γ2)−1

= χ(γ2, γ3)χ(γ1, γ3)−1χ(γ2, γ3)−1χ(γ1, γ2)χ(γ1, γ3)χ(γ1, γ2)−1

= 1,

Ülå»ç��uÝ
χ
ùüØuûüó�â $ öíë�ÝßÞ�ö�ÙêØ�=�Ô qRr�å»ï%Ü2ï çêØB� ÿ�ÔêÓ
\8¡:=�r�å»ç£�\ú�Ø

χ = (dα)−1 Ôë% ç¢�%ÜG¨ ûüó¤WG���7úuØ�ï±çéØ
=�ëÕúuï%Ü ÙéçêÝ�îuÞ@¨@ï%Ü@ùüØ��±Þ�ï ë-tu¨	;£õ ï öíÝIùüç

α
Ô © ç�=�ëJ�±çêú@å å»çéØuÙéõ_=�çéØ ùüûôÝ ÜíÝ�UHèc�P� î�çêØ�=`Þaö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜG¨$ó Þ�Ùêö2ëîàå	F£Ü2ûüï ë-tüÝ�ç�� ÿ�ÔÖÓ?\8¡Ê;£õ ï öíÝIùüç

α
�%å×�%Ü2ÙêûôîuÞ�Ý�UGÝuî��PtôÝ�çéÜ2Ý�UlÚ ÛôÜ2ÝuÞ�èN��� îuçéØ�=SÞ õ úuÞÑåFÜG¨ Ú�ëÕûüóDÜ2Ý�ç�;£õ ï öíÝIùüç

α
� Ü2ï ØIù7å»î�ëÕÛüØ�= � ÿ�ÔêÓ á8¡ßÔ

� ���J.1�BK	` w ��ÛDÜ å7Ü�ûüóôÛôëÕï Ü�å»îuëÕÛôõ�� ÿ�ÔêÓÇâG¡wùüØ�ûüó�öíëÕï ûôØuö�åFØuï ÝIùSW�åFÜ2Ûüõ ï öGr�å � ÿ�ÔI#8¡ßÔ ³÷� ë�å ë�� õó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�ÿ�Ôãÿ`å»ç��%ÜG¨$î�ÜíóDØP=(�%úuØwè çéÝ�U%ÜíÛDÜ2ö�óDØuÛýë�ú
WG�%ÜíïÑÞ�Ý�U
å	F Ü2ûôï±ë-tôÝuç®Ü2Ý�U�çéû=óDï çêØIùüØBï%Ü
Γq

åýóDØP�±Þç.ó Þ�Ùêö2ë åýóDØP�±Þ-�9æ-�±Þ
Imρ = N

2π

�%æ-� îuçéØ
N ∈ 2Z \ {0} Ô

�Í��û © Ñ �Hz:��}.|
Fq

% ï çéï±çéØIùüûüîuÞ@= Ú�ë��±ÛôëÕîP� î�çéÜ2ÙéØ7èN���±î�çéØP=`Þ�è%ÜG� ÜG¨~;£õ ï ö2Ý ùu�@ûüÚ(ØuÝIùôÜ2Ùêï�W Fq ÔOV%õ ï öíÝIùôÜ$ó ÜwëÕöÑÛôØ�tüÙéëÕï ÜFùüØuûüóï ÜÍ�±ë-=LöÑï ç¢��Ýuçéõ
Γq

å C � ö�ó¤rÕÛüØàèN���±î�çéØP=`ÞHëÕîuï%Ü2Ýuî ÜG¨
Γq = Γq ∪ {0}.

Q4ÙéÜ
γ ∈ Γq

�
γ 6= −1,−q−2,−q−4, . . .

î�� Øßì%ï çéõÇùu=`Þ

Fq (γ) =
∞∏

k=0

1 + q2kγ

1 + q2kγ

� ÿ�ÔêÓ�ð�¡



á-\ ÿ ��Ó�
±Ô�n� �lbgoe1l1n� PÕ��I
�l
� �:�J.1��K�`¢ ��õ ï ö�ó Þ {−q−2k : k ∈ Z+}

ï Ü2ÙéØuú
W5� ë
Γq

åýóôØ��±Þnç\ó Þ�Ùêö2ëGåýóDØP�±Þ-�¬æ-��ÞnæÕÛüõ Ú%Ü
óDÜùüØ�û=ówûDÜG=�ë��±õ%Ü2Ùéï Ü��£ó£ùuÔ>ÙêçéÝ�îuè%Ü�ûôÚNr�ùüï�Þ�Ý�U ûüöJF£ÜG� ë�åýÞ�Ý�U ùüØuûüówûüö2ë-� Ýuî�ëÕï Ü8¡Bç©ÙéçêÝ�î�è ÜaûôöJF£Ü{� ë�åýÞ�Ý�UHùüØ�û=óÚ%Ü2ÛüîuÞ�ûüóDÜ±ÔÆ� û=óDë2óôï çéØ{í�Ú±õ ï ö�ó −1
ï%Ü2ÙêØ�úuÞB� ë

Γq
åýóDØP�±Þ�çýó Þ�Ùêö2ë åýóDØP�±Þ-�7æG�±ÞiÚ�ë Ú�Øuå»ï Ø ù�ÙéçêÝ�îuè çéØëÕè Ûüë2ó¤r�å�ëSö3Wíó − (Imρ)−1 ûôÚ±çéÛDÜíÙ®Ü$ÙéëÕæÕÜ2ÛüÞÑó¤=�çéÝuî�ï%Ü

Γq,0
ëÕè Ûur�Ýuç%ûôç��*ë`ö3Wíó

π
ÔO}$ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ4ëÕîuï%Ü2Ý�î�ÜóDëJ�±ú�ØwûôÚ çêÛDÜ2Ùêç>Ú�ëÕûüóDÜ2Ý�ç

qkΓq,0ùüØ�û=ó�ûüö2ë-� Ýuî�Øuï çéØFå»çêØ�ÙêØ çÑÙéçêÝ�îuè%Ü*çêÝ�U»ùüØuûüó©Ú Ü2ÛôîßÞ�û=ó Ü±ÔO³j� Ûüõ æÕçéØ ù0ûüóôÛôëÕï�ÞG�ßùüØ�tüÙéçÑæÕÛôõ±Ú%Ü
Γq
=aÜ*ûôöíë-� Ý�îuØ�ï çêØå»çéØuÙéØ7ûüö�F ÜG� ë�åýÞ�Ý�Uaç�ÙéçéÝuî�è%Ü4ó Þ�Ý�U�ûôöJF£Ü{� ë�åýÞ�Ý�U$ùüØ�û=ó¬Ú%Ü2ÛôîßÞ�ûüó Ü��ÑóôëwÚ õ ï ö�ó −1

= õ ûôç<� ëFùüØ�� ï Ø ù�î7ó Þ�Ý�UûôöJF£Ü{� ë�åýÞ�Ý�U
ï%Ü2ÙéØuú�ØP¨2ÔÉ��ë2ï çéØßå7Ü2ú
q ∈ Γq

î�� Øßì%ï çéÝ ùüç"æÕÛôõ±ÚÑÞ
Γq
�J=LÜG=`Þ

(
{−q−2k : k ∈ Z+} ⊂ Γq

)
⇐⇒

(
−1 ∈ Γq

)
.

% �%Ü2ÙêûôîßÞ�Ý�UnÛôëÕîßå7Ü2ú�Ü2ï çéÜ2Ý�U Ú±ÛôîuÞ ùu=�çéØP=`Þlî Ü�F ëÕúuØ�ï çêØG�0ú�Ø�Ú õ ï ö�ó Þ {−q−2k : k ∈ Z+}
ûSW�ØuÙéØ $=LØuï�ó ÜG=�ç

Γq
Ô¥¦2Ø�tüÙéç�ó Üíö ï±çéØBùüØ�ûüó���ÛüëÕî�õJ=�ë�å7Üíï ç®Ü¥� ë2ó Þ�Ý�î�W2Ý�Ø�ï ÜG�%Ü å7Üíï ç®Ü�;£õ ï ö2Ý ùüç Fq å7ÜíÛüóDëGtôÝ�ç¬åó Þ�Ý�U
Ú õ ï±öÑóDÜ2Ý�U
ï Ü2ÙéØuúuÞ�Ú�ë-=�çéï�W{¨2Ô

_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`�(K�`�ª«j æ�î?éSõ�è{ß¯ß�ô£ä�â�à8î%¬AéSõ3î3ß�è|� ÿ�ÔÖÓ ð�¡�ñ
ä�â+å�ß�ô£ä�$jÛGæpñ
äSóGßAî?â+åzÛuñÞß�ô£ä>õto�ô£ä*q�ß�è/ßNÛ
Γq \

{−q−2k : k ∈ Z+} x�� Ý@ß<à8é`ñPÛ Fq Ü¤î�õ+âSõ3ä+ÜSõ?Û_â+ô'&jó@îvðÞÝ@ß<à8é`ñÞôsé+ô)ït)3ò ä`ñ Γq → S1 x u î�Ü¤î�õ+âSõ3ä+Üuõ3ä+ß�ôhÝ
Fq (0) = 1

î3ÜSÛ?õ
(1 + γ)Fq (γ) = (1 + γ)Fq (q2γ)

� ÿ�ÔêÓÇÿG¡
ó<æúÛ�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê

γ ∈ Γq xy=�	��z���{ � Ùéë�Ý�îuÞ�ï�ï çéØuûôöíë-� Ý�îuëÕï�Þ
∞∏

k=0

(
1 + q2kγ

) � ÿ�ÔÖÓ�þ8¡
ùüØ�û=óaîuè çéØuú�ï�ÞÎ� Ù®Ü°� ë�å ëÕÙéï ØuæÕë

γ ∈ C ç»îuè çéØuú�ï ë-tu¨�óDÜ�ùüØuûüóaï çéØP=aÜ2ÙCùüØ�� ï ë2ûüó Ü�ùüï%Ü ï%Ü C Ô © ÜG=SÞë�ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ

Fq (γ) =

∞∏
k=0

(
1 + q2kγ

)

∞∏
k=0

(1 + q2kγ)

� Ù®Ü
γ ∈ Γq \ {−q−2k : k ∈ Z+}

Ô¬ø*çéØP=aÜ2ÙÑùüØ�� ï ë2ûüó Ü�ùüï%Ü�îuè çéØuú�ï ëGtS¨wçéÙêë�ÝuîuÞ�ïÑõ�� ÿ�ÔÖÓ�þ8¡FÚ�ëÕö�Ü2î�õ�ùüØ{�%ú�Ø
lim
γ→0

Fq (γ) = 1.
� ÿ�ÔêÓ?�-¡

¦2Ø�tôÙêç
γ ∈ Γq

î�è±çéØ�æÕÜ:� ë −q−2n � Ù®Ü`Ú�Øuå»ï±Ø�æÕë n ∈ Z+
��óôë:=�ëÕú�ØP=`Þ�Ú ÛôîßÞ�ùSW{¨G� úuØ

γ = −q−2nqitç.Ûôë2îuåFÜ2ú ÜG¨
t→ 0

Ô§% óDØ ùýû=Þ�óôõ%Ü2Ý ùüç

Fq (γ) =
n−1∏

k=0

1 + q2kγ

1 + q2kγ
· 1 + q2nγ

1 + q2nγ
·
∞∏

k=n+1

1 + q2kγ

1 + q2kγ



ÿ�Ôñð ��Ó�
±Ô�n� +Õ Fq á±Ó
çp=LÜG=`Þ

lim
γ→−q−2n

1 + q2nγ

1 + q2nγ
= lim

t→0

1− q−it
1− qit =

−ρ
ρ
.

% ç¢� î�ç¢=`ÞLî ÜíóôØ�=¥�%ú�Ø
lim

γ→−q−2n
=
−ρ
ρ

∞∏

k=0
k 6=n

1 + q2kγ

1 + q2kγ
.

� ÿ�ÔêÓ
!8¡

% tüå»çêØuóDÙêØj� ÿ�ÔÖÓo�-¡FçO� ÿ�ÔÖÓ?!8¡Þ�±å»ç�� îuç�=`ÞG� ú�Ø Fq ÛôëÕîuûôîuØ�Ûôî�Ü�ûüç���� ëY;£õ ï öíÝIùüçCÝ�ç�W�æ@F ØIù
Γq → S1 Ô% î�rÕÛ�� ÿ�ÔêÓ�ÿ-¡*åýÞ�ï çéö�Ü�å»Ú ÛüëÕûüóàîÍ� Øuì ï çéÝ ùüç�;£õ ï öíÝIùüç Fq ÔY� ûüóDëíóDï çêØGí$ï%Ü®=�ë�ÝßÞ¼� ÿ�ÔêÓ�ð�¡­=aÜ{=`Þ5�±Ù®Ü

�±ëÇå ëÕÙêï Ø�æÕë
γ ∈ Γq \ {−q−2k : k ∈ Z+}

Fq (γ) =
1 + γ

1 + γ
Fq (q2γ).

� ÿ�ÔÖÓ?#8¡
© ï ëÕú
WíÝ ëÕè çéØ`ûüóDÛüëÕï�Þ
óôØ�æÕë�å»îuëÕÛôõ Ú Ûüî�Ø�î

1 + γ
ç�ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ý�î Ý�ç�W�æ@F ë-tüÝ�ç0ëÕè õ ûüóôÛôëÕïGå»îuæÕÙ��P� Ø�=îP=LçêØ�ï ï±ØIù

γ
ë2óôÛôîuÞ@= õÇùüØ�=`Þ°� ÿ�ÔÖÓÇÿ-¡�� ÙéÜ å»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq
Ô ~ {���{wy�{

� ���J.1�BK	`²Ë�� ¦2Ø�ûüó ùôÜ2ûüï ØG��ú�Ø©å»îPrÕÛ�� ÿ�ÔÖÓ?#8¡�ëÕè(ë�å»ç�W2î�õ�ùüØ�� Ù®ÜFå»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�U
γ ∈ Γq\{−1} Ô�¦2Ø�tôÙêç −1 ∈

Γq
�²Ü ó Ü2öÑç�=�Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG� öÑçêØ�='èN��� îuçéØP=`Þ�ûüç��Bî�ÜÇùu=Lë�åFÜG¨Bå �%Ü2ÙéûüîuÞ�Ý�U�ÛôëÕîP� î�çéÜ@F£Ü2Ý�U�¡+� Ú Ûüî�ØuÝ�U ë��±î
W2Ý�� ëæ2ÛDÜ2ï çêÝuÞ

γ → −1
å � ÿ�ÔÖÓ?#8¡Fë2óôÛôîuÞ@= õÇùüØ�=`ÞLå»î�rÕÛ

Fq (−1) =
−ρ
ρ
Fq (−q2),

� ÿ�Ô â{\8¡
ö�óSrÕÛüÞHèN���±î�çéØwÚNr-µ�ï±çéØIù7õ úßÞ�óôØ�Ýuî�ï�ÞÕÔ

³�öíÜíú���W®;£õ ï öíÝIùSW
f : Γq → C ç�Ú õ ï±öÑóôØ�=

γ ∈ Γq
=�ëÕúuØ�=`Þ
îuå»çXWíî ÜG¨Y;£õ ï öíÝIùu��î�=�çéØuï ï ØIù$ÛôîuØ $ÝuîuÞÑå»çéû=óDØ ù

f [γ]
å»î�ëÕÛüØ�=

f [γ] (t)= f(qitγ).
% �%Ü2ÙéûüîuÞ�Ý�UGÛüëÕîuåFÜ2ú Üíï ç®Ü2Ý�U�å»çéØuÙéØàõÑåFÜ2æÕçCÚ�ë-tüå»ç¢��Ýuç�=`Þ è%Ü{�%Ü2ï çêõ�Ú Ûüî�ØP�cF õ úuØ��lÜíï%Ü2ÙéçÖó Þ�Ý�î�ï�Þ�Ý�U
óôØ�æÕëó Þ�Ú õ¥;£õ ï öíÝIùüç Ô
¤ �>�`��03
�,8�@���)�5K	` Ë9ËgË­`H® æúÛÍó@î3Ú�î3æçßAä')@î

γ ∈ Γq
ðÞÝ@ß<à8é`ñPÛ Fq[γ]

$jÛsãNÜuõ3äSó3ò�Ý?q3ä+ß�ô£ä¦$>ä+Ü�î%$>î3Ü�mÊéSõ�ßAä
ßNÛ�éSÛ3òzï�ã�ò�Û3âSõ3éSõ�è�õ�ß¯&sõ3ä�â�ã�î3æ�î3ßNï x

�	` u Üuõ3äSó3ò�Ý°q3ä+ß�ô£ä(å�î>ñ
ä�â+å�ê�î3æ�î%$>î3Ü±mÊéSõ�ßAä¥Ú ó@î3æçßAä`ñYã�á?ò ã�òzÛ3âSõ3éSõ�è³²�ß�ô£ä¥ÚOå�äSóGèBô�å�è3æ«à8î|ÚOå äSóGètp=)8óGè
Imρ = N

2π

p�)8ó?õ�ô£ä
N ∈ 2Z \ {0} x

Ò	`A´ ä¨v+æçô±â�ã�ä�ò�ß�ô£î3ß�è~ñ
ä�â+å�Ú»ÛGÜÞÝ@ßAä�à½õsãNÝ@ß<à3å�Ý¶µa·¸p»å�î�õ?Û@é�ê�î�ó?õ�ô§Ú�õ3á3Ü
Fq [qγ] (−i)= (1 + γ)Fq [γ] (0)= (1 + γ)Fq (γ).

� ÿ�Ôãâ�Óo¡
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±Ô�n� �lbgoe1l1n� PÕ��I
�l
y=�	��z���{ � 
�Ë­` ø*çéØ�Ý�U

γ = qnqir
Ô»��ÛôîßÞ�ùu=�ç ùu=SÞaëÕîuï%Ü2Ýuî�Ø�ï±ç®Ü

A(t) =

∞∏

k=0

(
1 + exp

{
2k + n− i(t+ r)

ρ

})
,

B(t) =
∞∏

k=0

(
1 + exp

{
2k + n+ i(t+ r)

ρ

})
,

� ÿ�ÔãâÕâ-¡

æ-� îuçéØ
t ∈ C Ô © ëÕú�ØP=`ÞHóDØuÛDÜ2î$î�Ü2Ú çéûôÜG¨ Fq [γ] (t)

ùôÜ2öíë�çéÙéë2ÛDÜ2î

Fq [γ] (t)=
A(t)

B(t)
.

� ÿ�Ôãâ2á8¡
V%õ ï ö2Ý ùüØ

A
ç
B
=LÜÇùSW@ë�Ý�îßÞÑå»ç�tôÝuçéØ7Ú±Ûôî�ØP�cF õ±ú�Ø�ï±çéØÊU ë2Ùéë-=�ëÕÛüì Ý�î�ï±ØFï%Ü4Ý�Ü@F`W@ÚcF£Ü2ûüî�ÝuîuÞ�î�ïJ� C Ô§�0ëÕï%ÜG��óDëå»ûôîßÞ�û=óDöÑçéØ î�ØuÛDÜ¬;£õ ï±ö2ÝIùüç

B
û¤W@îuØ�ÛôÜG=LçÑÚ çêØ�Û=å»ûôî�ØuæÕë4Ûüî��P� õ.ÔÉ}Bîuï%Ü2Ý�î�Ü*óôëJ�2úuØ	� ÿ�Ô âíá8¡�� Øuì%ï±çéõ�ùüØÉ;£õ ï öíÝIùu�

=LØuÛôë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï�W ë��
t ∈ C Ô� 
Ø�	` ³>ØuÛDÜY;£õ ï öíÝIùüç

A
ó åFë2Ûôî
W�î�è±ç�rÕÛ

(2Z+ 1) πρ − i (2Z+ + n)− r, � ÿ�Ô â�ð�¡
ï%Üíóôë-=LçéÜ2ûüóFî�ØuÛDÜY;£õ ï ö2Ý ùüç

B
ó å ëÕÛüî
WLîuè ç�r2Û

(2Z+ 1)πρ + i (2Z+ + n)− r. � ÿ�Ô â2ÿ-¡
��ÛôîuÞ�Ú õ<tS¨�=SÞ-�±úuØ

Imρ = N
2π

�Ñæ-� îuçéØ
N ∈ 2Z\{0} Ô�ø*çéØ�Ý�U z = (2p+ 1)πρ+ i(2l+n)− r èc�P� î�çêØî�ØuÛôØ�= ;£õ ï ö2Ý ùüç

B
óDÜ2öÑç�=¥�±ú�Ø

Im z ≤ 0
Ô»³.Ü2õ�å7Ü2úP=`Þ-�%úuØ

ρ = ρ + ρ − ρ = ρ + 2i Imρ = ρ + iN
π
.

© ÜG=`Þaî ÜíóôØ�=
z = (2p+ 1)πρ + i(2l + n)− r

= (2p+ 1)πρ + i(2p+ 1)N + i(2l + n)− r
= (2p+ 1)πρ + i

(
(2p+ 1)N + 2l + n)

)
− r

= (2p+ 1)πρ + i(2pN +N + 2l + 2n− n)− r
= (2p+ 1)πρ + i

(
2
[
pN + N

2
+ l + n

]
− n

)
− r

= (2p+ 1)πρ − i
(
2
[
−pN − N

2
− l − n

]
+ n
)
− r

H"çéÝ�îuè%Ü − [pN + N
2

+ l + n
] ùüØ�û=ó@Ý�Ü@F öíë�å»çêó Ü çp� ë@�%Üíóôï ç®Ü��±æ-�±Þ�ú

0 ≥ Im z = (2p+ 1)π Imρ + 2l + n

= (2p+ 1)π N
2π

+ 2l + n

= pN + N
2

+ 2l + n

=
[
pN + N

2
+ l + n

]
+ l,



ÿ�Ôñð ��Ó�
±Ô�n� +Õ Fq áÕá
Ü å»ç¢��Ý

−
[
pN + N

2
+ l + n

]
≥ l ∈ Z+.}Bîuï%Ü2Ý�î�ÜwóôëJ��ú�Ø

z
ùüØ�û=ó\î�Ø�ÛüØ�=ö;£õ±ï ö2Ý ùüç

A
Ô§�0ëÕï çêØuåFÜ2úýå»ûôîuÞ�û=óDöÑçéØ@î�Ø�ÛôÜ	;£õ ï ö2Ý ùüç

A
ç
B
û¤W$Ú çêØ�Ûüå»ûüî�ØuæÕëÛüî��P� õ��%å»ç�� îuç�=`ÞG�±úuØàë2ûôëÕè Ùêçêå ë-tôÝuç Fq [γ]

ÙéØuú
W2ÝuØwåÇ� ëÕÙêï ØIù7Úcr@F ÚcF Ü2ûôîuÝ�îuÞ@µuï çéØàû¤W õ ûüõÑåFÜ2Ùêï Ø2Ô
³°� Ûôõ±æÕçéØ ùýû=óDÛôë2ïÑÞG�9Ú ÛôîßÞ�Ú±õJtS¨P=`Þ-�9ú�ØàÙéØuú
W2ÝuØBåÙ� ë2Ùéï Ø ùýÚNr�F ÚNF£Ü2ûüî�Ý�îßÞ@µ�ï çêØSîuØ�ÛôëÍ;£õ ï öíÝIùüç

B

z = πρ − i(2l1 + n)− r � ÿ�Ôãâ2þ8¡
ùüØuûüó*ÛSr�å»ï ë�Ý�îuØ�tüï çéØàî�ØuÛôØ�=´;£õ±ï ö2Ý ùüç

A
� óDîuï.Ô
z = πρ + i(2l2 + n)− r. � ÿ�Ôãâ-�-¡

��ÛüîuÞ�ÛSr�å»ïÑõ�ùSW2ÝSÝ�î��PtôÝuç0õ±Ûôë�ùüëÕï±Ø>� ÿ�Ôãâ2þ8¡FçÉ� ÿ�Ô âG�-¡Fë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

Imρ =
2(l1 + l2 + n)

2π
.

� 
XÒ	` ��ÛôîuÞ ùu=�ç ùu=`ÞaëÕî�ï Ü2Ý�îuØ�ï çéÜ

Ã(t) =

∞∏

k=0

(
1 + exp

{
2k + n+ 1− i(t + r)

ρ

})
,

B̃(t) =

∞∏

k=0

(
1 + exp

{
2k + n+ 1 + i(t+ r)

ρ

})

� óDë�ï çêØ$û¤W óDØwûDÜG=�Ø	;£õ ï öíÝIùüØàÝ�ë�å � ÿ�Ô â2â-¡S¡ÃÔ�%XóDØP�±Þ

Fq [qγ] (t)=
Ã(t)

B̃(t)
.

�0ëÕï%ÜG��óDë
Ã(−i) =

∞∏

k=0

(
1 + exp

{
2k + n+ ir

ρ

})
=
∞∏

k=0

(
1 + q2kγ

)
,

B̃(−i) =

∞∏

k=0

(
1 + exp

{
2(k + 1) + n+ ir

ρ

})
=

∞∏

k=1

(
1 + q2kγ

)
,

ÝuëLÚ�ëÕö�Ü2îuõ�ùüØG� úuØ

Fq [qγ] (−i)=

∞∏
k=0

(
1 + q2kγ

)

∞∏
k=1

(1 + q2kγ)
= (1 + γ)

∞∏

k=0

1 + q2kγ

1 + q2kγ
= (1 + γ)Fq (γ)

~ {���{wy�{
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ε > 0
p
γ ∈ Γq

ô~ó@î3Ú�î3æçßAä')@î
M > 0

ô�â+å�ß�ô£ä`ñ
ä
R > 0

åzÛ3à3ô£ä¨pq3ä½ó<æúÛ�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê
τ ∈ R å£Û3à3ô£é�êOp�q3ä |τ | ≤M

ôÉó<æúÛ>Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê
t > R

$jÛ?$Yè
∣∣Fq [γ] (−Im (ρ) t− iτ)− 1

∣∣ < ε.y=�	��z���{ ³.Ü2õ�å7Ü2úP=`Þ-�%úuØ�� Ù®Ü ÛôîuØ�ÝuîuÞÑå»çéû=óDØ�æ2ë
t
=LÜG=`Þ

qit −−−−−−→
t→Im(ρ)∞

∞
ëÕÛDÜíî

qit −−−−−−−→
t→−Im(ρ)∞

0.

³b�±ëÇå ë@� õ�û=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜaÿ�ÔI# å»çéØP=`Þ-� úuØ�;£õ±ï ö2Ý ùôÜ

w 7−→

∞∏
k=0

(
1 + q2kw

)

∞∏
k=0

(1 + q2kw)

ùüØ�û=ó Ý�ç�W�æ@F£ÜHåeë2óDë�Ý�îuØ�ï çêõ
0
ç»��W2úßÞ��±ë

1
� ÙéÜ

w → 0
Ô�¦2Ø�ûüó`ÛSr�å»ï çêØ�úàùôÜ2ûüï ØG��ú�Ø>�±Ù®Ü�õ±ûüó ÜíÙéëÕï ØuæÕë

γ ∈ Γq
�
M > 0

ë2ÛDÜ2î
τ
óDÜ2öÑçéÝ�U��%úuØ |τ | < M

=LÜG=`Þ
γqi(t−iτ) −−−−−−−→

t→−Im(ρ)∞
0,

ùôÜ2ö2ë�úuØ |γqi(t−iτ)| = e−t Imρ−1
eτ Re ρ

−1

|γ| Ôò�ó�WG�Hå»ï çêëÕûôØuö1��úuØ
Fq [γ] (−Im (ρ) t− iτ)−−−→

t→∞
1

ùüØ�� ï±ëÕûüóDÜÇùüï çéØv�±Ù®Ü |τ | < M
�%ÝuëLÝ�U ÝuçéØuÙéç�tu=`ÞaåýÞ�ö�Ü2î�ÜG¨2Ô ~ {���{�y�{

�¬ÛüëÕûüóôØwî Ü2û=óDëÕûüëÇåFÜ2ï çêØàå»îuëÕÛSr�åì� ÿ�ÔÖÓÇÿ-¡FçÉ� ÿ�Ôãâ�Óo¡��%ÜÇùüØwï%Ü{=
Ì·���`�(ÍP�@MÎK	`²Ë�Ò�® æúÛ_ó@î3Ú�î3æçßAä')@î

γ ∈ Γq
$jÛ?$Yè

Fq [−qγ] (−i)= (1− γ)Fq (−q2γ).
� ÿ�Ô âG!-¡

� �:�J.1��K�`²Ë87 ø@çêØ�Ý�U
Imρ = N

2π

� æ-�±î�çéØ
N ∈ 2Z \ {0} ÔÌ%¯r�å Ý�î�Ü2û>� ÙéÜ�� ë�åFë2Ùéï ØuæÕë γ ∈ Γq

�
U ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï%Ü`åÇ� ëÕÙéï±ØIùFÚcr@F ÚcF Ü2ûôîuÝ�îuÞ@µuï çéØ�;£õ ï öíÝIùôÜ Fq [γ]

ï±çéØv=LÜ�îuØ�Ûýå�Ú Ü2ûôöÑõ
{z ∈ C : −1 < Im z ≤ 0}.

% Þ�ï çêö�Ü`óDë ï%Üíó Þ�Ý�UJ=�ç®Üíûüó»î�ØBå»îuëÕÛôõ�� ÿ�Ô âíð8¡+�±ö�óSrÕÛüÞLå ûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë-tüÝ�çp=jr�å»ç£�±úuØ$Ý�îP��tôÝuçCõ Ûôë�ùüë2ï Ø$î�ØuÛ
;£õ ï öíÝIùüç Fq [γ]

û¤W�ÙéçêÝ�î�è ÜG=Lç�Ý Ü�F ö2ë�å»çÖó Þ�=�ç Ô
³.Ü2õ�å7Ü2úP=`Þ óDÜ2öÑú�ØG�ÑúuØs�±Ù®Ü	� ë�å ëÕÙéï ØuæÕë

t ∈ R ëÕÛDÜ2î
ε ≥ 0

=aÜ{=`Þ Fq[γ] (t− iε)= Fq[qitγ] (−iε)Ô� ûüóôë2óDï çêØGíO� ÙéÜ
s ∈ R î�Ü2Ý�U ë@� î�ç

Fq [γ] (t+ s)= Fq
[
qitγ
]

(s),



ÿ�Ôñð ��Ó�
±Ô�n� +Õ Fq á�ÿ
Ü Ý�ë�î�Ü ó Þ@= ç�� îuçéØ{�Ê=aÜ{=`Þ�ó Üíö�úuØGÛSr�å»ï ëGtS¨5�±Ù®Ü

s
å �±ëÕÙéï Ø ù�ÚNr�F ÚNF£Ü2ûüî�Ý�îßÞ@µ�ï çêØ2Ô % Þ�ï çéö�Ü ûüó�W{���úuØ�;£õ ï±ö2ÝIùôÜ Fq [γ]

Ú�ëÕûôçéÜG�%Ü Ý�ë�ï%ÜÇù=åýÞ�ú�Ø ù*ùüØP� ï ë�î�Ø�ÛüëGï%Ü�Ú ÛôëÕû=óDØ ù {t − i : t ∈ R} Ô®� ûüóôï çéØ ùüØLë2ï ë
åýóôØ��±Þ ç ó Þ�Ùêö2ë$åýóDØP�±Þ-�Ñæ-��Þ

γ ∈ qN2 +1Γq,0
Ô�% ï çéëÕûüöÑõ�ùüØ�=`Þ`ë$ó Þ�=°î�Øýå»î�ëÕÛüõ(� ÿ�Ôãâ�Óo¡Þ��öÑóSrÕÛüÞ�=Lë2ú�Ø�=SÞÚ±Ûôî�ØuÚ çéûôÜG¨FùôÜ2ö2ë

Fq [γ] (t− i)= (1 + qitq−1γ)Fq (q−1qitγ).
� ÿ�ÔãâG#8¡

�0ë��±ëÕè ï çêØBå»î�rÕÛ½� ÿ�Ô âG!-¡�=LëÕúuï%Ü î Ü2Ú±çéûDÜ{¨$ëÕæ-rÕÙêï çéØ ù0ùôÜíö2ë
Fq [−qγ] (t− i)= (1− qitγ)Fq (−q2qitγ) = (1− qitγ)Fq

[
−q2γ

]
(t)

� ÿ�Ôñá-\8¡
�±Ù®Ü

γ ∈ Γq
Ô

© ë2ú�ÙéçÖå7Ü ùüØ�û=ó ë�ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ>� ëÕöJF ÜG� ï çêØIùüûôî�ÜGÜ2ï%ÜíÙéçéî�Ü�îuØ�Û�;£õ ï ö2Ý ùüç Fq [γ]
í î�� ë�åFë@� õiÚ õ±ï ö�óDõ �	`ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü@ÿ�ÔÖÓÕÓ\å»ç¢� î�ç¢=`Þ-�ÇúuØ îuØ�ÛDÜ~;£õ ï öíÝIùüç

B
�£Ú%ÜíóôÛôî¬� ÿ�Ô â2á-¡+�<� ÿ�Ôãâíð�¡Þ�<� ÿ�ÔãâÕÿ-¡S¡Þ�íö�óSrÕÛôØ¬ÙéØuú
Wýå¼� ëÕÙêï ØIùÚNr�F®ÚcF£Ü2ûüî�ÝuîuÞ@µ�ï çêØHûôöÑÛDÜíÝ ÜÇùSWGûüç���îLî�Ø�ÛôÜG=�ç�;£õ ï öíÝIùüç

A
Ô°��ë2ï çéØßå7Ü2ú�å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéØ î�ØuÛDÜGû¤W�Ú çéØuÛüå»ûüî�Ø�æ2ëÛüî��P� õ��\ùüØP�±Þ�ïÑÞ@=�ç$î�ØuÛDÜG=�ç­;£õ ï öíÝIùüç Fq [γ]

� å�� ë2Ùéï Ø ù�ÚNr�F®ÚcF£Ü2ûüî�ÝuîuÞ@µ�ï çêØ?¡�û¤WióDØlØuÙéØP=LØuïÑó Þ�î�è çêëÕÛôõ
� ÿ�Ôãâíð�¡+��ö�ó¤rÕÛüØ`ï çêØSûSWaØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Ü{=LçCî�è±çéëÕÛüõÌ� ÿ�ÔãâÕÿ-¡ÃÔ¬}$îuï%Ü2Ýuî ÜaóDë<�(úuØSå»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêØ î�Ø�ÛôÜ�;£õ ï öíÝIùüç Fq [γ]� åÙ� ë2Ùéï Ø ùýÚNr�F ÚNF£Ü2ûüî�Ý�îßÞ@µ�ï çêØ?¡7ÙéØuú
W Ú(ë2ï çéúuØIù7Ú ÛôëÕû=óDØ ù

Rρ + (−r + ni),

æG� î�çêØ
γ = qnqir

ÔÙQ4Ù®Ü Ú(Øßå»ï Ø�æÕë<�*öíëÕï öÑÛôØßóDï ØuæÕë
γ
åýÞ�î�ï%Ü2ÝuîuÞ@=`Þ�óS�
Ú ÛüëÕûüó¤Wnå�ï%Ü2û=ó¤��Ú±õ�ùSW2ÝuÞ@=Ú±ÛôîuÞ�öJF£Ü{� î�çêØGí

��0o,-*pM��£��
ØK	`²Ë�K ø*çéØuÝ�U
k ∈ Z çCï çêØ�Ý�U

γ = −qk+2 Ô¬³.Ü2Ú çêûôî�=SÞ γ åÁÚ(ë2ûüó ÜíÝ�ç
qnqir

Ô~% ï%Ü2ûüîuÞ@=Ú±ÛôîuÞ�Ú%Ü{� öÑõ5=LÜG=`Þ
γ = q

N
2

+k+2qir0,æG� î�çêØ
r0

åýÞ�îuï%Ü2Ý�î�ÜG=`Þ îwÛSr�å»ï%Üíï ç®Ü

e−r0 Imρ−1

=
∣∣qir0

∣∣ =
∣∣∣qN2

∣∣∣
−1

= e−
N
2

Reρ−1

,

ÝuîuÞ�Ùéç
r0 =

N

2

Reρ−1

Imρ−1
= −N

2

Reρ

Imρ
= −πReρ.

Q@Ù®Ü ó Ü2öÑçêØ�æÕë
γ
å»ûôîuÞ�û=óDöÑçéØSî�Ø�ÛôÜ:;£õ ï ö2Ý ùüç Fq [γ]

ÙêØ�ú
W Ú�ëÕï çêú�ØIù7Ú ÛüëÕûüóôØIù
Rρ +

(
πReρ + i

(
N
2

+ k + 2
))

= Rρ + i(k + 2).

¹�º±»¦º½¼ ¾¦¿rÀÂÁ«Ã�ÄÆÅ�ÇDÈiÉrÊ¯ÉrËÌÅÎÍ¨ÃÐÏÐÑrË%Ò-Ó Fq È α
}	�±ó¤WG� èc�P� î�çêØ�=`Þ�ûüó ÜíÙéØ$î Üíö�F ÜG�%ÜG¨{�%ú�Ø

Imρ = N
2π

�%æ-�±î�çéØ
N ∈ 2Z \ {0} Ô
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γ ∈ Γq
õ?Û@é�ê�î�ó?õ�ô±Ú�õ3á3Ü

Fq (γ)Fq (q2γ−1) = Cqα(q−1γ),
� ÿ�Ôãá±Ó?¡

)8ó?õ�ô£ä
Cq = Phase

(
q

1
2

∞∏

k=0

(
1 + q2k

)4

)−1

.

Q4ë�å�r@� ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜwÿ�ÔêÓ þ¬ùüØ�û=óO� ë-tu¨ýûôö2ëG=LÚ ÙêçéöíëÇåFÜ2ï�Þ-�ÑÜ@Ú ÛôîuØ�Ú ÛüëÇåFÜG� îuëÕï Øýå�ï ç�= ÛDÜíÝ�U�õ±ï öÑç ï çéØû¤W4åýÞ�ö2ë2ÛôîuÞ�û=ó Þ�åFÜ2ï Ø@åÆ� Ü2ÙéûüîuÞ�Ý�ULÝuî��PtôÝ�çéÜ2Ý�U�Ú ÛDÜ2ÝßÞÕÔ�% îßå»çXW2îuö�õ�î7ó Þ@=ö�±ëÇå�r@��óôØ�ï î�ÜG=LçêØ�ûüî�Ý�î�ÜG=`ÞåÙ� ë@�%ÜíóôöÑõ¥CSÔêÓ2ÔÉ% î�r2Û�� ÿ�Ôñá±Óo¡FèN��� îuçéØP=`ÞHï%Ü2îßÞÑå7ÜG¨Rð
î3ÜÆ$YÝ�òzï�ôhæ�î?éSõ�è3ßAî3Ú»ï x
� �:�J.1��K�`²Ë w © ëÕúuï%Ü`îuï%Ü2ÙéØPµ�¨BÚ±ÛôëÕû=óDûôîuØ4åýÞ�ÛDÜ2úuØ�ï çêØBï%Ü`û=ó Ü@FhW

Cq
Ô¬ä@úuÞÑåFÜÇùSW2Ý$ëÕîuï%Ü2Ýuî�Ø���å»Ú±Ûôë�å7Ü $� î�ë2ïÑÞ�Ý�U�åÙ� ë�å ë�� îuçéØ$ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ�ÿ�ÔêÓ þÍ=LÜG=`Þ

Cq = e−
i
2

Imρ−1

(PhaseG0(0))−2 .

³b�±Ûôõ æÕçêØIùFûüóôÛôëÕï�Þ Ú�ëÕï çêØuåFÜ2ú

G0(0) =
∞∏

k=0

(1 + q2k)
∞∏

k=1

(1 + q2k),

=aÜ{=`Þ
(PhaseG0(0))−2 =

G0(0)

G0(0)
= Fq (1)Fq (q2).

ò�ó�W{�
Cq = e−

i
2

Imρ−1Fq (1)Fq(q2) = e−
i
2

Imρ−1Fq (1)2,æ-� îuçéØBå�ë2ûüó Ü�óDï çêØIù7ÛSr�å»ï ë-tüÝ�ç"ûôöíëÕÛôîßÞ�ûüó ÜíÙéç�tu=`ÞHîuØàå»îuëÕÛôõ�� ÿ�ÔÖÓÇÿ-¡»� Ù®Ü
γ = 1

Ô
}$ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ å»îPrÕÛ óDØ�ïÏ=�ëÕú�ï%ÜiÛurÇå»ï±çéØ�ú õ îßÞ�ûôö�ÜG¨ å»û=ó Ü å»ç®Ü�ùSW2Ý

γ = 1
åFØ å»î�ë2Ûôî�ØÆ� ÿ�Ôãá�Óo¡açö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ýàî�� Øuì%ï±çéÝIùüçc;£õ ï ö2Ý ùüç

α
�%Ü2ï Ø ù»Ú Ûüî�Ø�î>� ÿ�ÔêÓ�á-¡ßÔ

Z0å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±çéØýÿ�ÔêÓ�þ@Ú(ëÕîßå7ÜíÙ®Ü@ï ÜBÜ2ï%Ü2ÙêçéîP�¬óôØ�=�Ú%Ü*å»îuÛôëÕû=óDõ Ú Ûüî�ØP�cF õ úuØ�ï çéÜ	U ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï ØuæÕës;£õ±ï ö $ÝIùüç
t 7→ Fq (qitγ)

Ô
Ì·���`�(ÍP�@MÎK	`²Ë@ � Ý@ß<à8é`ñPÛ Fq [γ]

$jÛ�ßNÛ3â+åi&�ãNÝÞñPï@é�ä¬õ?Û@é�ê�î3Ú»ÛGß�ô£ä�Û3â+ès$­ãNå�î3å�è8éSõ�ßAäeÔ
∣∣Fq [γ] (t− iτ)

∣∣ = Ξγ(t− iτ)|q−1qitγ|τ � ÿ�Ôñá�â-¡
)8ó?õ�ô£ä

t, τ ∈ R î3ÜuÛ?õ
lim

t→Im(ρ)∞
Ξγ(t− iτ) = 1.



ÿ�Ôñð ��Ó�
±Ô�n� +Õ Fq á8�
y=�	��z��|{ V%õ ï öíÝIùôÜ

t 7→ Fq [γ] (t)Fq
[
q2γ−1

]
(−t)= Fq (qitγ)Fq

(
q2(qitγ)−1

)
= Cqα(q−1qitγ)

ÛüëÕî�ûüî�ØuÛôî Ü�ûôç¢�v� ëj;£õ±ï ö2Ý ùüç"Ý Ü@F®ö2ë�å»çêóôØIùuÔ�³>Ø$ûüó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®ÜLÿ�ÔêÓ�â å»çêØ�=`ÞG�%ú�ØwÚ ÛüîuÞHëÕæ2ÛDÜ2ï çêÝ�îuëÕï�Þ�=
τ

Fq
[
q2γ−1

]
(−t− iτ)−−−−−−→

t→Im(ρ)∞
1.

}Bîuï%Ü2Ý�î�ÜÇùSW2Ýwë@�±å»Ûôë2óôï ë-tu¨wåFÜ2Û=óDë-tüÝ�çCè(Øuîuå»îuæÕÙ��P� ï ØIùýóDØIù�;£õ ï öíÝIùüçCÚ Ûüî�Ø�î
Ξγ

=aÜ{=`Þ
|Fq [γ] (t− iτ)|Ξγ(t− iτ)−1 =

∣∣α
[
q−1γ

]
(t− iτ)

∣∣ .
�0ëÕî�ë2ûüó Ü�ùüØ4å»ç��uÝ4î�è ÜG�%ÜG¨@î Ü2Ý�U ë�åFÜ2ï çêØ$Ü2ûüÞ@=�Ú±óDëíó Þ�Ýuî�ï Ø$Ú±Ûôî�ØP�cF õ±ú�Ø�ï±ç®Ü�U ë2Ùéë-=�ëÕÛüì Ý�î�ï±Ø�æÕë�;£õ ï öíÝIùüç

α
Ô

��çêûôî
WíÝ
γ = qmqis

ç.öíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2Ý`îv� Øßì%ï çêÝIùüç�;£õ ï öíÝIùüç
α
� ÿ�ÔêÓ�á-¡+�J=LÜG=`Þ

|α[q−1γ] (t− iτ)| =
∣∣∣∣e

i
2

(
(m−1)2−(s+t−tτ)2

)
Imρ−1

ei(m−1)(s+t−iτ)Re ρ−1

∣∣∣∣
= e−(s+t)τ Imρ−1

eτ(m−1)Re ρ−1

= |q−1qmqisqit|τ = |q−1γqit|τ .
~ {���{wy�{

¹�º±»¦ºLÕ Ö=ÀÂÅrÏÐ×IÍ¨¿WÀ­ÁØÅ�ÙIÅØ¾¦¿rÃÐÀÂÈiÓ	ÀgÅÎÍ¨ÃÐÏÐÑrË%Ò-È Fq��Ûüî�ØIùu�±î�çéØP=`Þ óDØuÛDÜ2î�� ëGÛôë2îuåFÜ2ú ÜG��� ë2ó Þ�Ý�î�W2ÝuÞ�Ý�U�óDÛDÜíï ûu;£ëÕÛu=aÜ�ó Þ/V9ë2õ ÛôçêØ�ÛDÜ®;£õ ï öíÝIùüç Fq Ô�Z�ÛôÜ2ï ûu;£ë2Û $=LÜíóS�wóS�SÛüëÕî�õ<=LçêØ�¨wèc�P� î�çêØ�=`Þ`ùôÜíö2ëLóôÛDÜ2ï±ûu;£ëÕÛu=aÜíóS�v�±Þ�ûüóôÛüÞ�è õ Ý ùüç�óDØP=LÚ�Ø�Ûüë�å7Ü2ï±ØIù*ï%Ü�æÕÛôõ±Ú çéØ
Γq
Ô�%ó Þ@=�ÝuØ�Ùéõ îP� Øuì%ï±çéõ�ùu=`ÞGÚ ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ��

S (Γq)
ùôÜ2ö2ë Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�� ó Þ�Ý�U/;£õ ï öíÝIùüç

ϕ
ï%Ü

Γq
���±Ù®ÜHö�ó¤rÕÛ=Þ�Ý�Uå»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéØ½;£õ±ï ö2Ý ùüØ

R 3 t 7−→ ϕ(qkqit)�
k = 1, . . . , N − 1

¡¬ï%ÜíÙéØ�ú�W½� ëSÚ ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç"ò�Ý�U�å7Ü2Û=óDî�Ü ûôîuÞ�è öíë î�ï çêö�ÜÇùSW2ÝuÞ�Ý�U>;£õ±ï ö2Ý ùüç>æ�F ÜG� öÑçéÝ�ULï%Ü
R ÔÉq»ëÕîuåFÜ2ú�=SÞ®;£õ ï ö2Ý ùu�

H(γ) =
χ(γ,−q−2)γ

(1− γ)Fq (−q2γ)îP� Øuì ï çéë�åFÜ2ï�W°� Ù®Ü
γ ∈ Γq \ {1}

Ô�V9õ±ï ö2Ý ùôÜlóDÜ
î Ü{�%ÜÇùüØ_�±Þ�û=óDÛüÞ�è õ±ÝIùu�HóDØP=LÚ�Ø�ÛüëÇåFÜ2ï�WGï Ü
Γq
ÔbQ@Ù®Ü

;£õ±ï ö2Ý ùüç
f
� ö�ó¤rÕÛ=Þ�Ý�U�ï ë-tüï çéö�ï±çéØ$î�Ü�å»çêØ�ÛôÜ�Ú±õ ï ö�óDõ

1 ∈ Γq
ùüØuûüó»óDë�Ú(ë�Ú ÛüëÕûüóôõ

〈f,H〉 =

∫

Γq

f(γ)H(γ) dh(γ) =

N−1∑

k=0

+∞∫

−∞

f(qkqit)H(qkqit) dt.
� ÿ�ÔñáÕá8¡

Q@Ù®ÜÍ� ë�åFëÕÙêï ØIùs;£õ±ï ö2Ý ùüç
f ∈ S (Γq)

= õ±ûôç�=SÞHë-=�çéï�WG¨wè çêØ�æÕõ±ï(;£õ ï öíÝIùüç H Ô¬q»ëÕè ç¢=`Þ�óôëaî�=�çéØuï ç®Ü�ùSW2ÝöíëÕï�óDõ Û»Ý�Ü@F öíëÇåFÜ2ï çéÜ<� ó²ùuÔ±Ý Ü@F®ö�õÇùSW2ÝwÚ(ë R+ iε
î ÜG=�ç®ÜíûüóýÚ�ë R ç.è çêëÕÛ¤W2Ý$æ2ÛDÜ2ï çêÝ��

ε↘ 0
� Ú ÛôîßÞ Ý�îßÞ�=

;£õ±ï ö2Ý ùu� H Ú±Ûôî�ØP�cF õ±ú ÜG=`ÞbU±ëÕÙéë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï çéØSï%Ü�ë2è ûôî�Ü2Ûwî Ü å»çéØuÛDÜÇùSW2ÝßÞlï ë�åýÞ ö2ë2ïÑóôõ ÛwÝ Ü@F®ö2ë�åFÜ2ï ç®Ü���Ü
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0

q»Þ�ûüõ ï Ø�ö�ÿ�Ô â�í ª ëÕï�óDõ Û
l
îwî�Ü2î�ï%ÜíÝ�î�ë2ï�W�ë2ÛôçéØuï�ó Ü2Ý ùSW

� Ù®Ü�;£õ ï öíÝIùüç>Ú±ÛSrÕè ï±ØIù�� Øuì ï çéõ�ùüØP=`ÞLÛôëÕîuûôî�ØuÛôîuØ�ï çêØG��ùôÜ2öíë
f(t+ iε) = f(t)

Ô»}$ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ4å ûôõJ=�çéØ@Ú(ëÚ ÛDÜ å ØIù�ûüóDÛüëÕï çêØ�� ÿ�ÔñáÕá8¡�Ú Ûüë�ÝuØ�� õ±ÛS�»ó¤�7åýÞ�ûüóDÜ2ÛôÝuîuÞ�ûüóôëÕûôë�åFÜG¨*ó Þ�Ùêö2ë�� ëSûüöJF£ÜG� ï±çéö�Ü<�Õå�ö�óSrÕÛüÞ@=
k = 0

Ô
% Ú�ëÕîuëÕûüóDÜ@F®Þ�Ý�U
Ú±Ûôë�å7Ü{� î�çCëÕï%ÜY� ë åýÞ ùutôÝuçéë�å ØIùs� Øßì%ï çêÝIùüç Ô

Z�ØuÛDÜ2î�ÛüëÕîuåFÜ2úP=`Þ óôÛDÜ2ï±ûu;£ëÕÛu=aÜíóS�>V%ëÕõ±ÛôçéØuÛDÜ��±Þ�ûüóôÛüÞ�è õ Ý ùüç H Ô°V%ëÕÛS=LÜ2Ùéï±çéØY=�ëÕú�ØP=`Þ�ùSW
î Ü2Ú±çéûDÜ{¨ùôÜ2ö2ë
∫

Γq

χ(γ, γ′)H(γ′) dh(γ′) = lim
ε↘0

+∞+iε∫

−∞+iε

χ(γ, qit)χ(qit,−q−2)qit

(1− q−it)Fq (−q2qit)
dt

+

N−1∑

k=1

+∞∫

−∞

χ(γ, qkqit)χ(qkqit,−q−2)qkqit

(1− qkq−it)Fq (−qk+2qit)
dt,

æ-� îuçéØ�å�Ú çéØuÛüå»ûüî�ØIùCÝ Ü@F®Ý�ØFè±çéØ�Ûüî�ØP=`ÞwÚ ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï çéØ�U ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï ØO;£õ ï öíÝIùüç�Ú(ë@� Ý�Ü@F öíëÇå ØIù±�±ë4Ú ÛüëÕûüóôØIù
R+ iε

Ô
ª ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ý�îYU ëÕÙéëG=LëÕÛ=ì%Ý�îuï ë-tüÝ�ç�;£õ ï±ö2ÝIùüç¬Ú�ë��±Ý Ü@F®ö2ë�åFØ ùàç�å	F Ü2ûôï ëGtôÝ�ç¬� ÿ�Ô«!-¡­=LëÕúuØ�=`ÞGî Ü2Ú çêûDÜG¨ó¤�$Ý�Ü@F ö{�ýùôÜ2öíë
N−1∑

k=0

∫

l

χ(γ, qkqit)χ(qkqit,−q−2)qkqit

(1− qkq−it)Fq (−qk+2qit)
dt =

N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)qkqit

(1− qkq−it)Fq (−qk+2qit)
dt,

� ÿ�Ôãá2ð8¡

æ-� îuçéØ
l
ùüØ�û=ó�ö2ë2ïÑóôõ ÛôØP=°Ú Ûüî�ØP� ûüóDÜ�å»çêëÕï�Þ@=°ï%ÜBÛ=Þ�ûüõ ï öÑõLÿ�Ôãâ:�£å�Ý�îP��tüÝ�ç

l
ÙéØuú
W2ÝuØIù�Ú(ë2î Ü4ëÕûüçXW4Ûüî�ØuÝ�îuÞÑå»ç $ûüó¤WÍ�±ëÕö2ëÕïÑõ�ùüØP=`ÞHÚ Ûüî�ØP�cF õ úuØ�ï çéÜjU±ëÕÙéë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï Ø�æÕë:;£õ±ï ö2Ý ùüç"Ú(ë@� Ý Ü�F ö2ë�å ØIù¤¡ÃÔ�}BÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çéØ�� ÙéÜ

k 6= 1=Lë2ú�Ø�=SÞwÝ Ü@F®ö2ë�å7Ü{¨ýÚ(ë R î�ÜG=LçéÜ2ûüó
l
��Ü2ÙêØ îuØFå»î�æ2Ù����±õ ï%Ü­U ë2Ùéë-=�ëÕÛüì Ý�î�ï±ë-tS¨É;£õ ï öíÝIùüç±Ú�ë@� Ý Ü@F®ö2ë�åýÞ�Ý�U��åýÞ�ï çéöàùüØuûüó»óDØuï�ûôÜG=¥� æ-�±ÞHû=óDëÕûüõ�ùüØ�=SÞ�óDØuï�ûôÜG='ö2ë2ïÑóôõ Û»åFØ$å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�UGÝ Ü@F®ö�Ü2Ý�U.Ôø4Ü2ÙêØ�úuÞ Ú ÜG=Lç¢�uóDÜG¨G�0ú�ØLÝ Ü@F®öíÜ�� ÿ�Ôñá2ð�¡ ùüØ�û=ó:� ë2è ÛôîuØaî��±Øuì%ï çêë�å7Ü2ïJW5�±Þ�ûüóôÛüÞ�è õ Ý ùSW
óDØ�=�Ú�Ø�Ûôë�åFÜ2ï�W±Ô

¦2ØIù��±î�ç®Ü�F£Ü2ï çêØ ï Üs;£õ ï öíÝIùu�7Ú±ÛSrÕè ïJW4Ú(ë2ÙéØ�æÕÜ*ï%Ü*ûôÝ�Ü@F öíëÇåFÜ2ï çêõ åýÞ�ÛDÜ2úuØ�ï çéÜY� ÿ�Ôñá2ð�¡"î ó¤Ws;£õ ï±ö2ÝIùSWBÚ±ÛSrÕè ïJWå»î�æÕÙ¢��� ØP=
γ
��Ü ï%Ü2û=ó¤�uÚ ï çéØ�åýÞ�ö2ëÕï Ü2ï çéØ�Ý Ü�F öÑç�å»î�æÕÙ¢��� ØP=

t
Ô®Q@Þ�ûüóôÛüÞ�è õ Ý ùôÜ�ó Ü`ùüØ�û=óSóôÛDÜ2ï û[;£ëÕÛS=LÜíó¤W

V%ëÕõ ÛôçêØ�ÛôÜ:�±Þ�ûüóDÛ=Þ�è õ ÝIùüç H Ô��ëÕï çêØuåFÜ2ú
ÛôÜ2Ý�UÑõ ï öÑç4Ú�ë2óôÛôî�Øuè ï Ø¥� ë��±ëÇå ë@�Jr�åPÚ±Ûôî�ØP� ûüóDÜ å»çéëÕï�Þ�Ý�UXÚ(ë2ï çéúuØIù�û=ó å»çéØ�Ûu� î�ØP� ÿ�ÔÖÓ?#<�ÿ�ÔãâG\aëÕÛôÜ2î`å»ï çêëÕûôöÑõ ÿ�Ôãâ�Ó û¤W_� ëGtS¨ î Ü å»ç`F Ø ç©ï±çéØ�=LÜÇùSW�îßå»çXW2îuö�õlîY� Ü2Ùéûüî
W�Ý�îP��tüÝ�çXWHÚ ÛôÜ2ÝuÞG��� ë�å ë��±ÞóDØ$îuëÕûüóDÜ@F®ÞHîuæÕÛôëG=aÜG�±î�ëÕï Ø$å õ î�õ±Ú(ØoF ï çêØ�ï çêõ(CSÔ â�Ô



ÿ�Ôñð ��Ó�
±Ô�n� +Õ Fq á-#
_ ÎÞ���)��03
�,8�@���)�5K	`²ËIª�Ú Û3ò`àGÛ_� ÿ�Ôñá2ð�¡�ñ
ä�â+å§õto�ô£ä*q�ßNÛ~ñPÛ3à8î_éSÛ3ò`àGÛ�ß�ô£ä+Ú�òzÛ%v?é+ôhÚ»Û x ® î?à?òzÛ8óGß�ô£ä`ñ­ô�â+å�ß�ô£ä`ñ
ä)GÜuÛGß�ô£éSÛ

Φq (γ) = lim
R→Im(ρ)∞

N−1∑

k=0

∫

lR

χ(γ, qkqit)χ(qkqit,−q−2)qkqit

(1− qkq−it)Fq (−qk+2qit)
dt,

� ÿ�Ôñá�ÿ-¡
)8ó?õ�ô£ä

lR
ñ
ä�â+å�éSõ%&¨v?é+ô)ï­à8î3ß�å)Ý�ÜÞÝ

l
o�ô£ä')GßNï@éSï:î�ó −∞ ó@î�ãNÝ@ß<à3å�Ý

R ∈ R Ú(ãNÜuõ�è�ã<Û8ó3à3Ý�)8óGè
Imρ> 0

p
Û¥î�ó

R
ó@î

+∞ p�)8óGè Imρ < 0 x u î3ßNÛ8óGå îÛ$jÛ?$YèjßNÛ3â+åÜ&�ãNÝÞñPï@é�ä�ÚOè{ÜuÛtq3ä+ß�ô£ä�ßNÛ Φq (γ)
Ô

Φq(γ) = −2πρFq(−q2)−1 +

N−1∑

k=0

(
q Phase − q−2γ

)k
∫

R−iτ

|γ|iz|q|−2izqiz

(1− qkq−iz)Fq [−qk+2] (z)
dz,

� ÿ�ÔñáÕþ8¡

)8ó?õ�ô£ä
τ
ñ
ä�â+å�ó@î3Ú�î3æçßNï�æçô£éSõto�ï:õRãNÜuõ3äSó?õ�ô)Û3ò�Ý

]0, 1[ x
% ï%Ü2ûüóS��Ú ï�Þ@=�ûüó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±çéõ�î ÜÇùu=�çéØP=`Þ�ûüç��wÜ2ï%ÜíÙéçêó Þ�Ýuî�ï�Þ@=Lç>å	F Ü2ûôï±ë-tôÝuç®ÜG=�çA;£õ ï öíÝIùüç

Φq

Ô
_ ÎÞ���)��03
�,8�@���)�5K	`¢�1�jË­`

Φq

ñ
ä�â+å�ðÞÝ�ß<à8é`ñPïjé+ô)ït)3òzï�ßNÛ
Γq
ôpÜ¤î�õ+âSõ3ä+Üuõ?Û�â+ô'&­ó@îÉðÞÝ�ß<à8é`ñÞô�é+ô)ït)3ò ä`ñRßNÛ

Γq xu î3ßNÛ8óGå�î
lim
γ→0

Φq (γ) = −2πρFq (−q2)−1.

�	`=® æúÛ¥ó@î3Ú�î3æçßAä')@î
γ ∈ Γq

ðÞÝ�ß<à8é`ñPÛ
Φq [γ] : R 3 t 7→ Φq (q

itγ) ∈ C $jÛ:ãNÜuõ3äSó3ò£Ý?q3ä+ß�ô£ä�ê�î3æ�î%$>î3Ü lmÊéSõ�ßAä�ßNÛ_ó@î3æçßNï�ã�á?ò ã�òzÛ3âSõ3éSõ�è
õ�ß¯& xÒ	`=® æúÛ>ó@î3Ú�î3æçßAä')@î
γ ∈ Γq

õ?Û@é�ê�î�ó?õ�ô§Ú�õ3á3Ü
Φq [qγ] (−i)= (1 + γ)Φq [γ] (0)= (1 + γ)Φq (γ).

� ÿ�Ôñá8�-¡
7a`=® æúÛ5Ý8â+å£ÛGæ�î3ßAä')@î

δ > 0
ô¬ó@î3Ú�î3æçßAä')@î

γ ∈ Γq
ô�â+å�ß�ô£ä`ñPï(â+å£Û3ò[ä

A1
ô
A2

å£Û3à3ô£ä¨p¦q3ä_ó<æúÛ¥àGÛtq?ó@ä')@î
0 ≤ σ < 1

$jÛ?$Yè
∣∣Φq [γ] (s− iσ)

∣∣ ≤ A1 + A2|q−1γqis|1+δ.

³>Øwûüó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®ÜLÿ�ÔãâG\Y=LëÕúuØ�=`ÞLåýÞ�Ý�çXWÑæÕï�W{¨$ï%Ü2ûüóS��Ú õÇùSW2ÝuÞHå»ï çêëÕûôØuö1í
Ìö���)��Í���MÆK	`��"Ë � Ý�ß<à8é`ñ
ä Φq

ô Fq â�ï�ãNÜ¤î�ã�î3Ü¤é`ñ
î3ßNÛGæçßAäeÔ
Fq = −2πρ Fq (−q2)−1Φq .

� ÿ�ÔãáG!8¡
© ë2ú�Ø�=SÞHóDØ�ÛôÜ2îwî Ü2Ú±çéûDÜ{¨	;£õ ï ö2Ý ùu� Fq å Ú(ëÕû=ó Ü2Ýuç"Ý Ü@F®ö2ë�å ØIùPí

Ìö���)��Í���MÆK	`��1��® æúÛYàGÛtq?ó@ä')@î
γ ∈ Γq

$jÛ?$Yè
Fq (γ) = −Fq (−q

2)

2πρ

∫

Γq

χ(−q−2, γ′)χ(γ, γ′)

(1− γ′)Fq (−q2γ′)
dh(γ′)

Úëâ?ä+ß<â+ô£ä	å ä�î3ÜÞôhô»óGè?â+å�ÜÞè?o�Ý1é`ñÞô x
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�l
�j�*� r twv"x�Å � Ã�� � �P� < |$v1�
% ï çêï çéØ ùüûôîuÞ@=eÚ�ë�� ÛüëÕî��±î�ç®ÜíÙéØ*Ú(ë@�%ÜG=`Þ�öÑçêÙéö�ÜàÙêØ�=LÜíó¤r�åmÚ(ë2óôÛôîuØ�è ï�Þ�Ý�U�� ë õJ� ë�å ë��±ï çéØuï ç®ÜwåýÞ�ï±çéöGr�åî Ú�ë@� ÛôëÕîP� î�çéÜ@F õSþ±Ô÷ð Ô�% Þ�ï çêö�ç�óôØ èN����W*ûôç¢� ëÕÚ±çéØ�ÛôÜ@F®ÞBï%Ü*ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü2Ý�U î�Ü å7Ü2Û=ó Þ�Ý�U åiÚ ÛDÜíÝ Ü2Ý�U®�÷á-\o �ç
�ñá�ÓP  Ô§C4è�Þ�ûôöíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü{¨@îýåýÞ�ï çéö{r�å�ó Þ�Ý�UaÚ ÛôÜ2ÝR= õ ûôç¢=`Þ`å»Ú±Ûôë�å7Ü{� î�ç¢¨@öÑçéÙêö�ÜBëÕî�ï%ÜíÝ�î�ØP�aç îP� Øuì ï çéë�åFÜG¨ï ë�åFØwëÕè±çéØ�ö�ó Þ2Ô

q*ëÕîßå7Üíú�=`Þ_;£õ±ï ö2Ý ùu�
Ph: Γq → S1 �%Ü2ï�W å»î�ëÕÛüØ�=

Ph
(
qnqit

)
= e−

2πin
N ,

æ-� îuçéØ
N = 2π Imρ ∈ 2Z \ {0} �±Ý�îuÞ�Ùêç |N | ùüØuûüó*ÙéçêÝ�îuè�W ûôÚNr�ùüï�Þ�Ý�UGûôöJF£Ü{� ë�åýÞ�Ý�U
æÕÛôõ Ú�Þ

Γq
Ô

� �@a���Î_K	`¢�9Ò�® æúÛÍàGÛtq?ó@ä')@î
γ ∈ Γq

$jÛ�$Yô£ä`ñ¤â?é�ävå îeq+â�Û?$>îtvt§
γ = Ph(γ)|γ|1+ 2πiRe ρ

N .
� ÿ�Ôñá-#8¡

y=�	��z���{ ³.Ü2õ�å7Ü2úP=`Þ-��ú�Ø
γ
ç
Ph(γ)

ï%ÜíÙéØ�ú�W�� ëàóDØIù ûôÜG=�ØIù\ûüÚcr�ùüï±ØIù ûôöJF ÜG� ë�åFØ ùFæÕÛôõ Ú�Þ
Γq
Ô»}Bî�ï%Ü $Ý�î�Ü�óôëJ� ú�ØwçêÝ�U�çêÙéëÕÛôÜ2î\ùüØuûüó*Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP=

Γq,0
í

γ = Ph(γ)qit0

� Ù®Ü Ú�Øuå»ï±Ø�æÕë
t0 ∈ R

Ô»³lÛSr�å»ï ë-tüÝ�ç
|γ| =

∣∣qit0
∣∣ = e−t0 Imρ−1

å»ï çéë2ûôöÑõ�ùüØ�=SÞ-�%ú�Ø
t0 = − log |γ|

Imρ−1

ç

γ = Ph(γ)q
−i log |γ|

Imρ−1 = Ph(γ) exp
{
−i (Reρ−1 + i Imρ−1) log |γ|

Imρ−1

}

= Ph(γ)|γ|1−i
Reρ−1

Im ρ−1 = Ph(γ)|γ|1+iReρ
Im ρ ,

Ý�ë å�îuØ�û=ó Ü å»çéØuï çéõ�îwî Ü@F®ëÕú�Øuï ç®ÜG=�ç>ë
Imρ

�%ÜÇùüØ�� ÿ�Ôñá-#8¡ÃÔ ~ {w��{�y�{
� �:�J.1��K�`¢�J7 V%õ ï öíÝIùôÜ

Ph
ùüØuûüóBÝ�U Ü2ÛDÜ2ö�óôØ�ÛôØP=Pæ2Ûôõ Ú�Þ

Γq
�(Ü�å»ç��uÝ`çêûüóDï±çéØIùüØàØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó

γ′ ∈ Γq
óDÜ2öÑç£�ú�Ø

Ph(γ) = χ(γ, γ′)
� Ù®ÜBå»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�U

γ ∈ Γq
Ô§�0ëÕï%ÜG�±óôë

Ph(γ)N = 1
� ÙéÜBö�Ü2ú�� ØuæÕë

γ
�ÑÝ�ëwëÕî�ï Ü2Ý�î�Ü<�

ú�Ø
γ′
ùüØuûüó¬Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP=�Ûüî��P� õLÝuë$ï%ÜÇù=åýÞ�ú�Ø ù |N | ÔO³_� Ûôõ±æÕçéØ ù�ûüóDÛüëÕï�ÞY=LÜG=`Þ

Ph(q) = e−
2πi
N
�ÑÜBî ÜíóôØ�=

γ′
ùüØ�û=óýØ�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP=�ÛôîP��� õ�� ë2ö�F ÜG� ï çêØ |N | Ô±% Γq

çêûüóDï±çéØIùüØ*ó Þ�Ùéö2ë4ùüØP� Ø�ï�óDÜ2öÑç.Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó
��=LçéÜ2ï ë�å»çéÝuçéØùüØ��±Þ�ï%Ü�ÙéçêÝ�îuè%Ü ëÍ=Lë@� õ ÙêØ
1
ï%Ü2ÙéØuú
W2Ý�ÜY� ë�ûôÚ çêÛDÜ2Ùêç

qΓq,0
ÔO% öíëÕï ûôØuö�åFØuï ÝIùüç�ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

Ph(γ) = χ
(
γ, e−

2πi
N

) � ÿ�Ô÷ð8\8¡
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq
Ô
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1 2 3 4 5 6−1

•e
i~

Ω+
~

qýÞ�ûôõ ï Øuö�ÿ�Ôñá<í»}Bè ûôî�Ü2Û
Ω+
~

% Ú ÛDÜ2ÝßÞb�÷á-\{ p� ÙéÜ Ú%Ü2ÛDÜ{=LØßóDÛôõ −π < ~ < π
î�� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï�Þ î�ë2ûüó Ü�F�ë2è ûôî�Ü2Û

Ω+
~ = {z ∈ C \ {0} : ~ arg z ≥ 0, |arg z| ∈ [0, |~|]} .

}Bè ûüî Ü2ÛýóôØ�ï¥� Ù®Ü ~ > 0
Ú Ûüî�Ø��±ûüó Ü å»çêëÕï�Þ`ùüØ�ûüó*ï%Ü�ÛüÞ�ûüõ ï öÑõlÿ�Ôñá±Ô

%nÜ2ú�ïJW�ÛüëÕÙ��$ë@� æÕÛ=Þ�åFÜ ó Ü2öÑúuØSÚ Ûüî�ØuûüóDÛüî�ØP�

H+
~ =




f ∈ C

(
Ω+
~
)

:

f
ùüØuûüósU ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï%Ü ï%Ü å»ïJ�ßóDÛüî�õ

Ω+
~
ëÕÛôÜ2î

� ÙéÜY� ë�åFëÕÙêï Ø�æ2ë
λ > 0

;£õ ï ö2Ý ùôÜ
z 7→ e−λ`(z)

2
f(z)ùüØuûüó*ëÕæÕÛôÜ2ï çéÝuî�ëÕï Ü�ï Ü

Ω+
~




,

æG� î�çêØ
`(z)

ùüØ�û=ó*æ�Ü@Fh�uî�ç�W�æ@Fhr�å»ï�W ÙéëÕæÕÜ2ÛüÞÑó¤=`õ�í
`(z) = log |z|+ i arg z.

� ���J.1�BK	`¢�1K ³ î�Ü@F ëÕúuØ���ëLÚ Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôîuØ
ρ
åýÞ�ï çéö�Ü<�%úuØ −π < Imρ−1 < π

ÔÉ� û=óDë2óôï çéØ{íO=aÜG=SÞ

2π2|ρ|2 = 2π2

[
(Reρ)2 +

(
N

2π

)2
]

= 2π2 (Reρ)2 +
N2

2
> |N |

�£Ú%ÜG=�ç��ßó ÜG=`ÞG�±úuØ
Imρ = N

2π

�%æ-� î�çêØ
N ∈ 2Z \ {0} ëÕÛDÜ2î Reρ 6= 0

¡ßÔ\òÑó�WG�
∣∣Imρ−1

∣∣ =
|Imρ|
|ρ|2 =

|N |
2π|ρ|2 < π.

}Bîuï%Ü2Ý�î�Ü�óôëJ� úuØ
Imρ−1 =�ëÕú�Ø$Ú�Ø3F®ï ç�¨$ÛüëÕÙ��$Ú%ÜíÛDÜG=�ØuóôÛôõ ~ Ô



ðÑâ ÿ ��Ó�
±Ô�n� �lbgoe1l1n� PÕ��I
�l
� �@a���Î_K	`¢�1]�® æúÛ

k ∈ {0, . . . , N − 1} î�õ�ßNÛ@éSõe$Yè­ãNÜSõ3äSõ fk ðÞÝ�ß<à8é`ñ³&�ßNÛ R+
ó8ÛGßNï�Ú�õ3î3Ü¤ä�$

fk(r) = Fq
(
e

2πik
N r1+ 2πiRe ρ

N

)
.

� á3Ú�éSõ?Û3â�ó<æúÛ°àGÛtq?ó@ä')@î k ∈ {0, . . . , N − 1} ðÞÝ�ß<à8é`ñPÛ fk Ü¤î�õ+âSõ3ä+Üuõ?Û°â+ô'&¥ó@î�é+ô)ït)3ò[ä`ñ¬ðÞÝ�ß<à8é`ñÞô¬ßNÛ
Ω+

Imρ−1

pÊà3å�á3ÜuÛ�ñ
ä�â+å�ê�î3æ�î%$>î3Ü�mÊéSõ�ßNÛ_ßNÛ�ÚOß¯&+å)Üuõ�Ý
Ω+

Im ρ−1 xÞÝ õ�ßNÛ@éSõ?ÛuñPï@é½å î_Ü¤î�õ+âSõ3ä+ÜSõ3ä+ß�ô£ä½å)ès$ â�Û l$Yès$¹â+ès$�o+î3æ�ä�$Ø$jÛ?$Yè
fk ∈ H+

Im ρ−1 x u î3ßNÛ8óGå�î½ó<æúÛ�àGÛtq?ó@ä')@î τ ∈]0, 1[
ðÞÝ@ß<à8é`ñPÛ

f−1
k ∈ H+

τ Imρ−1 xy=�	��z���{ © ÜG=`Þ
fk(r) = Fq (γ),æ-� îuçéØ

γ = e
2πik
N r1+ 2πi,Re ρ

N
Ô ; Üíó å ë�ûôÚ ÛôÜ�åR�±î�ç�¨{�9ú�Ø

γ = qkqit
�%æG� î�çêØ

t =
1

Imρ−1

(
kRe

(
ρ−1

)
− log r

)
.

� ï ï�Þ@=Lç"ûÞF ë�åýÞ
fk(r) = Fq [γ̃]

(
− log r

Im ρ−1

) � ÿ�Ô÷ð Óo¡
� Ù®Ü Ú�Øuå»ï±Ø�æÕë

γ̃ ∈ Γq
Ô

³�Ú õ±ï ö�óDõ ��` ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�ÿ�ÔÖÓÕÓ å»çéØP=`Þ-�"úuØÍ;£õ±ï ö2Ý ùôÜ Fq [γ̃]
=LÜHÚ ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï çéØÍU ë2Ùéë-=�ëÕÛüì Ý�î�ï±Øï%ÜY� ëÕÙêï�W Úcr@F ÚcF Ü2ûôîuÝ�îuÞ�îuïJ�2Ô�QBÜ2ÙéØ ùP�±î�Ü2õ�å7Ü2úP=`Þ-�9úuØSÜíÛôæÕõJ=�Ø�ï�ó

z
=aÜ óôØ�ï ûDÜG=�î�ï%Ü2ö1�%Ýuë

Imρ−1 �9ÜÝ�ë�î Ü ó Þ@='ç��±î�çéØ{� æ-�±Þ�î�=�çéØ�ï±ï%Ü
z = rei arg z Ú±Ûôî�Øuè çéØuæ�Ü�î�è ç¢rÕÛ Ω+

Imρ−1

�%î�=�çéØuï ï%Ü

t =
1

Imρ−1

(
kRe

(
ρ−1

)
− log z

)
=

1

Imρ−1

(
kRe

(
ρ−1

)
− log r − arg z

)

Ú ÛôîuØ�è çêØ�æ�Ü�Ú Ü2ûôØuö {z ∈ C : −1 ≤ Im z ≤ 0} ÙéØuú
W2ÝßÞ
å�� ëÕÙéï±ØIù4Úcr@F ÚcF Ü2ûôîuÝ�îuÞ@µuï çéØíÔ�ò�ó�W{��;£õ ï ö2Ý ùüØ
z 7→ fk(z)

ûSW�ÝuçXWÑæ�F Ø4ï%Ü
Ω+

Imρ−1

çpU ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï Ø4å Øwå»ïJ�uóôÛôî�õ�óDØuæÕë�î�è çêëÕÛôõ.Ô
C4è�Þ åýÞ�ö�Ü2î�ÜG¨G��úuØ�;£õ ï±ö2ÝIùüØLóDØaï Ü2ÙéØuú
W(�±ë H+

Im ρ−1

�±= õ ûôç¢=`Þ õJ� ë�å ë��±ï ç�¨{�©ú�Ø�� Ù®Ü¥� ë�åFëÕÙêï Ø�æ2ë
λ > 0

ç"ö�Ü2úP� Ø�æÕë
k ∈ {0, . . . , N − 1} ;£õ ï öíÝIùôÜ

z 7−→ e−λ`(z)
2

fk(z)
� ÿ�ÔñðÑâG¡

�²æ-�±î�çéØ
`(z) = log |z| + i arg z

¡�ùüØuûüó*ëÕæÕÛôÜ2ï çêÝ�î�ë2ï%Ü±Ô»¦2Ø�û=ó@óôë�Ú ÛôëÕû=ó�W�ö2ëÕï±ûôØ�ö�å Ø�ï Ý ùSWaå»î�ëÕÛüõB� ÿ�Ôñá�â-¡ßÔ
� ûüóôë2óDï çêØGí�îuæÕë��±ï çéØ$î�� ÿ�Ôñð Ó?¡�=aÜ{=`Þ

fk(re
iϕ) = Fq [γ̃]

(
− log r+iϕ

Imρ−1

)
,

Ü î ÜíóôØ�=¥� ï%ÜÍ=Lë�ÝuÞ°� ÿ�Ôñá�â-¡

|fk(reiϕ)| = Ξγ̃

(
− log r+iϕ

Imρ−1

) ∣∣∣q−1γ̃q
−i log r

Imρ−1

∣∣∣
ϕ

Imρ−1

= Ξγ̃

(
− log r+iϕ

Imρ−1

)
exp

{
ϕ

Imρ−1 (log |γ̃| − Reρ−1 + log r)
} � ÿ�Ô÷ð�á8¡



ÿ�Ô ÿ ��� i�k � l��Ì
±l}�@l : Õ<iAÖ ð�á
³.ÜíõÑåFÜ2úP=`Þ-�%úuØàæG�±Þ

r → +∞ �J=LÜG=`Þ

− log r

Imρ−1
−→ Im (ρ)∞.

ª ëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2ÝSîBå»ï±çéëÕûüö�õGÿ�ÔÖÓ?!`å»ç�� îuç�=`ÞG� ú�Øv;£õ ï±ö2ÝIùôÜ5� ÿ�Ô÷ðÑâ-¡.ùüØ�ûüó*ëÕæ2ÛDÜ2ï çêÝ�îuëÕï%Ü±Ô
��ÜG=Lç¢�uóDÜG=`Þ-�(ú�Ø îuæÕë��±ï çéØ î õ�åFÜ2æ8W ÿ�ÔÖÓ ð_;£õ ï±ö2ÝIùôÜ Fq [γ̃]

ï çéØ�=aÜ�îuØ�Û4å Ø å»ïJ�uóôÛôî�õ Ú%Üíûôö�Ü {z ∈
C : −1 ≤ Im z ≤ 0} ÔOZ�Ü2öLå»ç���ÝwîuØwå»îuëÕÛôõ�� ÿ�Ôñð�á-¡ åýÞ�ï±çéö�Ü<�%ú�Ø�� ÙéÜ

0 < τ < 1
�J;£õ ï ö2Ý ùôÜ

Ω+
τ Imρ−1 3 z 7−→

(
fk(z)

)−1
e−λ`(z) ∈ C

ùüØuûüó*ëÕæÕÛôÜ2ï çêÝ�î�ë2ï%Ü±Ô ~ {���{wy�{
� �@a��±Î>K	`¢� w � ô£ä�é�ê

(fk)k=0,...,N−1
o�&Só?õ�ô£äÊÜ¤î�ó?õ�ôhßNïÉðÞÝ@ß<à8é`ñÞô�ßNÛ

Ω+
Im ρ−1

ÚAãNÜ¤î3Ú»Û8ó?õ3î3ßNïvÚ�æ�ä�$jÛ@é+ô£äß xwàgá?x�� á3Ú�éSõ?Û3â½ó<æúÛ>ó@î3Ú�î3æçßAä')@î r > 0
$jÛ?$Yè

fk

(
ei Imρ

−1

r
)

= (1 + q−1γ)Fq (q−1γ),

)8ó?õ�ô£ä
γ = e

2πik
N r1+ 2πiRe ρ

N xy=�	��z��|{ % î�rÕÛP�»öÑóSrÕÛüÞë=aÜ{=`Þ�õJ� ë�å ë�� ï±ç�¨G�©ùüØ�û=óHÚ�ë�Ú Ûôë2ûüóDõXçêï ï�Þ@= î�Ü2Ú çéûüØ�= å»î�ëÕÛüõ�� ÿ�Ôãâ�Óo¡ÃÔ
© ÜG=`Þ

fk(r) = Fq [γ̃]
(
− log r

Imρ−1

)
,

æG� î�çêØ
γ̃ = qkq

iRe ρ−1

Imρ−1 = qkq−i
Re ρ
Im ρ

Ô ò�ó�WG�
fk(re

i Imρ−1
) = Fq [γ̃]

(
− log r

Imρ−1 − i
)

= Fq
[
q−i log r/Imρ−1

γ̃
]

(−i)

=
(

1 + q−1q
−i log r

Imρ−1 γ̃
)
Fq
[
q−1q−i log r/Imρ−1

γ̃
]

(0)

=
(

1 + q−1q
−i log r

Imρ−1 γ̃
)
Fq
(
q−1q

−i log r

Imρ−1 γ̃
)
.

Q@ëÇå�r@��öíë-� Ý�îßÞ@=`Þ�î Ü2õ�åFÜ2ú ÜÇùSWíÝG�9ú�Ø
q
−i log r

Imρ−1 γ̃ = γ
Ô ~ {���{�y�{

� �@a��±Î>K	`¢�N �� ô£ä�é�ê
(fk)k=0,...,N−1

o�&Só?õ�ô£äÊÜ¤î�ó?õ�ôhßNïÉðÞÝ@ß<à8é`ñÞô�ßNÛ
Ω+

Im ρ−1

ÚAãNÜ¤î3Ú»Û8ó?õ3î3ßNïvÚ�æ�ä�$jÛ@é+ô£äß xwàgá?xâ� á3Ú�éSõ?Û3â�ó<æúÛ k ∈ {0, . . . , N−1} $jÛ?$Yè¬ßNÛ3â+åÜ&�ãNÝÞñPï@é�ä±õ?Û@é�ê�î3Ú»ÛGß�ô£ä�Û3â+è%$­ãNå î3å)è�éSõ�ßAä1ðÞÝ@ß<à8é`ñÞô
fk
Ô

|fk(z)| = Θk(z)|q−1z|
arg z

Im ρ−1 ,)8ó?õ�ô£ä
lim
|z|→∞

Θk(z) = 1 x



ðÕð ÿ ��Ó�
±Ô�n� �lbgoe1l1n� PÕ��I
�l
y=�	��z���{ Z�Ü2öwùôÜ2öaå � ë�åFë@� î�çêØwÙéØ�=LÜíóôõ�ÿ�Ô âG���J� ÙéÜ

z = reiϕ ∈ Ω+
Imρ−1

=LÜG=`Þ

fk(re
iϕ) = Fq [γ̃]

(
− log r

Im ρ−1

)
,

æ-� îuçéØ
γ̃ = qkq

iRe ρ−1

Imρ−1 = qkq−i
Re ρ
Imρ

Ô ª ëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2Ý�îuØ�å»îuëÕÛôõÇ� ÿ�Ôñð�á-¡ çýë2î�ï%Ü2Ýuî ÜÇùSWíÝ
Θk(re

iϕ) =

Ξγ̃

(
− log r+iϕ

Imρ−1

) ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

|fk(z)| = Θk(z)
∣∣∣q−1γ̃q

−i log r

Im ρ−1

∣∣∣
ϕ

Im ρ−1

= Θk(z)
∣∣∣q−1γ̃q

−i log r

Im ρ−1

∣∣∣
arg z

Im ρ−1

.

QBÜ2ÙêØIùP�±óDÜ2öwùôÜ2öLå�ÙéØP=aÜíÝ�çéØ$ÿ�Ô âG���J=LÜG=`Þ
q
−i log r

Imρ−1 γ̃ = e
2πik
N r1+ 2πiRe ρ

N
�%Ü å»ç���Ý

∣∣∣q−1γ̃q
−i log r

Imρ−1

∣∣∣ =
∣∣∣e 2πik

N r1+ 2πiRe ρ
N

∣∣∣ = |q−1|r = |q−1z|.
~ {w��{�y�{



� W���YZ���"�po ã

� �B1"�°^S_a� �°W°] c/
��°^ ��_��Z�

ä���� ~ 5 twx�< ÑG{ít À |à�Hs � � x�t�Ã �P� < Ñ
%+ï çéï çêØIùüûüîuÞ@=�Ûôë2î�� îuç®Ü2ÙêØ\î�ÜÇùu=�çéØ�=SÞBûôç¢� ï ÜG�%Ü2ï çêØ�=ÙtüÝ�çêû+F ØuæÕëJ�íÜ2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï Ø�æ2ë@ûüØ�ï ûüõ Ü2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ2çéÝuî�ï�Þ@=ÛüØ�ÙéÜ2ÝIùüë-=

R∗R = RR∗, S∗S = SS∗,
SR = q2RS, SR∗ = R∗S.

�²þ±ÔÖÓo¡
ø@Ü ÛDÜ2îuçéØv=�ëÕú�ØP=`Þ�óDÛôÜ2ö�óDë�åFÜG¨

R
ç
S
ùôÜ2ö2ë�ë@�±å»ÛDÜ2Ý�Ü2Ùéï±Ø$Ø�ÙéØP=LØuï�ó ÞHÚ(Øßå»ï ØIù ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è Û=ÞÕÔZ0Ø�Ûu=Lçêï Ø�=�D Ü2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï%ÜBÛôØ�Ü2Ùéçêî Ü2Ý ùôÜBÛôØuÙ®Ü2Ý ùüç�� þ±ÔÖÓo¡ E ëÕöÑÛôØPtôÙéÜG¨»èc�P� î�çêØ�=`Þ Ùêçéû=ó¤�7åFÜ2Ûôõ ï±öGr�å��±ö�ó¤r2ÛôØï Ü@F ëÕúuëÕï Ø�ï%ÜýÚ%ÜíÛS��ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�ånï ë2ÛS=LÜ2Ùéï�Þ�Ý�U

(R, S)
� îuç®Ü@F ÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�U$ånÚ(Øßå»ï ØIù"Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç@"@çêÙéè�Ø�Û=ó Ü

H
æ2åFÜ2ÛôÜ2ï�óDõ�ùSW<�%úuØwî3F ë2ú�Ø�ï±ç®Ü

S◦R, R◦S � S◦R∗ ç R∗◦S û¤WY� ëG=`Þ�öíÜíÙéï Ø$ëÕÛôÜ2î
SR = q2RS, SR∗ = R∗S.

³
ùüØ�� ï±ØIùàû=óDÛôë2ïÑÞ Ý�U±Ý�çéØuÙéçêèÑÞ@tu=`Þ-��Ü2è�Þló Ü2ö�Ü Ùéçêûüó ÜaåFÜ2Ûüõ ï öGr�å�è�Þ�F£Ü�åýÞ�û=ó Ü2ÛüÝ�î Ü�ùSW2Ý�ë�ÛôØ�û=óDÛ=Þ�ö�ó ÞÑå»ï%Ü<�è�Þaî Ü2Ú�Øuå»ï ç¢¨BÚ�Øuå»ï Øv� ë@�%Üíóôö2ë�å ØBå	F£Ü2ûüï ë-tôÝuçÉ�²ï Ü`Ú ÛôîßÞ�ö�F ÜG��=Lë2ú�ÙéçÖåFëGtS¨4õ�ó åFëÕÛüî�Øuï ç®Ü ûüõJ=`Þ
R+ S

�Ú ÜíóDÛüîSÚ�ë��±ÛôëÕîP� î�çéÜ@F®Þ�þ±Ôñð�ç0þ±Ôãÿ-¡ßÔÊ³/� Ûüõ æÕçéØ ù»û=óDÛôë2ïÑÞ Ú Ü2Û@ûüÚ(ØoF ï çéÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�U�óDØwå7ÜíÛôõ ï öÑç0Ú(ë�å»çêï ï ë�èÑÞ@¨
�±ëÕûüóDÜíóDØuÝ�î�ï±çéØ�� õ úuë Ô

q»ëÕîuåFÜ2úP=`Þ�Ú�ë�åýÞ�úuûôîuØ�î�Ü2æ�ÜG� ï±çéØ�ï±çéØaï ÜGÚ(ëÕîuçéë-=�çéØÍ;£ëÕÛu=aÜ2Ùêï�Þ�=�Ô°��ÛôîßÞ�Ú õJtS¨P=`Þ-�\ú�Ø
A

ç
B

û¤Wë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜG=�çA�±î�ç®Ü�F£ÜÇùSW2ÝßÞ@=Lç>å Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç�"*çéÙéè�Ø�Û=ó Ü±Ô§QBÜ2ÙéØ ùýî�Ü@Fhr2ú�=`ÞG� ú�Ø
(PhaseB) |A| = r1|A| (PhaseB) ,
|B| (PhaseA) = r2 (PhaseA) |B|,

(PhaseB) (PhaseA) = eiϕ1 (PhaseA) (PhaseB) ,
|B||A| = eiϕ2 |A||B|,

�²þ±Ôãâ-¡

æG� î�çêØ
r1, r2 > 0

ëÕÛôÜ2î
0 ≤ ϕ1, ϕ2 < 2π

�²ëÕû=ó Üíóôï çXWHÛôØuÙ®Ü2Ý ùu�¥� þ±Ôãâ-¡4óDÛôÜ2ö�óDõ�ùüØP=`Þlï%Ü ÛDÜíî�çéØ4ùüØP�±Þ�ï çéØ
;£ë2ÛS=LÜ2Ùéï çêØ?¡ÃÔ�×�U ÝuØ�=`ÞG�9Ü2è�Þ

A
ç
B

è�Þ�F®Þ�ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ{=Lç(ï ëÕÛS=LÜ2ÙêïÑÞ@=�ç£��Ü å»ç���Ý
(PhaseA) |A| = |A| (PhaseA) ,
(PhaseB) |B| = |B| (PhaseB) .

ðÑÿ



ð�þ þ åvl.�@Õ�n� �lbÔ ��: Ó�i@ÕpncÖ� e
�l
��ÛôîuÞ�Ú õ<tS¨�=SÞHóDØ�ÛôÜ2îG�%úuØwÚ%Ü2ÛDÜ

(A,B)
ûüÚ(ØoF ï çéÜ¥�£å Ý�çXWíú�;£ë2ÛS=LÜ2Ùéï çêØ?¡©å7ÜíÛôõ ï öÑç

AB = q2BA,
AB∗ = B∗A.

%¯r�åFÝuî Ü2û*Ú Ûôë2ûüó Þ ÛDÜíÝ�U�õ±ï Ø�öHÚ�ëÕö�Ü2î�õÇùüØG�%ú�Ø
r1 = r2 = |q|, ϕ1 = ϕ2, eiϕ1 = Phase q.

��ÜG=�ç��ßó ÜÇùSWíÝG�±úuØ
Phase q = ei Imρ

−1 å»ç�� îuç�=`ÞG� ú�ØwÚ�ë�å»çéï ï ç¢tS=`ÞaÛôëÕîßå7Üíú ÜG¨wÛôØuÙ®Ü2Ý ùüØwÚ(ëÕû=ó Ü2Ýuç
(PhaseS) |R| = |q||R| (Phase S) ,
|S| (PhaseR) = |q| (PhaseR) |S|,

(Phase S) (PhaseR) = ei Imρ
−1

(PhaseR) (PhaseS) ,

|S|it|R|it′ = e−itt
′ Imρ−1 |R|it′|S|it,

� þ�Ôãá8¡

Ú ÛôîßÞHÝ�îßÞ@=/ë2ûüó Ü�óDï ç�W�Ûur�å»ï ë-tS¨>� þ�Ôãá8¡ óôÛDÜ2ö�óôõ�ùüØ�=`ÞàùôÜ2ö2ëLÜ2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï Ø$åýÞ�ÛDÜ2úuØ�ï çêØ`Ü2ÙêæÕØ�è±ÛDÜ2çêÝ�î�ï±ØIù7ÛôØ $Ù®Ü2Ý ùüç
|S||R| = (Phase q) |R||S|

�²Ú%Ü�óDÛôîÍ�÷áÕá{ ��p�÷á±Ó� X¡ßÔ
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f ∈ H ç Ú ÛôÜ å»çéØ7å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U

γ ∈ Γq
ÔO¦2Ø�ûüó>ùôÜíûôï Ø{��úuØ

R
ç
S
ûSWàæ-�uûüóôëàë2ö�ÛüØ�tüÙéëÕï�Þ@=Lç��

�±ë-=LöÑï ç¢�uó Þ@=�ç7çýï ëÕÛu=aÜ2Ùêï�Þ�=�ç7ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛDÜG=�çFï%Ü
H
ÔÎC4è�ÞiåýÞ�ö�Ü2î ÜG¨{�7ú�Ø

(R, S) ∈ DH
= õ ûüç�=`ÞùüØuûôîuÝ�î�Ø ûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨ ÛôØuÙ®Ü2Ý ùu��% ØuÞ�Ù®Ü±Ôb% Ø�µ�=SÞ

f ∈ H
Ô ª ë2ÛôîuÞ�û=ó ÜÇùSW2ÝHî_;²ÜíöÑóôõ���ú�Ø

χ(S, γ) = Uγ�£Ú(ë2Û�Ô��²þ±Ôãþ-¡Fç»� þ±Ô«�-¡S¡Fë2è ÙéçêÝ�î Ü{=`Þ
(
χ(S, γ)χ(R, γ′)f

)
(γ′′) =

(
χ(R, γ′)f

)
(γγ′′)

= χ(γγ′′, γ′)f(γγ′′)

= χ(γ, γ′)χ(γ′′, γ′)f(γγ′′)

= χ(γ, γ′)χ(γ′′, γ′)
(
χ(S, γ)f

)
(γ′′)

= χ(γ, γ′)
(
χ(R, γ′)χ(S, γ)f

)
(γ′′)

�±Ù®Ü�å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
γ, γ′ ∈ Γq

ç$Ú ÛDÜ å»çéØlå»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�U
γ′′ ∈ Γq

Ô Z¬Þ@= ûôÜG=`Þ@= åýÞ�ö�Ü2î ÜíÙéç�tu=`Þ-�@ú�Ø
(R, S) ∈ DH

Ô
ø@Ü4Ú(ë@� û=ó Ü å»çéØFÜ2ï%Ü2ÙêëÕæÕçéç�î ÛôØuÚ ÛôØuî�Ø�ï�óDÜ2ÝIùSWBÛüØ�æÕõcF ö2ë-=`õ±ó Ü2ÝßÞ ùüïÑÞ�Ý�Uj� Ù®Ü*ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå�ÚN���±õ ç�Ú�ë�F®ë $úuØ�ï çéÜ åÙ=�Ø�Ý�U%Ü2ï±çéÝ�Øwö�åFÜ2ï�óDë�åFØ ù@èc�P� î�çêØ�=`Þ�ï%Ü2îuÞÑåFÜG¨àÚ%Ü2ÛS�wëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛSr�å�ûüö2ëÕï û=óDÛüõ ë�å7Ü2ïJWLå�Ú ÛüîuÞ $öJF ÜG� î�çêØàþ±Ô«!�ã<ÛGÜuï�õ�é�ê@Ü
ö�óGôhß�)@ä+ÜuÛ2Ô
³>ØlûÞF£Ü å»ï Ø�æ2ë�ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü © ÜíÝ ö2ØuÞ�>ñÜ $ òÑóDëÕï Øs>ãÜ $L÷ ë2ï�ø@ØuõJ=LÜ2ï ï%Ü¯�[�ÖÓ ð{ £�4×�U.Ô�ô­�S�S����Z~UJ=�Ô ð�¡åýÞ�ï çêö�Ü�ï%Üíûüó¤�uÚ õ�ùSW2ÝuØwûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØGí

_ ÎÞ���)��03
�,8�@���)�5]	`�ª�� ô£ä�é�ê
K

o�&Só?õ�ô£ävãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)ïøè­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ5ôRß�ô£ä�é�ê
(R, S) ∈ DK x�� á3Ú�éSõ?Û3âã<ÛGÜuÛ

(R, S)
ñ
ä�â+åÉÝ@ß�ôhåzÛGÜÞß�ô£ä�Ü¤á3ÚOßAî3Ú»Ûtq�ßNÛYâ+Ý�$Yô£äÊãNÜ¤î?â+å�ä`ñÊã�ä+ÚOßAä`ñvÜ¤î�ó?õ�ôhß�èvã<ÛGÜ�õ�é�ê@Ü
ö�óGôhß�)@ä+ÜuÛ x



ÿG\ þ åvl.�@Õ�n� �lbÔ ��: Ó�i@ÕpncÖ� e
�l
� �:�J.1��]�`²Ë�� }BÚ çéûôÜ2ï%ÜGå'Ú±ÛôîuÞ�öJF£Ü{� î�çêØ�þ�Ô«! Ú%Ü2ÛôÜ ò�Ý�U Û*ù@� çéï±æÕØ�ÛôÜaùüØuûüóLï çéØuÚ ÛôîßÞÑå»çéØ��±Ùéï%Ü<��å'ó Þ@=ûôØuï ûôçêØG�0ú�Ø�î�è ç¢rÕÛ {χ(S, γ)χ(R, γ′) : γ, γ′ ∈ Γq} ⊂ B

(
L2(Γq)

) ùüØ�û=ó`ï çêØ�Ú ÛüîuÞÑå»çéØP� Ùéï�Þ@=�î�è±çéëÕÛüØ�=ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇåwÔ ò�ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï çéØ þ±ÔI#GÚ�ëÕö�Ü2î�õ�ùüØ{�¬ú�ØHö�Ü2ú�� Ü ï±çéØ�Ú±ÛôîuÞÑå»çêØ�� Ùêï%ÜGÚ%Ü2ÛôÜ
(R, S) ∈ DK

ùüØ�û=óõ ï çÖó Ü2Ûüï çéØBÛur�å»ï ë�å7Ü2úuï%ÜLÚ Ü2ÛôîuØ`ò�Ý�U Û*ù@� çéï±æÕØ�ÛôÜ±Ô
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`�(]�`²Ë9Ë�® õ�ô£äSó?õ�ôhßNÛÌî�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü¤î3Ú»Û

D
õ?ÛGÚOô£ä+ÜuÛ/â+ô'&(Úºó?õ�ô£äSó?õ�ôhß�ô£ä�î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü�î3Ú�ä`ñ

D̃
p

åXõ�ß x ó<æúÛjàGÛtq?ó@ä`ñ�ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô�è­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ H $jÛ?$Yè
DH ⊂ D̃H xy=�	��z���{ ø@çéØuÝ�U

H
èN��� îuçéØHÚ Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çXW/"@çêÙéè�Ø�ÛüóDÜGç7ï çêØ�Ý�U

(R, S) ∈ DH
ÔÌ��ë@� ûüóDÜ�å»çéÜÇùSW2ÝHåÛôØuÙ®Ü2Ý ùüç�% ØuÞ�Ù®ÜÎ� þ�Ô ÿ-¡`öíëÕÙéØ ùüï ë

(γ, γ′) = (q, qit)
�

(γ, γ′) = (qit, q)
�

(γ, γ′) = (q, q)
ç

(γ, γ′) =
(qit, qit

′
)
ç"ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ýàî�Ø$å»î�ë2ÛSr�åº� ÿ�Ô«#8¡FëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ

(PhaseS) |R|it = |q|it|R|it (PhaseS) ,

|S|it (PhaseR) = |q|it (PhaseR) |S|it,
(Phase S) (PhaseR) = ei Imρ

−1
(PhaseR) (Phase S) ,

|S|it|R|it′ = e−itt
′ Imρ−1 |R|it′|S|it

� Ù®Ü�å»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U
t, t′ ∈ R Ônø@ÜGÚ(ë@� ûüóDÜ å»çéØHØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó ÜíÛôï�Þ�Ý�U�åýÞ�ï çêöGr�å�óôØ�ëÕÛüçéçFÜ2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuïÑÞ�Ý�U�æÕØ $ï Ø�ÛôÜíóDë2ÛSr�å ùüØ�� ë2Ú%Ü2ÛDÜ{=LØßóDÛôë�åýÞ�Ý�UiæÕÛüõ ÚÏ�u�I�o X¡½=�ëÕú�ØP=`Þ/� ëÕö2ë2ï%ÜG¨�Ú Ûüî�ØP�cF õ úuØ�ï çéÜlÜ2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï Ø�æ2ë�å

�±å�r�Ý�UGÚ±çéØ�Û=å»ûôîßÞ�Ý�U ÛurÇå»ï Ü2ï ç®ÜíÝ�U�� ëaÚ±õ ï ö�óDõ
t = −i Ô	}4óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ å�r�å Ý�î�Ü2ûwÛôØ�ÙéÜ2ÝIùüØ>� þ�Ôãá8¡Þ�9Ý�ë

� ë�åFë@� îuç£� úuØ
(R, S) ∈ D̃H

Ô ~ {w��{�y�{
� �:�J.1��]�`²Ë@� ø@çêØ�Ý�U

(R, S) ∈ D̃H
Ô�³lëÕû=ó Üíóôï çéØ ùýî$ÛüØ�Ù®ÜíÝIùüçÉ�²þ±Ôãá-¡ åýÞ�ï±çéö�Ü<�%ú�Ø$åýÞ�ÛDÜíú�Ø�ï±çéØ

Vt = ei
t2

2
Imρ−1 |S|it|R|it = e−i

t2

2
Imρ−1 |R|it|S|it

� Øuì ï çéõ�ùüØ(=Lë�Ý�ï±ënÝ�ç�W�æ@F`WaùüØ�� ï ë2Ú%Ü2ÛDÜ{=LØßóDÛôë�å�W æÕÛüõ ÚN�
ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å�õ ï çêóDÜ2Ûôï�Þ�Ý�UXï%Ü
H
Ô ä*úuÞÑå7Ü $ùSW2ÝÍ=LØßóDë@� Ú±Ûôî�ØP� ûüóDÜ å»çéëÕï�Þ�Ý�U�å �÷á-\<�±Ë�ú±ÜG=�Ú ÙêØLá�ÔêÓ� »=�ëÕú�ï Ü õ<� ë�åFë@� ï ç¢¨G��úuØ

e−
i
2

Imρ−1 |S||R| =

e
i
2

Imρ−1 |R||S| ùüØuûüówÜíï%Ü2ÙéçÖó Þ�Ý�î�ï�Þ@=�æÕØ�ï±Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüØ�=
(Vt)t∈R

Ô­% ûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë-tüÝ�ç
e
i
2

Imρ−1|R||S| ùüØ�û=óëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüØ�=²�±ë��%Ü�óDï ç¢=�ç.ûôÜG=Lë2ûôÚ Ûüî���úuëÕï�Þ@=�Ô
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`�(]�`²Ë�Ò�� ô£ä�é�ê

H
o�&Só?õ�ô£äÊãNÜuõ3ä�â+å)ÜSõ3ä+ß�ô)ïÛè	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û>ôOß�ô£ä�é�ê

(R, S) ∈ DH x�� á3Ú�éSõ?Û3â
Ë­` ó<æúÛjàGÛtq?ó@ä')@î

γ ∈ Γq
$jÛ?$Yè

α(γ)χ(R, γ)χ(S, γ) = α(R)∗χ(S, γ)α(R) = α(S)χ(R, γ)α(S)∗,
� þ�Ô«!8¡

�	` $jÛuñPï�$Yô£ä`ñ¤â?é�ävßNÛ3â+åÜ&�ãNÝ+ñPï@é�ävÜ�á3ÚOßAîtv?é+ô
qRS = α(R)∗Sα(R) = α(S)Rα(S)∗;

ÚëâSõ3éSõ3ä')@á3æçßAîtv?é+ô
RS

ñ
ä�â+åRî�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü¤ä�$´ßAî3ÜÆ$jÛGæçß�ès$´ô
SpRS ⊂ Γq

p



þ�Ôãá y=� fhl ��� f�
�Õ � e1l1k�Õ<i � k �	� Õ
D

ÿ�Ó
Ò	` ó<æúÛ_ó@î3Ú�î3æçßAä')@î

γ ∈ Γq
χ(q−1SR, γ) = α(γ)χ(R, γ)χ(S, γ).

� þ±ÔI#8¡
y=�	��z��|{ � 
�Ë­` ³ ÛüØ�ÙéÜ2ÝIùüçA% ØuÞ�ÙéÜ(�²þ±Ôãÿ-¡Fç�;²Ü2ö�óDõ��%úuØ

χ
ùüØ�û=ó*è çéÝ�U%ÜíÛDÜ2ö�óDØuÛôØP=(� åýÞ�ï çêöíÜ�ùSW å»îuëÕÛüÞ

χ(S, γ)χ(R, γ′)χ(S, γ)∗ = χ(γR, γ′),

χ(R, γ)∗χ(S, γ′)χ(R, γ) = χ(γS, γ′).
�²þ±ÔêÓ
\8¡

% ûüóDÜ å»ç®ÜÇùSW2Ý
γ = q

åì� þ±ÔÖÓ?\8¡Fç"öíëÕÛôîßÞ�û=ó ÜÇùSWíÝSî$å	F£Üíûôï ë-tüÝ�ç»� ÿ�Ô«#-¡�;£õ ï ö2Ý ùüç
χ
ë2óôÛôîuÞ@= õÇùüØ�=`Þ

χ(S, γ) (PhaseR)χ(S, γ)∗ = (Phase γ)R,

χ(R, γ)∗ (Phase S)Sχ(R, γ) = (Phase γ)S.

�²þ±ÔêÓ2Óo¡
�0ë��±ëÕè ï çêØ�öJF ÜG��W2Ý

γ′ = qit
å ÛSr�å»ï%Ü2ï çéÜ2Ý�Uë� þ±ÔÖÓ?\8¡4çÉ� ëÕöíëÕïÑõ�ùSW2Ý�Ú ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï ç®Ü�U ëÕÙêë-=�ëÕÛüì%Ýuî�ï ØuæÕë

�±ë
t = −i ��� ë2ûüó Üíï çéØP=`Þ

χ(S, γ)|R|χ(S, γ)∗ = |γ||R|,
χ(R, γ)∗|S|χ(R, γ) = |γ||S|.

�²þ±ÔêÓ�â-¡
�0ë-=�ïJrÕú�=SÞ�óDØuÛDÜ2î$û=óDÛôë2ï%ÜG=�ç.ë��±Ú(ë�å»çéØP� ï çêØ$ÛSr�å»ï%Ü2ï çéÜ î>�²þ±ÔÖÓÕÓo¡FçÉ�²þ±ÔêÓ�â-¡ßÔ»}4óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

χ(S, γ)Rχ(S, γ)∗ = γR,

χ(R, γ)∗Sχ(R, γ) = γS.

�²þ±ÔêÓ á8¡
Z0Ø�ÛôÜ2î�=Lë2ú�Ø�=SÞ�î Ü2Ü2Ú Ùéçêö2ë�åFÜG¨v;£õ ï ö2Ý ùu�

α
�±ë�ë2è õ�û=óDÛüëÕï�ë2è õ�Ûur�å»ï%ÜG��� þ±ÔÖÓ�á8¡ÃÔ

χ(S, γ)α(R)χ(S, γ)∗ = α(γR),

χ(R, γ)∗α(S)χ(R, γ) = α(γS),

Ýuë�=�ëÕúuï%Ü Ú ÛôîuØ�Ú çêûDÜG¨7ùôÜ2öíë
χ(S, γ)α(R) = α(γR)χ(S, γ),

α(S)χ(R, γ) = χ(R, γ)α(γS).

�²þ±ÔêÓ�ð�¡
Z0Ø�ÛôÜ2îv=�ï ëÕúuÞ@=`ÞLëÕè çêØBûüóôÛôëÕï�ÞaÚ çéØuÛüå»ûôîuØ�æÕë î$Ûur�å»ï%ÜG�|� þ±ÔÖÓ ð�¡¬îBÙéØßåFØ ùýÚ±Ûôî�Øuî

α(R)∗
�%ÜSëÕè çéØ4ûüóDÛüëÕï�Þ

�±Ûôõ æÕçêØ�æÕë�ÛurÇå»ï Ü2ï ç®Ü îwÚ ÛôÜ åFØ ù*Ú ÛôîuØ�î
α(S)∗

í

α(R)∗χ(S, γ)α(R) = α(R)∗α(γR)χ(S, γ),

α(S)χ(R, γ)α(S)∗ = χ(R, γ)α(S)∗α(γS).

�²þ±ÔêÓ�ÿ-¡
��ÜG=�ç��uóDÜÇùSW2Ý{� ú�Ø

α(γ)α(γ) = 1
�±Ù®Ü`å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U

γ ∈ Γq
=�ëÕú�ØP=`Þ�Ú±Ûôî�ØuÚ çéûôÜG¨�� þ±ÔÖÓÇÿ-¡CùôÜíö2ë

α(R)∗χ(S, γ)α(R) = α(γ)
(
α(γR)α(γ)∗α(R)∗

)
χ(S, γ),

α(S)χ(R, γ)α(S)∗ = α(γ)χ(R, γ)
(
α(γS)α(γ)∗α(S)∗

)
.

Z0Ø�ÛôÜ2îwï%ÜÍ=Lë�ÝuÞ°� ÿ�ÔÖÓ?\8¡ ëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ/� þ±ÔI!8¡ÃÔ



ÿÕâ þ åvl.�@Õ�n� �lbÔ ��: Ó�i@ÕpncÖ� e
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� 
Ø�	` ª F ÜG��W2Ý

γ = qit
å�Ûur�å»ï%Ü2ï çêõ��²þ±ÔI!8¡+� ëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ

e−i
t2

2
Imρ−1 |R|it|S|it = α(R)∗|S|itα(R) = α(S)|R|itα(S)∗.

� þ±ÔÖÓ�þ8¡
��ëÕï±çéØuåFÜ2úwÙéØßå7Ü û=óDÛôë2ï%Ü5�²þ±ÔÖÓ�þ8¡FÚ�ëÕöÑÛüÞÑå7Ü�ûôç¢�wî

Vt
�²Ú%Ü�óDÛôîwõ�åFÜ2æ�Ü�þ±ÔêÓ�â-¡+�±å»ç¢� î�ç¢=`Þ�úuØ

e
i
2

Imρ−1 |R||S| = α(R)∗|S|α(R) = α(S)|R|α(S)∗.
� þ±ÔÖÓo�-¡

��ë@� ëÕè ï±çéØBå»ûüóDÜ å»ç®ÜÇùSW2Ý
γ = q

å·� þ±ÔI!8¡+�%îuï%ÜÇùu� õÇùüØ�=`Þ
e
i
2

Imρ−1

(PhaseR) (Phase S) = α(R)∗ (Phase S)α(R) = α(S) (PhaseR)α(S)∗.
� þ±ÔÖÓ?!8¡

QBÜ2ÙêØIù7î Ü2õ�åFÜ2ú�=`ÞG�%ú�Ø�� Ù®Ü
y ∈ D0

=LÜG=`Þ
(PhaseR) (PhaseS) |R||S|y = |q| (PhaseR) |R| (Phase S) |S|y = |q|RSy,Ý�ë�Ú�ëÕö�Ü2î�õ�ùüØ{�%ú�Ø

(PhaseR) (Phase S) |R||S| = |q| (PhaseR) |R| (Phase S) |S| = |q|RS.
¦2Ø�tüÙéç>óôØ�ÛDÜíîàÚ�ë-=�ï ëÕúßÞ�=SÞ�ûüóôÛôëÕï ÜG=Lç>ÛSr�å»ï%Ü2ï çéÜ¥� þ±ÔÖÓo�-¡FçÉ�²þ±ÔÖÓ?!8¡+�<� ëÕûüóDÜ2ï çêØ�=`Þ

α(R)∗Sα(R) = α(S)Rα(S)∗ = |q|ei Imρ−1

RS = qRS.

� 
eÒ	` ³>æÕë��±ï çéØ�îHõ�åFÜ2æ8W þ±ÔÖÓÇâ��¬ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ
e
i
2

Imρ−1 |R||S| ùüØ�û=óÍ� ë�� ÜíóDï çFç7ûDÜG=�ëÕûüÚ ÛôîP��ú�ë2ïÑÞ2Ô
© ëÕúuØ�=`ÞHî�ÜíóDØP='î�ï Ü2ÙéØPµ�¨wÛôëÕîuöJF£ÜG��è çéØuæÕõ ï ë�åýÞHë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

q−1SR
í

q−1SR = qRS = ei Imρ
−1|q| (PhaseR) |R| (Phase S) |S|

= ei Imρ
−1|q| (PhaseR) |q|−1 (PhaseS) |R||S|

=
(
e
i
2

Imρ−1
(PhaseR) (Phase S)

)(
e
i
2

Imρ−1 |R||S|
)
.

��ÛôîuÞ�û=ó¤��Ú±õ�ùüØ�=`ÞHóôØ�ÛôÜ2î�� ë��±ëÇå ë@� õ�å»îuëÕÛôõ�� þ�Ô«#8¡ÃÔ¬ø@çêØ�Ý�U
γ = qnqit

Ô
χ(q−1SR, γ) = (Phase q−1SR)

n |q−1SR|it

= e
i
2
n Imρ−1

[(PhaseR) (Phase S)]n e−i
t2

2
Imρ−1 |R|it|S|it,

æ-� îuçéØ åjëÕû=ó Üíóôï çéØ ùwÛSr�å»ï ëGtôÝ�ç¬åýÞ�ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜ2Ùéç¢tS=`Þb;²Ü2ö�ó���úuØLîuï%ÜG=`Þ æÕÛüõ ÚN�Lõ ï±çêó ÜíÛôï�W<�Cö�ó¤r2ÛôØIùàÜ2ï%Ü2Ùêç $ó Þ�Ý�î�ï�Þ@=�æÕØ�ï±Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüØ�= ùüØuûüó |q−1SR| ÔÉ% ö2ëG� Ý�õ�ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2ÝàîàÛüØ�ÙéÜ2ÝIùüçÉ�²þ±Ôñá8¡FÚ ÛôîuØ�öÑûôîßó Ü@F®Ý ÜG=SÞcí
χ(q−1SR, γ) = e

i
2
n Imρ−1

e
i
2
n(n−1)

2
Imρ−1

e−i
t2

2
Imρ−1

(PhaseR)n (Phase S)n |R|it|S|it

= e
i
2

(n2−t2) Imρ−1
eintReρ−1

(PhaseR)n |R|it (Phase S)n |S|it
= α(qnqit)χ(R, qnqit)χ(S, qnqit) = α(γ)χ(R, γ)χ(S, γ). ~ {w��{�y�{

ò�ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ$þ±ÔÖÓ�á`Ú�ëÕîuåFÜ2Ù®ÜSï%Ü`ó åFë2Ûôî�Øuï çéØ4ï ë�åýÞ�Ý�U�Ú%Ü2Û ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå ûüÚ(ØoF ï çéÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�UHåFÜ2Ûôõ±ï öÑçîv� Øuì ï çéÝ ùüçCþ±Ô ÿ�Ô
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H
o�&Só?õ�ô£ä�ãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)ïâè­ôhæéo+ä+Ü+å£Û>ôOß�ô£ä�é�ê

(R, S) ∈ DH x�� á3Ú�éSõ?Û3â
(S−1, R), (R, SR), (RS, S) ∈ DHî3ÜuÛ?õ:ó<æúÛ®ó@î3Ú�î3æçß�è8é�ê

γ1, γ2 ∈ Γq
(γ1R, γ2S) ∈ DH .y=�	��z��|{ ³.Ü2Ýuî�ï çêØ�=`Þ ë@�
ë2ûüó Ü�óDï çêØ�æÕë�å»î�ëÕÛüõ.Ô © ï ëÕú�W2Ý`ëÕè±çéØàûüóDÛüëÕï�Þ�ÛôØ�ÙéÜ2ÝIùüçp% ØuÞ�Ù®Ü5� þ±Ôãÿ-¡ýÚ ÛôîuØ�î

χ(γ2, γ)χ(γ1, γ
′)
ç"ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ýàîwå	F Ü2ûôï±ë-tôÝuç�� ÿ�Ô«�-¡�;£õ ï öíÝIùüç

χ
�%ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

χ(γ2S, γ)χ(γ1R, γ
′) = χ(γ, γ′)χ(γ1R, γ

′)χ(γ2S, γ),ÝuëLï ÜÍ=�ë�ÝuÞ_�±Øuì%ï çêÝIùüçCþ±Ôãÿ ëÕî�ï Ü2Ý�î�Ü<�%ú�Ø
(γ1R, γ2S) ∈ DH

Ô
Z0Ø�ÛôÜ2îSî�Ü2ûüóôëÕûôõÇùu=`ÞHûôÚ±Ûôî��uú�Øuï çéØ�� ë�ëÕè õ�ûüóôÛôëÕï�� þ±Ôãÿ-¡ÃÔÉQ4î�ç¢��öÑç"ë�ÝuîuÞÑå»çéû=ó Þ@=�îuå»çXWíî�ö2ëG=

χ(S, y)∗ = χ
(
S−1, γ

)
,

χ(R, γ′)∗ = χ
(
R, γ′−1

)

å»ç¢� î�ç¢=`Þ-�±ú�Ø
χ
(
R, γ′

−1)
χ
(
S−1, γ

)
= χ

(
γ′
−1
, γ
)
χ
(
S−1, γ

)
χ
(
R, γ′

−1)
.Z¬Þ@=�ûDÜG=SÞ�=

(S−1, R) ∈ DH
Ô

% ÛSr@¨�=`ÞB� ënÚ%ÜíÛüÞ
(R, S) ∈ DH

Ôë¦2Ø�tüÙéç»î ÜíûüóDë2ûôõ�ùüØP=`ÞÌ� ë ëÕè õmë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å�óôÛDÜ2ï±ûu;£ëÕÛu=aÜ2Ý ùüØ
m 7→ α(R)∗mα(R)

ëÕÛDÜíî
m 7→ α(S)mα(S)∗

�ÕóDëwï%Ü	=�ë�ÝßÞ Ú õ±ï ö�óDõ ��` Ú%Ü2Û=Þ
(R, qRS), (qRS, S)ûSW�õ ï±çêó ÜíÛôï çêØ Ûur�å»ï ë�å7Ü2úuï Ø

(R, S)
Ô/ò�ó¤WG�

(R, qRS), (qRS, S) ∈ DH
Ô © ëÕúuØ�=`Þ óôØ�ÛDÜíînûôöíë $ÛüîuÞ�ûüóDÜG¨�î�Ú çêØ�Û=å»ûôî�ØuæÕënõ<� ë�åFë@� ï çêëÕï Ø�æ2ë å»îuëÕÛôõ�ç~;²Ü2ö�óDõ��\ú�Ø

SR = q2RS
� ö�óSrÕÛôØ�Ú(ë2öíÜíî�õ�ùSW<�\ú�Ø

(R, SR), (RS, S) ∈ DH
Ô ~ {���{wy�{

ä���û û�ü¬À �Ht=ý��Fs�t �°� x�|wvCtwx�t À·��À
D

ø*çéØuÝ�U
H

èN��� îuçéØBÚ Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çXWY"*çéÙéè�Ø�Û=ó Üàç(ï çêØ�Ý�U
(R, S) ∈ DH

ÔÉ��ÛôîßÞaÚ�ë-=�ë�ÝßÞj;£õ±ï ö2Ý ùüç
Ph: Γq →

S1 =Lë2ú�Ø�=SÞGõ±ó å ëÕÛôîßÞ@¨aëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ=ÞGõ ï±çêó ÜíÛôï Ø
PhR

ç
PhS

�£Ú%ÜíóôÛôî�Ú(ë@� ÛüëÕî�� îuç®Ü@F\ÿ�Ô ÿG¡ßÔÍ��ë2ï çéØßå7Ü2ú
Ph(γ)N = 1

� ÙéÜY� ë�åFëÕÙêï Ø�æ2ë
γ ∈ Γq

��=LÜG=`Þ
(PhS)N = I = (PhR)N .ª ëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2ÝSîuØ$å»î�ëÕÛüõB� ÿ�Ôñð-\8¡Fç.ÛôØuÙ®Ü2Ý ùüçA% ØuÞ�Ù®Ü¥� þ�Ô ÿ-¡Þ� åýÞ�Ú Ûôë�åFÜG� î Ü{=`Þ ÛôØuÙ®Ü2Ý ùüØGí

(PhS) |R| = |R| (PhS) ,

|S| (PhR) = (PhR) |S|,
(PhS) (PhR) = e

2πi
N (PhR) (PhS) ,

|S|it|R|it′ = e−itt
′ Imρ−1|R|it′ |S|it

�²þ±ÔêÓ
#8¡

�±Ù®ÜY� ë�åFë2Ùéï�Þ�Ý�U
t, t′ ∈ R ÔÉ��ë2ï%ÜG�±óôëLî$óDë2ú�ûDÜ{=Lë-tüÝ�ç»� ÿ�ÔãáG#8¡\åýÞ�ï çéö�Ü<�%úuØ

R = (PhR) |R|1+ 2πiRe ρ
N ,

S = (PhS) |S|1+ 2πiRe ρ
N .

�²þ±Ô â{\8¡
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A = (PhR) |R||ρ| ëÕÛDÜíî B = (PhS) |S||ρ| Ôv%¯r�åFÝuî Ü2ûwÚ%Ü2ÛôÜ�ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDë $ÛSr�å
(A,B)

ûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü ÛôØuÙ®Ü2Ý ùüØ$ö2ë-=`õ±ó Ü2ÝßÞ ùüï ØSè ÜG�%Ü2ï Ø$å Ú ÛDÜíÝuÞ/�÷á±ÓG��ò�ØuÝuó�Ô�â3 £� óôë�î�ï%Ü2ÝuîuÞ
(PhaseB) |A| = |A| (PhaseB) ,

|B| (PhaseA) = (PhaseA) |B|,
(PhaseB) (PhaseA) = e

2πi
N (PhaseA) (PhaseB) ,

|B|it|A|it′ = e−tt
′ 2πi
N |A|it′ |B|it,

ÜÎ�±î�ç��uöÑçwóôØ�= õA�$ú�Ø
(PhaseA)N = (PhaseB)N = I

�$Ú%Ü2ÛôÜ
(A,B)

ûüÚ(ØoF ï çéÜ�óDÜ2öÑú�Ø å7Ü2Ûüõ ï öÑçûôÚ�Ø�ö�óDÛôÜ2Ùéï±Ø$ëÕÚ çéûôÜ2ï Ø$å�Ú±ÛDÜ2ÝßÞb�ñá�Ó�  Ô
Ì·���`�(ÍP�@MÎ]	`²Ë@]�� ô£ä�é�ê

H
o�&Só?õ�ô£ä~ãNÜuõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)ï�è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û®ôÉß�ô£ä�é�ê

(R, S) ∈ DH x¶� å�äSóGè>ô�â+å)ß�ô£ä`ñ
äñ
äSóGßAî�ã<ÛGÜuÛ?$>ä+å�Ü¤î3Ú»Û�)GÜÞÝoã<Û
(Rt)t∈R+

ôhßNó@ä�à?â?î3Ú»ÛGßNÛ�$YÝ@æçå�è�ãNæçô�àGÛGå�è3ÚOßNï¦)GÜ+Ý?ã<ï R+
p§î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü¤á3Ú|Ý@ß�ô låzÛGÜÞß�è8é�ê�ßNÛ

H
å£Û3àGÛ%p�q3ä

(PhR)Rt = Rt (PhR) , (PhS)Rt = Rt (Ph S) ,
Rt|R|R∗t = |R|t, R∗t |S|Rt = |S|t

� þ±Ôãâ�Óo¡
ó<æúÛ�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê

t ∈ R+ xy=�	��z���{ ø@çéØuÝ�U
(A,B)

èc�P� î�çêØàÚ Ü2Û¤W ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å ÛüëÕîuåFÜ2ú Üíï�W�å õÑåFÜG� îuØ`þ�ÔêÓÇÿ�Ô ø@Üj=�ë�ÝuÞ°�÷á±Ó{�
��ÛôëÕÚ�ëÕûôçÖóDçêëÕï â�Ôñá{ Cçéû=óDï çêØIùüØ\ùüØP� ï ëÕÚ Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôë�åFÜ�æÕÛüõ Ú%Ü ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å õ ï±çêó ÜíÛôï�Þ�Ý�U

(Rt)t∈R
ó Ü2ö�Ü<� úuØ

(PhaseA)Rt = Rt (PhaseA) , (PhaseB)Rt = Rt (PhaseB) ,
Rt|A|R∗t = |A|t, R∗t |B|Rt = |B|t

� þ±ÔãâÕâ-¡
� Ù®Ü

t ∈ R+
Ô½��çéØuÛüå»ûôîuØ�Ùéçéï±ç ùüöÑç�� þ±ÔãâÕâ-¡»çR� þ±Ôãâ�Óo¡*û¤W�ç��±Ø�ï�ó Þ�Ý�î�ï±ØG�0ï%ÜíóDëG=LçéÜ2ûüó@îY� Ûôõ±æÕçéØ ù@Ùéçéï±çéç�� þ±ÔãâÕâ-¡Ú ÛôîuØ�Ý�U ë@� îuç�=`ÞÏ� ë�ë�� Ú�ë�å»ç®ÜG� ÜÇùSW2ÝuÞ�Ý�U�ùüØ ù å»î�ë2ÛSr�å � Ù®Ü

(R, S)
ûüóôëÕûôõÇùSW2Ý|;£õ ï±ö2ÝIùu� R+ 3 r 7→

r|ρ|
−1 ∈ R+

� ë�ë@� Ú(ë�å»çêØ�� ï çêÝ�U�ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å � ë�� ÜíóDï çêÝ�U.Ô ~ {w��{�y�{
� �:�J.1��]�`²Ë w % ï%Ü2û=ó¤��Ú±ïÑÞ@=�ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï çéõ î Ü�ùu=LçêØ�=`Þ�ûôç¢�:� ë-=�öÑï ç��uÝ�çêØ�=�ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛôÜ

S + R◦S �æ-� îuçéØ
(R, S) ∈ DH

� ÙéÜnÚ�Øuå»ï Ø ù Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç�"@çéÙêè(ØuÛüóDÜ
H
Ôö}$ö�Ü2îuõ�ùüØGûüç��G�*ú�Ø°�±ë-=LöÑï ç¢��ÝuçéØ
óôëùüØ�û=ówÛSr�å»ï ØY� ë-=�öÑï ç��uÝ�çêõlëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

S + RS
Ô½� ûüóDëíóDï çêØGí4ï±çéØ�Ý�U

x ∈ D(S) ∩ D(RS)
ç©ï çêØ�Ý�U

D0èc�P� î�çêØHÚ(ë@� Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çXW
H

ûôöíëÕï ûüóôÛôõ ë�åFÜ2ï�W å�ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêõ�þ±ÔñðÆ�£ï%Ü°=Lë�ÝuÞnûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ þ±ÔêÓ2Óó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ@þ�Ôñð�=Lë2ú�ï%Ü$ûüóôëÕûôë�åFÜG¨­�±ëSÚ%ÜíÛüÞ
(R, S) ∈ DH

¡ßÔ§� û=óDï çêØIùüØ*Ý�ç�W�æ
(xn)n∈N

ØuÙéØP=LØuïÑóSr�å
D0ó Ü2öÑç��±ú�Ø

xn −−−→
n→∞

x,

Sxn −−−→
n→∞

Sx,

RSxn −−−→
n→∞

RSx.

³.ÜíóDØP=ÉÝ�çXWÑæ (
(S + R◦S)xn

)
n∈N

ùüØ�ûüó�îuè çéØuú�ï�Þ�ç\å�öíëÕï ûüØ�ö�åFØuï ÝIùüç
x
ï%Ü2ÙêØ�úuÞ|� ë°� îuçéØP� î�çêïÑÞ|� ë $=LöÑï ç¢��Ýuç®Ü ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛôÜ

S +R◦S ÔÉ��ëÕï%Ü{�±óDë
(
S +R◦S

)
x = lim

n→∞
(S +R◦S)xn = lim

n→∞
Sxn +RSxn = Sx +RSx =

(
S +RS

)
x.
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³.ÜíõÑåFÜ2úP=`Þ-�%úuØ

D(S) ∩D(RS)
ùüØ�û=ó*çéûüóôë2óDïJWÍ�±î�çéØP� î�çêï�WY� Ù®Ü

S +RS
�9Ü å»ç��uÝ

S +RS ⊂ S +R◦S.
³°� Ûüõ æÕçéØ ùýû=óDÛüëÕï�ÞHë�ÝuîuÞÑå»çéû=ó Ü�çéï öÑÙêõ îIùôÜ

S +R◦S ⊂ S +RS
Ú Ûôë�åFÜG� îuçp� ë

S +RS ⊃ S +R◦S.
% �%Ü2ÙêûôîuÞ@='ÝuçXWÑæÕõHèN��� îuçéØ�=SÞHëÕî�ï Ü2Ý�î�ÜG¨�� ë-=�ö�ï±ç���ÝuçéØ$ûüõJ=`ÞHëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛSr�å îuï%Ü2öÑçéØP= D

+̇ E í

S +R◦S = S +RS = S +̇RS.¤ �>�`��03
�,8�@���)�5]	` Ë@ �� ô£ä�é�ê
H

o�&Só?õ�ô£ä¬ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)ï�è­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ5ô�ß�ô£ä�é�ê
(R, S) ∈ DH xê� á3Ú�éSõ?Û3ââ+Ý�$jÛ

S +R◦S ñ
ä�â+å�)�&�â+å î_î?à3Ü¤ä¨v+æ�î3ß�è%$´ô»ó@î%$Yè?àGÛGæçß�ès$ î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü¤ä�$=p»Û¬ñ
ä')@î�ó@î%$�à3ß�ô'&�é+ô£ä
S +̇RS = Fq (R)∗SFq (R).

�²þ±Ôãâ2á8¡
� âSõ3éSõ3ä')@á3æçßAîtv?é+ô

S +̇RS
ñ
ä�â+åRî�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü�ä�$²ßAî3Ü�$jÛGæçß�è%$´ô

Sp
(
S +̇RS

)
⊂ Γq xy=�	��z��|{ ¦ÕÜ2öHùüõ ú�î�Ü2õ�å7Ü2úßÞ�Ùéç�tu=`Þnå�õ�åFÜG� î�Ø�þ±ÔÖÓo���

S + R◦S ùüØuûüó�ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛôØ�=,æ-�uûüóDëlîP� Øuì $ï±çéë�å7ÜíïÑÞ@= �
D0

î Ü å»çéØuÛDÜGûôç¢�aågùüØ�æÕë°� îuçéØP� î�çêï çéØ
¡ßÔ ø@çêØuóôÛôõJ� ï±ëLùüØ�ûüó óDÜ2öÑú�Ø�åýÞ�ö�Ü2î Ü{¨G�¬ú�ØSùüØuûüó�ëÕï
�±ë-=`Þ�ö�Ü2Ùéï�ÞNíHçéû=óDë2óôï çéØ{�¬åýÞ�û=ó Ü2ÛüÝ�îuÞ�åýÞ�ö�Ü2î Ü{¨G�FúuØ�ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛ ûôÚ Ûüî��uú�ëÕï�ÞÌ� ë

S + R◦S ùüØ�ûüó�æ-�uûüóôëîP� Øuì ï çéë�åFÜ2ï�ÞÕÔ�}$ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ
(S + R◦S)∗ ⊃ S∗ + S∗◦R∗ �.Ü D0

î Ü å»çéØuÛDÜ�ûôç¢�`å¹� î�çêØ�� îuçéï çêØSóôØ�æÕëë2ûüó Ü�óDï çêØ�æÕë$ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛDÜ±Ô±Q4Ù®Ü	�±ëÇå ë@� õLÛüØ�ûüîuó Þ ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü$õ úuÞ ùüØP=`ÞY=�ØuóDë@� Ûôë2îuå»çéï±ç��uó Þ�Ý�U å�Ú ÛDÜ2ÝßÞ
�÷á±Ó�  Ô

ø@Ü�Ú�ë�Ýuî
WíóôØ�ö�åýÞ�ö�Ü2ú�ØP=`Þ-��ú�Ø
S +̇RS ⊂ Fq (R)∗SFq (R)

Ô ø@çéØuÝ�U
Hk = H

(
Ph(R) = e

2πik
N I
)

�£Ú%ÜíóôÛôîwÚ(ë@� ÛüëÕî�� îuç®Ü@F0â�Ô âG¡ßÔ»}BÝ�îßÞ�å»ç¢tôÝuçéØ�=aÜ{=`Þ

H =
N−1⊕

k=1

Hk.
�²þ±Ô â�ð�¡

³��±Ûôõ æÕçêØ�æÕëLÛSr�å»ï%Ü2ï±ç®Ü��²þ±ÔÖÓ?#8¡7åýÞ�ï±çéö�Ü<�>úuØ |S| î Ü2Ý�U±ëÇå»õÇùüØ ÛôëÕîuö�F ÜG�Ì�²þ±Ô â�ð�¡ßÔ © ëÕúuØ�=`Þ�î ÜíóôØ�=�Ûôë2î $åFÜ2ú�ÜG¨wöíÜíú��±Þ ûüö�F ÜG� ï çêö�Ú ÛüëÕûüó ÞHë@�J� îuçéØuÙéï çêØ2Ô
³.Ü2õ�åFÜ2ú�=SÞ-�9ú�ØwÚ ÛüîuÞ ùu= õ�ùSW2Ý ~ = Imρ−1 =LÜG=`Þ

|R|( |S|,
æG� î�çêØLû=Þ�=`è(ëÕÙêØ�=�D ( E ëÕî�ï Ü2Ý�îßÞ�Ùêç�tu=`ÞÌÜ¤ä+æúÛ@é`ñ³& ï Û3à3ÜSõ3ä+Ú�â�à3ô£ä')@î/�²Ú%ÜíóôÛôî(�ñá2á{ h¡ÃÔ¥��ë@� ëÕè ï çêØ��±Ù®Ü(�±ë $å ëÕÙêï Ø�æÕë

τ ∈]0, 1[
î�Ü2Ý�U ë@� î�ç

|R|( |S|τ Ú ÛüîuÞ ~ = τ Imρ−1.
�²þ±Ô â2ÿ-¡

ø@ÜY=Lë�ÝuÞLó å»çéØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�á±ÔÖÓ�� â-¡Fîj�÷á-\{ �� ï%Ü�öíÜíú�� Ø ù»îwÚ(ë@� Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï ç
Hk

=LÜG=`Þ
fk

(
ei Imρ

−1 |R|
)
|S| ⊂ |S|fk(|R|),
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Ý�ë åÙt=å»çéØßóDÙéØ$ÙêØ�=LÜíóDõ�ÿ�Ô â-� ëÕîuï%Ü2Ýuî Ü<�%úuØ

(
1 + q−1e

2πi
N |R|1+ 2πiRe ρ

N

)
Fq
(
q−1e

2πi
N |R|1+ 2πiRe ρ

N

)
|S| ⊂ |S|Fq

(
q−1e

2πi
N |R|1+ 2πiReρ

N

)
.

ª ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2ÝwîwÛôØuÙ®Ü2Ý ùüçÉ� þ±ÔãâG\8¡Fç>è çéëÕÛSW2Ý$ûôõ<=��wÚ ÛüëÕûüó¤W�Ú�ë
k
ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

(1 + q−1R)Fq (q−1R)|S| ⊂ |S|Fq(R)

Ý�ëÍ=�ëÕú�ï%Ü Ú Ûüî�ØuÚ çéûôÜG¨FùôÜ2ö2ë
|S|+ q−1R◦|S| ⊂ Fq (q−1R)∗|S|Fq (R).

� þ�Ô â2þ-¡
%nÛüØ�ûüî�Ý�çêØ®=Lï±ëÕú
W2ÝHë2è çéØ�û=óDÛüëÕï�ÞÏ� þ±Ôãâ2þ8¡àîHÙéØuå ØIù Ú Ûüî�Ø�î

Phase S
��åýÞ�öíëÕÛôîßÞ�ûüóDõÇùSW2Ý
ÛüØ�Ù®ÜíÝIùüØb�²þ±Ôãá-¡Sçè çéë2Û¤W2Ý	�±ë-=LöÑï ç¢��ÝuçéØ$ëÕè õ û=óDÛôë2ï(� ë2ûüó Üíï çéØP=`Þ

S +̇RS ⊂ Fq (R)∗SFq(R).

C4è�Þ õJ�±ëÇå ë@� ï ç�¨ýçêï öÑÙéõ î ùu� åÆ� Ûôõ±æ8WBûüóôÛôëÕïJ�{�ÕåýÞ�ûüó ÜíÛôÝ�îßÞ åýÞ�ö�Ü2î ÜG¨{�Ñú�Ø
D(S+R◦S)

ùüØ�û=ó�çéû=óDë2óôï�W
� î�çêØ�� îuçéï�W|� Ù®Ü Fq (R)∗SFq (R)

ÔÇ% ó Þ@= Ý�Ø�Ùêõ�õ úßÞ�ùüØP=`Þ�æ2Ûôõ Ú�Þ�ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å�ÛüØ�æÕõ ÙéÜ2ÛüÞ�îuõ�ùSW2ÝuÞ�Ý�Uå»Ú Ûôë�åFÜG� îuëÕï ØIùýåFØ$å»ï çêëÕûôöÑõ�þ±ÔêÓ þ±Ô
HCØP=aÜ�ó�ÿ�Ô âíþ<�íÛüØ�ÙéÜ2ÝIùôÜ�� þ�Ô âÕÿG¡>çÕó å»çéØ�Ûu� î�Øuï çéØ á±ÔÖÓ	�²á8¡.î¬Ú ÛDÜ2ÝßÞj�ñá�ÓP @=�r�å»ç�W7ï%ÜG=¥�íúuØ�� ÙéÜ~� ë�åFëÕÙêï Ø�æ2ë

τ ∈]0, 1[

fk

(
eiτ Imρ−1|R|

)
|S|τ = |S|τfk(|R|)

� þ�Ô â-�G¡
ï%Ü

Hk
Ô�ø*çéØuÝ�U

x ∈ D(Fq (R)∗SFq (R)) = D(|S|Fq (R))
ÔëQ@Ù®Ü

k ∈ {0, 1, . . . , N − 1} ï çêØ�Ý�U
xk = χ

(
PhR = e

2πik
N I
)
x
Ôj}$ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØj�±Ù®Ü®� ë�åFë2Ùéï ØuæÕë

τ ∈]0, 1[
=LÜG=`Þ Fq (R)x ∈ D(|S|τ) Ôø@çêØuóDÛüõJ� ï ëBóDÜ2öÑú�ØR� ë�å»çéØPtS¨{��úuØ Fq(R)xk ∈ D(|S|τ) � Ù®ÜBå»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�U τ ∈]0, 1[

ç
k ∈ {0, 1, . . . , N−

1} ÔOC@ÙéØ$ï%Ü Hk
=aÜG=SÞ Fq (R)y = fk(|R|)y

ÔÉ}Bî�ï Ü2Ý�î�Ü�óôëJ� ú�Ø
fk(|R|)xk ∈ D(|S|τ), � þ±ÔãâG!8¡

Ú ÛôîßÞ
k
ç
τ
ó Ü2öÑçêÝ�U ùôÜ2ö�åýÞ�ú�ØIùuÔ

³Æ�²þ±Ô â{!8¡FçÉ� þ�Ô â-�G¡ åýÞ�ï±çéö�Ü
xk ∈ D

(
fk

(
eiτ Imρ−1 |R|

)
|S|τ

)
,

ÜY� î�ç¢��öÑç»� þ±Ôãâ�Óo¡��±ëÕûüóDÜÇùüØ�=`Þ
Rτxk ∈ D

(
fk

(
eiτ Imρ−1|R|τ−1

)
|S|
)
.

� þ±ÔãâG#8¡
��ÛôîuÞ�õ±ûüó ÜíÙéëÕï�Þ@=

τ ∈]0, 1[
;£õ ï±ö2ÝIùôÜ R+ 3 r 7→

∣∣∣fk
(
eiτ Imρ−1

rτ
−1
)∣∣∣ ùüØuûüóLë��J�±î�çéØuÙéëÕï ÜGë��

0
ç

î Ü2Ý�U±ëÇå»õÇùüØ`ûôç¢�`ÜíûüÞ@=LÚ�óDë2ó Þ�Ý�îuï çéØýùôÜ2ö
r
�²Ú ÜíóDÛüîSÙêØ�=LÜíó Þ�ÿ�ÔãâG!Lç0ÿ�Ô â2þ-¡ßÔR³.ÜíóôØ�=�î>� þ±ÔãâG#8¡7åýÞ�ï çéö�Ü<�9úuØ

|S|Rτxk ∈ D(R)
ÔOZ�Ü�ëÕûüóDÜíóDï çéÜ Ú(ë@� Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�ØP��ùüØ�û=ó*ï çéØuî�=�çéØ�ï±ï çéÝuî Ü:� ÙéÜ

Phase S
�%Ü å»ç��uÝ

SRτxk ∈ D(R).
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ÿ-�
T çéëÕÛSW2ÝBûôõ<=��wÚ ÛüëÕûüó¤W�Ú�ë

k
ëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ
Rτx ∈ D(S), SRτx ∈ D(R)

�±Ù®ÜY� ë�åFë2Ùéï ØuæÕë
τ ∈]0, 1[

Ô»}Bîuï%Ü2Ý�î�Ü�óôëJ� ú�Ø
Rτx ∈ D(S +R◦S).

� þ±Ôñá-\8¡
�0ëÕï%ÜG��óDëj=aÜG=SÞ

Fq (R)∗SFq (R)Rτx = Fq
(

(PhR) |R|1+ 2πiRe ρ
N

)∗
SFq

(
(PhR) |R|1+ 2πiRe ρ

N

)
Rτx

= RτFq
(

(PhR) |R|τ−1(1+ 2πiRe ρ
N )

)∗
(Ph S) |S|τ(1+ 2πiRe ρ

N )

×Fq
(

(PhR) |R|τ−1(1+ 2πiRe ρ
N )

)
x.

% Ú(ë@F`W2Ýuî�Ø�ï±çéõ î�=Lë�Ý�ï�W ÝuçXWÑæ�F ëGtôÝ�ç�W æÕÛôõ±ÚÑÞ
(Rt)t∈R+

�%ÜÇùüØ$óôë�ï Ü2ûüóS��Ú õ�ùSWíÝ�Øàî�è çêØ�ú�ï±ë-tôÝuç£í
Rτx −−→

τ↗1
x,

Fq (R)∗SFq (R)Rτx −−→
τ↗1

Fq (R)∗SFq (R)x.

Z0Ø�ÛôÜ2î î(� þ±Ôñá-\8¡ýå»ï çéë2ûôöÑõ�ùüØ�=SÞ-�Cú�Ø
D(S + R◦S)

ùüØuûüówçêûüóDëíóDï�W_� îuçéØP� î�çêï�W_� Ù®Ü Fq (R)∗SFq (R)
�"Ý�ëÝ�U±Ý�çéØuÙéç¢tS=`ÞaõJ� ë�åFë@� ï ç¢¨2Ô ~ {���{wy�{

¤ �>�`��03
�,8�@���)�5]	` Ë�ª�� ô£ä�é�ê
H
o�&Só?õ�ô£ä�ãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)ïâè­ôhæéo+ä+Ü+å£Û>ôOß�ô£ä�é�ê

(R, S) ∈ DH x�� á3Ú�éSõ?Û3âË­` Ý ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü S +R
ñ
ä�â+å�)�&�â+å�î_î?à3Ü¤ä¨v+æ�î3ß�è�ôOó@î%$YèoàGÛGæçß�è x � Û?$Yè

S +̇R = Fq (RS−1)∗SFq (RS−1),
�²þ±Ôãá�Óo¡

î3ÜSÛ?õ
S +̇R = Fq (R−1S)RFq(R−1S)∗.

�²þ±ÔãáÕâ-¡
� âSõ3éSõ3ä')@á3æçßAîtv?é+ô

S +̇R
ñ
ä�â+åÊî�ã�ä+ÜSÛGå�î3Ü¤ä�$´ßAî3ÜÆ$jÛGæçß�ès$²ô

Sp
(
S +̇R

)
⊂ Γq x

�	` � Ý�ß<à8é`ñPÛ Fq $jÛjÚ�ò�Û3â+ßAîtvt§�ä�à?â�ã�î3ßAä+ßAé`ñPÛGæçßNïOÔ
Fq (S +̇R) = Fq (R)Fq (S).

�²þ±ÔñáÕá8¡
y=�	��z��|{ � 
eË.` ø@Ü¥=�ë�ÝuÞ
ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�þ±ÔÖÓ ð Ú%Ü2ÛDÜ

(S−1, R) ∈ DH
�0Ü�å»ç��uÝ5�£ï%Ü Ú(ë@� ûüóDÜ å»çéØóôØ�æÕë�ûDÜ{=LØuæÕë�ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü8¡_� ë

DH
ï Ü2ÙéØuú
W�ÛSr�å»ï çéØuú Ú Ü2ÛüÞ

(R−1, S−1)
�

(S,R−1)
�

(S,R−1S)
�

((R−1S)−1, S) = (S−1R, S)
ç9å»ÛôØ�ûüî�ÝuçéØ

(q2S−1R, S) = (RS−1, S)
Ô © ë2ú�Ø�=SÞaóDØuÛDÜ2î@î Ü2û=óDëÕûüë�å7ÜG¨ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï çéØàþ±ÔÖÓ?!Y� ë óDØ ù»Ú%Ü2Û=ÞHç.ë2óôÛôîßÞ�=LÜG=`Þ°� þ±Ôñá±Óo¡ÃÔ

Q4ÙéÜY� ë�åFë@� õ¼�²þ±Ôñá�â-¡ ëÕè±ûôØ�Û=å»õ�ùüØ�=SÞ-�9ú�Ø�� îuç���öÑç.ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±çéõ
ÿ�ÔêÓ þÍ=LÜG=`Þ
Fq (γ) = Cqα(q−1γ)Fq (q2γ−1)



ÿG! þ åvl.�@Õ�n� �lbÔ ��: Ó�i@ÕpncÖ� e
�l
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq
Ô�³.ÜíóDØP=
Fq (RS−1) = Cqα(q−1RS−1)Fq (q2SR−1)∗.

� þ±Ôñá2ð�¡
Ú(ë2ï%ÜG�±óôë�Ú Ü2ÛDÜ

(q−1RS−1, S)
ï%ÜíÙéØ�úßÞ®� ë

DH
� å»ç¢��Ýwï%ÜY=Lë�ÝuÞaÚ õ ï ö�óôõ �	` ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜLþ�ÔêÓ�á

α(q−1RS−1)∗Sα(q−1RS−1) = R.
� þ�Ôãá�ÿG¡

%nû=ó Ü å»ç®ÜÇùSWíÝ>�²þ±Ôñá2ð�¡�� ë5� þ�Ôãá±Ó?¡ ç"õ úuÞÑåFÜÇùSW2Ý>� þ±Ôñá�ÿ-¡FëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ/� þ±Ôñá�â-¡ÃÔ
� 
¼�	` }$îuï%Ü2Ýuî�=`Þ

T = R−1S
Ô�ä@úßÞ�åFÜÇùSW2Ý@öÑçéÙéöÑõ öÑÛüë2óDï çêØýó å»çéØ�Ûu� î�Øuï ç®Üàþ±ÔÖÓ ðYF£Üíó å ëSûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨{�ú�ØFùüØ�tüÙéç

(R, S) ∈ DH
�±óôë

(R, T ), (S, T ) ∈ DH
Ô

QBÜ2ÙéØ ùP�@û=óDëÕûüõ�ùSW2ÝGóôÛDÜ2ï û[;£ëÕÛS=LÜ2Ý ùu�
m 7→ Fq (R−1S)mFq (R−1S)∗

� ë�Ú%Ü2Û=Þ
(R, T )

ë2óôÛôîuÞ@= õ $ùüØ�=`Þ
(S +̇R, T ) ∈ DH

�$ï ÜÎ=�ë�ÝßÞ�� þ±Ôñá�â-¡ÃÔ²�0ëÕï ë�å»ï Ø õ úuÞ�Ý�çêØ ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü�þ±ÔêÓ�ðÆ�%Ü�ùüØ óôØ�ÛDÜíî
((S +̇R)T, T ) ∈ DH

Ô�% ûüóDÜ�å»çéÜÇùSW2Ý óS� ëÕûüóDÜíóDï ç�WaÚ%Ü2Ûu� åö=�çéØ ùüûôÝuØ
(R, S)

åFØ å»î�ë2Ûôî�Ø¥�²þ±Ôñá±Óo¡¬� ë $ûüóDÜ2ï çéØP=`Þ
Fq (S +̇R)∗TFq (S +̇R) = T +̇ (S +̇R)T,

� þ�ÔãáÕþ-¡
ï%Üíóôë-=LçéÜ2ûüó�� î�ç¢��öÑç.óDØP= õ��%úuØ

(R, T ), (S, T ) ∈ DH
�9Ü

S
ùüØuûüós=�ë�Ýuï ë�Ú ÛôîuØ�=�çéØ�ï±ïÑÞ�î

RT
�<=aÜG=SÞ

Fq (S)∗Fq (R)∗TFq (R)Fq (S) = Fq (S)∗
(
T +̇RT

)
Fq (S)

= Fq (S)∗TFq (S) +̇RT = (T +̇ST ) +̇RT.

� þ±Ôñá8�-¡
³.Ü2õ�å7Ü2úP=`ÞHó Üíö�úuØG�%úuØ

T
ùüØuûüós=�ë�Ýuï ë�Ú ÛôîuØ�=�çéØ�ï±ïÑÞ î

RS−1 = q2T−1 �%ë2ÛDÜ2îwú�Ø (RS−1, ST ) ∈
DH

� ùôÜíö2ëJ�(ú�Ø
(S, T ) ∈ DH

ç¢=LÚ ÙêçéöÑõ�ùüØ{�%ú�Ø
(ST, T ) ∈ DH

�>Üaûüó¤WG�
(RS−1, ST ) = (T−1, ST ) ∈

DH
¡ßÔ»³.Ü�óDØ�=¥� ï%ÜY=�ë�ÝßÞb�²þ±Ôãá�Óo¡Fç»� þ±Ôãâ2á8¡Þ�

(S +̇R)T = Fq (RS−1)∗SFq (RS−1)T

= Fq (RS−1)∗STFq (RS−1)

= ST +RS−1◦ST = ST +̇RT.

� þ±Ôñá-!8¡

% tüå»çêØuóDÙêØ7ÛSr�å»ï%Üíï ç®ÜY�²þ±Ôñá-!8¡+�íÚ ÛDÜ åFÜBûüóôÛôëÕï%ÜÍ�²þ±ÔñáÕþ8¡�ùüØ�ûüó©ÛSr�å»ï%Ü
T +̇ (ST +̇RT )

Ô§��ë2ï%ÜG�±óôëBëÕÚ�Ø�ÛDÜ $óDëÕÛ=Þ Ú�ë`Ú ÛôÜ�åýÞ�Ý�UHû=óDÛôë2ï%Ü2Ý�U°�²þ±ÔñáÕþ8¡©ç±� þ±Ôñá8�-¡©Ú�ëÕöÑÛüÞÑå7Ü�ùSW`ûôç¢�@ï%ÜwÚ�ë�� Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç
D(T )∩D(ST )∩

D(RT )
Ô�% Þ�ö�Ü2úuØ�=`ÞG�9ú�Ø

D(T ) ∩D(ST ) ∩D(RT )
ùüØ�û=ó*çéûüóôë2óDïJW:� î�çêØ�� îuçéï�WY� ÙéÜ

T +̇ (S +̇R)T.
� þ�Ôãá-#-¡

³(�²þ±Ôñá-#8¡>åýÞ�ï çéö�Ü<��ú�Ø
T +̇ (S +̇R)T ⊂ (T +̇ST ) +̇RT

�2Ü�ùôÜ2öíë@úuØ ëÕè Ü»óôØ ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛüÞ$ûSW*ï ë2ÛS=LÜ2Ùéï Øå»ç�� îuç�=`ÞG�±úuØ
T +̇ (S +̇R)T = (T +̇ST ) +̇RT

Ô§% óDÜ2öÑç�=pÛDÜ2îuçéØG��î�Ø$å»î�ë2ÛSr�å �²þ±Ôãá2þ8¡ ëÕÛôÜ2îÍ� þ�Ôãá8�G¡åýÞ�ï çéö�Ü<�(ú�Ø ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2Û Fq (R)Fq (S)Fq (S +̇R)∗
ùüØ�û=ó$Ú Ûüî�Ø�=�çéØuï ï�Þ
î

T
�(ÜaÝuëHî ÜLó Þ@=/ç�� îuçéØ»ùüØuûüó$ë2ïÛSr�å»ï çêØ�ú$Ú Ûüî�Ø�=�çéØuï ï�Þ î |T |it � ÙéÜ`å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U t ∈ R í

Fq (R)Fq (S)Fq(S +̇R)∗ = |T |itFq (R)Fq (S)Fq(S +̇R)∗|T |−it.
³b�±Ûôõ æÕçêØIùFûüóôÛôëÕï�ÞG��ûüö2ëÕÛüë

(R, T )
�
(S, T )

ëÕÛôÜ2î
((S +̇R), T )

ï%ÜíÙéØ�ú�WY� ë
DH

�<=aÜG=SÞb�²Ú ÜíóDÛüîj� þ±Ôñá8¡S¡
|T |itR|T |−it = qitR,

|T |itS|T |−it = qitS,

|T |it(S +̇R)|T |−it = qit(S +̇R).
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% ö2ëÕï±ûôØ�ö�å Ø�ï Ý ùüç

Fq (R)Fq (S)Fq (S +̇R)∗ = Fq (qitR)Fq (qitS)Fq (qit(S +̇R))∗
�²þ±Ôñð-\8¡

�±Ù®Ülå»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U
t ∈ R ÔëZ0Ø�ÛôÜ2î�æ-�±Þ

t → Im (ρ)∞ � Ú ÛDÜ åFÜ ûüóôÛôëÕï Ünþ±Ô÷ð8\b��W2úuÞÌ=�ë�Ý�ï ë/� ë
I
�ï ÜíóDë-=�ç®ÜíûüóýÙêØuåFÜ�û=óDÛüëÕï%Ü�ï çéØ$î�Ü2ÙéØuúuÞHë@�

t
Ô\ò�ó�WG� å»ï çêëÕûôöÑõ�ùüØP=`Þ-�%úuØ½=LÜ:=LçêØIùüûüÝ�ØBå	F£Üíûôï ë-tu¨_�²þ±ÔñáÕá8¡ßÔ

% ÛSr@¨�=`Þ_� ë(� þ±Ôñá-#8¡ÃÔ¬ø4Ü Ú(ë�Ý�î�WíóDØuöaåýÞ�ö�Ü2ú�ØP=`Þ-�9ú�Ø
D(T 2) ∩D((S +̇R)T )

ùüØ�û=ó*çéûüóôë2óDïJWÍ�±î�çéØP� î�çêï�WY� Ù®Ü
T +̇ (S +̇R)T.

�²þ±Ô÷ð Óo¡
³.ÜíõÑåFÜ2úP=`Þ-��ú�Ø |T |( |S +̇R| ùüØ�tôÙêçCÚ ÛôîßÞ�ùu=�çéØP=`Þ ~ = −Imρ−1 Ô~Z�ØuÛDÜ2î�� Ù®Ü τ > 0

î�� Øßì%ï çéõÇùu=`Þ
;£õ±ï ö2Ý ùu�

fτ : Ω+
−Imρ−1 → C å»î�ë2ÛôØ�=

fτ (z) =

{
e−τ(log z)2 � Ù®Ü

z 6= 0,
0

� Ù®Ü
z = 0.; Üíó å ëHûôÚ±ÛDÜ åR� î Ü{=`Þ-�.úuØ

fτ
ùüØ�û=ó$Ý�ç�W�æ�FhW�ç�ëÕæÕÛôÜ2ï çéÝuî�ëÕïJWj;£õ ï öíÝIùSW�ï%Ü

Ω+
−Imρ−1

�AU ë2Ùéë-=�ëÕÛüì Ý�î�ïJWLï%Ü
Ω+
−Imρ−1

ÔÆ��ë2ï%ÜG�±óôë Ú ÛüîuÞ
τ → 0

;£õ ï±ö2ÝIùüØ
fτ

î�è çêØ�æ�Ü�ùSW ï±çéØ�=LÜ2Ù0ùüØP� ï ëÕû=ó ÜÇùüï±çéØ ï%Ü
Ω+
−Im ρ−1

� ë
;£õ±ï ö2Ý ùüç0û=ó Ü@F®ØIùP� Ûur�å»ï ØIù

1
Ô¬ø4ÜY=�ë�ÝßÞaó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜLá�ÔêÓ�� âG¡FîàÚ±ÛDÜ2ÝßÞb�ñáG\{ p=LÜG=`Þ
fτ (e

−i Imρ−1 |T |)|S +̇R| ⊂ |S +̇R|fτ (|T |),Ü î�ÜíóDØP=
fτ (e

−i Imρ−1 |T |)|S +̇R|T ⊂ |S +̇R|Tfτ(|T |).�0ë Ú(ë-=�ï ëÕúuØ�ï çêõGëÕè õlû=óDÛüëÕïGóDØ ù$ÛüØ�Ù®ÜíÝIùüç0î ÙéØuå ØIù4Ú Ûüî�Øuî
Phase (S +̇R)

ç�ûüö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜ2ï çéõ î��²þ±Ôãá-¡:�²îÚ Ü2Û¤W
(S +̇R, T )

åÙ=�çéØIùüûüÝ�Ø
(R, S)

¡Þ� ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ
fτ (q

−1|T |)(S +̇R)T ⊂ (S +̇R)Tfτ (|T |).
% ûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë-tüÝ�ç±� Ù®Üaö�Ü2úP� Ø�æ2ë

x ∈ D((S +̇R)T )
�(î Ü2Ý�U±ë�� îuç

fτ (|T |)x ∈ D((S +̇R)T )
Ô	QBÜ2ÙêØIùP�Ú�ëÕï çêØuåFÜ2ú~;£õ ï öíÝIùôÜ

z 7→ |z|2fτ (|z|)
ùüØ�ûüó ëÕæÕÛôÜ2ï çêÝ�î�ë2ï%Ü<�Õå Ø�ö�óDëÕÛ

x ∈ D(T 2)
Ô�Z�ØuÛDÜ2î*î�Ø»å»î�æÕÙ¢��� õ�ï%Üå»ûüÚ(ëG=Lï çéÜ2ï�W�ï çéØP=aÜíÙ�ùüØ�� ï±ëÕûüóDÜÇùüï�WLîuè çéØuú�ï ëGtS¨`Ûüë��±î�çéï�Þ®;£õ ï±ö2ÝIùüç

(fτ )τ>0
�1=aÜ{=`Þ

fτ (|T |)x −−→
τ→0

xå óDëÕÚ�ëÕÙêëÕæÕçéç9åýÞ�öÑÛôØ�ûüõ
T +̇ (S +̇R)T

ÔO� ûüóôë2óDï±çéØGí
(
T +̇ (S +̇R)T

)
fτ (|T |)x = Tfτ (|T |)x+ (S +̇R)Tfτ (|T |)x

= fτ (|T |)Tx+ fτ (q
−1|T |)(S +̇R)Tx

ç�Ú ÛDÜ åFÜ$ûüóDÛüëÕï%ÜBîuè çéØuæ�Ü	� ë
Tx+(S +̇R)Tx =

(
T +̇ (S +̇R)T

)
x
Ô§Z¬Þ�=°ûDÜG=`Þ@= õJ� ë�å ë�� ï±çéÙéç¢tS=`Þ

�²þ±Ô÷ð Óo¡ßÔò�öíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü{=`ÞGóDØuÛDÜ2î`î`å»ï çéë2ûôöÑõ þ±ÔêÓ þ>� Ù®ÜLÚ%Ü2ÛüÞ
(RS−1, ST )

�>ö�ó¤r2ÛDÜwùôÜ2ö ùüõ ú`å Ý�îuØ�tüï çéØ ùàÜ2ÛüæÕõ $=�Ø�ï�óôëÇåFÜ2Ùêç�tS=SÞ-� ï%ÜíÙéØ�úßÞ®� ë
DH

ÔÉ� ûüóôï çéØ ùüØwî ÜíóôØ�= ùüØP� ï ëÕÚ%ÜíÛDÜG=�ØuóôÛôë�å7Ü�æÕÛüõ Ú%Ü ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå õ ï çÖó Ü2Û $ï�Þ�Ý�U
(Rt)t∈R+

ï%Ü
H

óDÜ2ö�Ü<� úuØ
Rt|RS−1|R∗t = |RS−1|t,
R∗t |ST |Rt = |ST |t

�²þ±Ôñð�â-¡



þ-\ þ åvl.�@Õ�n� �lbÔ ��: Ó�i@ÕpncÖ� e
�l
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t ∈ R+
Ô�% Ø�µ�=SÞ

x ∈ D(ST +̇RT ) = D(ST +RS−1◦ST )
Ô�Z�Ü2öHûDÜ{=LëBùôÜ2öaå

� ë�åFë@� îuçéØ4ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü þ±ÔÖÓ?!<��=LëÕúuï%Ü`Ú�ëÕö�Ü2î Ü{¨G� úuØ Rtx ∈ D(ST )∩D(RT )
ë2ÛDÜ2î Rtx

î�è çêØ�æ�Ü:�±ë
x
å óDëÕÚ�ëÕÙêëÕæÕçéç9åýÞ�öÑÛôØ�ûüõGëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛôÜ

ST +̇RT
� æ-�±Þ

t→ 1
Ô

³ ÛüØ�Ù®ÜíÝIùüç
RS−1 = q2T−1 ç"Ú çêØ�Û=å»ûôî�ØuæÕë�îàÛur�å»ï%ÜG��� þ±Ô÷ðÑâ-¡ å»ç¢� î�ç¢=`Þ-��ú�Ø

R∗t |T |Rt = |T |t−1 � þ±Ô÷ð�á8¡
� Ù®Ü�å»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U

t ∈ R+
Ô½³.Ü@FhrÕúP=`Þ óDØuÛDÜ2î{�.ú�Ø 1

2
≤ t < 1

�(ëÕÛDÜ2î`ú�Ø
x ∈ D(T 2)

ÔSò�ö2ë2Ûôë
t−1 ≤ 2

�
=aÜ{=`Þ

x ∈ D(|T |t−1
)
� Ü î�ÜíóDØP=(��ï%Ü�=�ë�ÝßÞ��²þ±Ô÷ð�á8¡+� Rtx ∈ D(T )

ÔÉ¦2Ø�tüÙéç>Ú±Ûôî�ØuÚ çéûüî�ØP=`Þb�²þ±ÔñðÕá8¡>ùôÜíö2ë
|T |Rtx = Rt|T |t

−1

x,

î�ëÕè Ü2Ý�îßÞ�=SÞ-�%ú�Ø Rtx −−→
t↗1

x
å óDëÕÚ�ëÕÙêëÕæÕçéç9åýÞ�öÑÛôØ�ûüõ

T
Ô

% Þ�ö�Ü2î ÜíÙéç�tu=`Þ-� ú�Ø ùüØ�tôÙêç
x ∈ D(T 2) ∩ D((S +̇R)T )

�FóôënÚ ÛüîuÞ 1
2
≤ t < 1

=aÜ{=`Þ Rtx ∈
D(T )∩D(ST )∩D(RT )

ë2ÛDÜ2î Rtx −−→
t↗1

x
å�óôëÕÚ(ë2ÙéëÕæÕçéÜ2Ý�U åýÞ�ö�ÛüØ�ûurÇå

T
ç
ST +̇RT

Ô¬ò�ó�W{� Rtxî�è çêØ�æ�Ü®� ë
x
å�óDëÕÚ�ëÕÙéë2æÕçéçCåýÞ�ö�ÛüØ�ûüõ

T +̇ (ST +̇RT ) = T +̇ (S +̇R)T
Ô>}$îuï%Ü2Ýuî ÜHóDëJ�0ú�Ø(� þ�Ôãá-#-¡åýÞ�ï çéö�Ü îwõJ� ë�åFë@� ï çêëÕï ØuæÕë4ùüõ ú�� þ±Ô÷ð Óo¡ÃÔ ~ {w��{�y�{

ä>�*� + ��x ü ýý�Hs � �Hs � �®Å7s � ��ÅFs��Y�
D

% ï±çéï çêØIùüûôîßÞ@=�Ú�ë�� ÛüëÕî��±î�ç®ÜíÙéØ`î�ÜÇùu=�çéØ�=SÞ�ûüç�� è%Ü{�%Ü2ï çêØ�=�ë2Ú çéûôÜ2ï�Þ�Ý�Ulå°Ú(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü@F Ü2Ý�U þ±Ôãâaç�þ±Ôñá
� î�çêØ�� îuçéï�ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛôë�åýÞ�Ý�UHç(îßå»çXW2îuöÑõ®=Lç¢��� îßÞLï±ç�=�ç Ô±�¬çêØ�Û=å»ûôîuÞLåýÞ�ï çéöj� ë2ó Þ�Ý�î�W2ÝuÞLó Þ�Ý�U�î�Ü2æ�ÜG�±ï çéØP�î Ü åFÜ2Ûüó ÞýùüØ�û=ó�å�ûüó å»çêØ�Ûu� î�Øuï çéõ�þ±ÔÖÓÕÓÕÔ�ø4ÜíûôîuÞ@= ëÕè�Ø�Ý�ï�Þ@=°ÝuØ�ÙêØ�=Áèc�P� î�çêØFõJ�±ëÇå ë@� ï çéØuï çéØ\ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜþ±ÔãâG!<� ö�ó¤r2ÛôØwÚ ÛôØuÝuÞ�î�õÇùüØ`ÛôØuÙ®Ü2Ý ùu�v=Lç¢��� îßÞ_� îuçéØP� î�çêï%ÜG=�ç.ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüëÇåýÞ@=�ç

D̃
ç
D
Ô»Z0å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü óDØuæÕëó Þ�Ú õ Ú�ë�ùôÜ å»ç)FéÞXûôç¢�GåZÙêçêóDØuÛDÜíóôõ ÛôîuØlÚ(ë�ÛôÜ2î Ú çéØuÛüå»ûôîßÞXåZÚ ÛôÜ2ÝuÞ¹�ñâÕÿ?  Ôº��ë2ï çéØßå7Ü2ú åýÞ�ï çéöÑçBóôØ ûSWï çéØßå»çéØuÙéö3W�ó Þ�Ùêö2ë¥=Lë@�±ÞÑì%ö�Ü2Ý ùSW�Ú Ûüî�ØP� ûüóDÜ�å»çêëÕï�Þ�Ý�U�å �ãâ2ÿ��©ò�Ø�Ýuó�Ô©âo ¬ç¬�ñâíð��©ò�ØuÝuó�Ô�á{ ��0î ÜG=�çéØuûôî�Ýuî�ëÕï±ØÚ(ë2ï çéúuØIù¬� ë�å ë��±ÞGèc�P��W�öJF£ÜG�cFéÞGï%ÜíÝ�çéûüö�ï Ü�ç�� ØuØ ÙéØ�ú�W2Ý�Ø`õ Ú�ë@� ûüóDÜ�åÁó Þ�Ý�U î Ü2æ�Ü{� ï çéØP���.ï çêØ`åR�%ÜÇùSWíÝûôç¢�$î�è�ÞÑó4æ�FX��è�ëÕö2ë å öÑå Ø�û=óDçêØàóôØ�Ý�U ï çêÝ�îuï Ø2Ô

Z0å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±çéØ�þ�Ôñð¥=�r�å»ç���úuØ>� ÙéÜ¥� ë�å ëÕÙéï±ØIùàÚ Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çÊ"*çéÙéè�Ø�Û=ó ÜHÚ%Ü2Û=Þ
(R, S) ∈ D̃H

ûüóDÜ2ï ë $å»çXW�Ü2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï�W�ÛüØ Ü2Ùêçéî�Ü2ÝIùu��ÛôØuÙ®Ü2Ý ùüç¬� þ±ÔÖÓo¡ßÔ¥³�ö2ëÕÙêØ�ç¬Ú õ ï ö�ó Ë­` ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü
þ�ÔêÓ?#¥=�r�å»ç���úuØwùüØ�tüÙéç
(R, S) ∈ DH

�¬óDëb=Lë2ú�Ø�=SÞ�õ±ó å ëÕÛôîßÞ@¨�ûüõJ=��
R + S

� ö�ó¤r2ÛDÜLùüØ�û=óLë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛôØP=�� ë-=SÞ�ö�Ü2Ùêï�Þ�=¥�\ÜùüØ�æÕë�� ë-=�öÑï ç��uÝ�çéØýùüØ�û=óBëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛüØ�=�ï ëÕÛu=aÜíÙéï�Þ@=�Ô­}BöíÜíî�õ�ùüØ ûüç��{�(úuØ`å	F£Ü2ûüï ë-tu¨ ó ÜLå×� õ±ú�ØIù­=�çéØuÛôî�ØÝ�U%Ü2ÛôÜ2ö�óDØ�Û=Þ�î�õ�ùüØàÚ%Ü2Û=Þ�î�� î�çêØ�� îuçéï�Þ�ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛôë�å ØIù
D
Ô�³.Ü2õ�åFÜ2ú�=SÞ-�%ú�Ø$Ú�ëÕï çêØuåFÜ2úwÚ%Ü2ÛôÜ

(R, S)
ùüØuûüóõ ï çÖó Ü2Ûüï çéØ¬ÛSr�å»ï ë�åFÜ2ú�ï ÜwÚ Ü2ÛôîuØ

(R, qRS)
�²Ú±õ ï ö�ó �	` û=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜBþ±ÔÖÓ�á8¡+�{=Lë2ú�Ø�=SÞSÛur�å»ï çéØ�� ëÕè Ûüî�Øî Ü Ú õ ï±öÑó@ë@� ï çéØuûôçêØ�ï çéÜ`Ú ÛôîßÞ ùSWG¨àóôØ�îP�wó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�þ±ÔÖÓ?!±Ô

_ ÎÞ���`�@03
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H
o�&Só?õ�ô£äRãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)ï�è­ôhæéo+ä+Ü+å£Û®ô�ß�ô£ä�é�ê

(R, S) ∈ D̃H xk� á3Ú�éSõ?Û3âÚOô)ó?$jÛ®î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü�á3Ú
R
ô
S
â�ïÍâ+ÝI$jÛ?$Yô»î3Üeo�ôhå»ßNÛGå)Ý�ÜuÛGæçßAä')@î�ó?õ�ô)Û3òzÛGß�ô)ÛA)GÜÞÝ?ãNè

Γq
ßNÛ C xy=�	��z���{ ³ ÛüØ�Ù®ÜíÝIùüçÉ�²þ±Ôãá-¡ åýÞ�ï±çéö�Ü<� úuØGí

(Phase S)R (Phase S)∗ = qR, |S|itR|S|−it = qitR,
(PhaseR)∗ S (PhaseR) = qS, |R|−itS|R|it = qitS.
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γ
ï%Ü2ÙéØuúuÞ¼�±ë å»ç¢�J=aÜlëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛDÜ

R
� óôë Ý�Ü@F£Ü ëÕÛüè çêóDÜ

Γqγ
î Ü å»çêØ�ÛDÜ ûôç¢�Hå

SpR
Ô­��ë@� ëÕè ï±çéØàÛôîuØ�Ý�î ûüç��½=aÜ�î ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛüØ�=

S
Ô­�0ëÕî�ë2ûüó Ü�ùüØ î Ü2õ�åFÜ2úuÞ@¨{�"ú�Ø`å»ç¢�J=aÜ�ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�åï±ëÕÛS=LÜ2Ùéï�Þ�Ý�U î Ü å»ûôîuØ�=LÜÇùSW ï çêØ�Ú õ û=óDØàÚ ÛôîuØ�Ýuç���ÝuçéØ$î C Ô ÿ ~ {���{wy�{
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o�&Só?õ�ô£ä~ãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)ï�è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û�ô»ß�ô£ä�é�ê
(R, S) ∈ D̃H x=ï Û3ò áeqe$YèVpq3äsã<ÛGÜuÛ

(R, S)
ñ
ä�â+åÊß�ô£ä�ãNÜuõ�è{ÚOô£äSó<æçßNÛ � ã<ÛGå)ÜuõÍÝ@Ú»Ût)8Û á?x î���� x�� á3Ú�éSõ?Û3â½ô�â+å)ß�ô£ä`ñPï�ß�ô£äSõ3ä+Ü¤î3Ú�ä½æçô£éSõto�èõ3ä�â�ã�î3æ�î3ßAä

λ1, λ2
å£Û3à3ô£ä¨p�q3ä

SpR = λ1Γq,

SpS = λ2Γq.y=�	��z��|{ ��Ûôë2è ÙéØP=pùüØ�ûüóSûüÞ@=�ØuóôÛüÞ�Ý�îuïÑÞ å»î�æ2Ù����±Ø�=�î Ü{=LçéÜ2ï�Þ
R

ç
S
�Cå»çéØ�ÝÍ=�ëÕú�ØP=`ÞlÚ Ûüë�å7ÜG�±î�ç�¨ÛüëÕî�õ<=Lë�åFÜ2ï çéØFÚ ÛôîßÞ î Ü�F ëÕúuØ�ï çêõ���ú�Ø7å»ç¢�J=Lë4ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

R
ùüØuûüó¬ûüõJ=>W {0} ç±å»ç��uÝ�ØIù�ï çêú0ùüØ��±ï ØIù©ëÕÛôè±çêó ÞÚ�ëÕû=ó Ü2Ýuç

zΓq
�Ñæ-� î�çêØ

z ∈ C\{0} Ô © ëÕúuØ�=`Þ�ÛüëÕî3F®ëÕúuÞ@¨
SpR

ï ÜàûüõJ=��
Γq
$ ï çêØ�î�=�çéØuï ï çêÝ�îuÞ�Ý�U�î�è±çéëÕÛurÇå

SpR = A1 ∪ {0} ∪ A2

Q@Ù®Ü
i = 1, 2

ï çêØ�Ý�U
χ(R ∈ Ai)

èN��� îuçéØBÛüî�õ±óôØ�=�ûüÚ(Øuö�óDÛDÜíÙéï�Þ@=
R

ï%Ü Ú�ë��±î�è ç¢rÕÛ
Ai

�²Ú%ÜíóôÛôîBÚ�ë@� ÛôëÕî $�±î�ç®Ü�F�â�Ô âG¡ßÔÉq»î�õ±ó Þ�óôØwû¤W�ë�ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çéØwÚ Ûüî�ØP=LçêØ�ï ï Ø$î
R
�9ÜíÙéØBó Üíö�úuØ

(Phase S)χ(R ∈ Ai) (PhaseS)∗ = χ((Phase S)R (Phase S)∗ ∈ Ai)
= χ(qR ∈ Ai) = χ(R ∈ q−1Ai) = χ(R ∈ Ai),

æG�±Þ�ú�Ú(ë@� îuè çéëÕÛ=Þ
Ai

ûSW
Γq
$ ï±çéØ�îP=LçêØ�ï ï±çéÝ�îuØ2Ô(Z�Ü2ö ûDÜ{=LëGÚ�ëÕö�Ü2îuõ�ùüØ�=`ÞG�©ú�Ø>� Ù®Ü5�±ëÇå ëÕÙêï Ø�æÕë

t ∈ R=LÜG=`Þ
|S|itχ(R ∈ Ai)|S|−it = χ(R ∈ Ai).q»î�õ�ó Þ�ûüÚ(Øuö�óDÛDÜíÙéï Ø

χ(R ∈ Ai)
ûSWLï çêØ�î�ØuÛôë�å Ø®� ùüØPtôÙêç0ë2è%ÜLè�Þ�F®Þ�è�Þ
Ûur�å»ï Ø

0
��óôëaëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ

R
è�Þ�F è�ÞÛur�å»ïÑÞ

0
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(R, S)
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R
ùôÜ2ö�ç"î

S
�²Ú�ëÕÛ�Ô��ÖÓ ð���×�U.ÔÂô­ X¡ßÔ ~ {���{�y�{

�0ëÕï çéØßå7Üíú4Ú�ë-=Lï±ëÕú�Øuï çéØýëÕè±õaëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å
R
ç
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S +RS
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SpS = Γq
Ô

ä*ûüóDÜ2Ù�=`Þ4Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ��Y"*çéÙêè(ØuÛüó Ü
H

çÕï±çéØ�Ú±ÛôîuÞÑå»çêØ�� Ùêï�W*Ú Ü2ÛS�
(R, S) ∈ D̃H

çÕÚ±ÛôîuÞ ùu=�ç ùu=`Þ4ëÕî�ï Ü2Ý�îuØ�ï çéÜ<í
Q0 = S +RS,

Q = Q0,

Q′ =
(
Q∗D(Q)

)∗
.

³.ÜíõÑåFÜ2úP=`Þ-�.úuØ:� Øßì%ï çéÝ ùôÜaëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛôÜ
Q′
=LÜaûôØuï û��.ó£ùuÔ

D(Q) ⊂ D(Q∗)
Ô	� û=óDë2óôï çéØ{í�ùüØ�tôÙêç

(R, S) ∈
DH

� óDë
Q

ùüØuûüó�ï ëÕÛu=aÜíÙéï�ÞØ� ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ�þ�ÔêÓ?!-¡`ç
D(Q) = D(Q∗)

ÔÆ¦2Ø�tôÙêç7î Ü{t�Ú Ü2ÛDÜ
(R, S)

ï çéØï Ü2ÙéØuúuÞ�� ë
DH

��óôë ï%Ü:=Lë�ÝuÞLûüó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�þ±ÔãâÕÿ_�£Ú(ëÕï±çéú�Ø ù¤¡�=LÜG=`Þ
D(Q) = D(|S|)∩D(|RS|) ��Ü

D(|S|) ∩D(|RS|) = D(|S|) ∩D(|SR|) = D(S∗ + (RS)∗) ⊂ D(Q∗).���
	���
����������������
���������� �!"���$#&%'��()�*	�+�,��-�.�0/1#2�3���4��56�7,98�	:��,98;�2/1�7��(�,98<�2/=��>����2��(��?����
-	@#A��56�B%C�2/1�7�2/1�3>7D2/1��,:�E,:��F>7��G1�H�7�*	����H�7(��@�
C ∪ {∞} I
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� �:�J.1��]�`¢�1� }BÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛ

Q0
ùüØuûüó5� ë-=`Þ�ö�Ü2Ùéï�Þ ï%ÜÎ=Lë�ÝuÞ Ü2ÛüæÕõJ=�Ø�ï�óDõ Ú(ë@�%Ü2ï ØuæÕë�å �±ëÇå ë@� î�çêØó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜGþ±ÔÖÓ?!±Ô/³�õ�å7Ü2æ2çýþ±ÔÖÓo��åýÞ�ï çéö�Ü<��úuØ®� ë-=�öÑï ç��uÝ�çéØ

S + R◦S ùüØ�û=ó�ÛSr�å»ï Ø®� ëG=LöÑï ç¢��Ý�çêõ
S +RS

Ô»}Bè%Ü`óôØ�;²ÜíöÑó Þaè�Þ1FéÞ�å Ý�î�ØPtôï çêØIù»åýÞ�öíëÕÛôîßÞ�û=ó ÞÑå7Ü2ï±Ø*ùüØ��±Þ�ï çêØv� Ù®Ü Ú Ü2Û
(R, S) ∈ DH

� Ü2ÙéØBûSW
Ú ÛDÜ åR� îuçêå Ø�� Ù®Ü

(R, S) ∈ D̃H
�%Ú(ë2ï çéØßå7Ü2úwëÕÚ±çéØ�ÛôÜÇùSW ûôç¢�wï%Ü ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï çéõ�þ±Ôñá±Ô

� �:�J.1��]�`¢�9Ò ¦ÕÜ2öBùüõ úBå»ûôÚ�ë-=�ï çéØuÙéç¢tS=`ÞG��ï çêØ�Ú ÛüîuÞÑå»çéØP� ÙéïJW Ú%Ü2ÛS�
(R, S) ∈ D̃H

=�ëÕú�ï%Ü Ú�ë-=�ï ëÕúßÞ�¨Ú ÛôîuØ�îLï çéØuî�Ø�Ûüë�åÊW
ÙêçéÝuî�èN��îuØ�ûüÚ(ëÕÙêëÕï�W�� Ü�ï Ü�å ØuóSåýÞ�ûüó ÜíÛôÝ�îßÞnÛüî�ØuÝ�îuÞÑå»çêûüó ÜGÙêõ è ÙéçéÝuî�è%Ü ë5=�ë@� õ ÙéØ
1
¡ó Ü2ö1��Ü2è�Þ

SpS = Γq
Ô�% t=å»çéØßóDÙéØj� Øßì%ï çéÝ ùüçFþ�Ô ÿ ç\û=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜGþ±ÔÖÓ?\�ëÕîuï%Ü2Ýuî Ü�óôëJ��úuØaÚ%Ü2ÛôÜ�óDÜ2ö�ÜùüØ�û=ó Ûur�å»ï ë�å7Ü2úuï%Ü`Ú%ÜíÛôî�Ø»Ú�ë�å»ûüó Ü�F ØIù¬î*Ú Ü2ÛüÞ�ò�Ý�U Û*ù@� çéï±æÕØ�ÛôÜàÚ Ûüî�Øuî@Ú�ë-=�ï ëÕú�Øuï çéØýë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

R
Ú ÛôîuØ�îï çéØuî�ØuÛôë�åÊW�ÙéçêÝ�îuèc�íÔ

� �:�J.1��]�`¢�J7 ��ÜíÛDÜwò�Ý�U Û½ù��±çéï æÕØuÛDÜ	� îuç®Ü@F Ü4å�Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç
L2(Γq)

çJ=�ëÕú�ØP=`Þ`ë2Ú çéûôÜG¨�;£õ ï öíÝIùüØ»ï%Ü2ÙêØ $ú
W2ÝuØ	� ë:�±î�çéØP� î�çêï�ÞaëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛSr�å
R
ç
S
å óDØuÛS=�çéï%ÜíÝ�U�çéÝ�Uaå	F Ü2ûôï±ë-tôÝuç"Ü2ï%Ü2Ùêçêó Þ�Ý�îuï�Þ�Ý�U>ÔÉ��ëÕï çêØuåFÜ2ú

Rç
S
û¤WSï±ëÕÛS=LÜ2Ùéï±ØG�

D(R) = D(|R|) ë2ÛDÜ2î D(S) = D(|S|) Ô§V%õ ï öíÝIùôÜ g ï Ü2ÙéØuúuÞj� ë D(|R|) åýóDØP�±Þ�çó Þ�Ùéö2ëàåýóDØP�±Þ-� æG�±ÞÍ;£õ ï ö2Ý ùôÜ
γ 7→ |γ|g(γ)

ùüØ�û=óýÝ Ü@F®ö2ë�åFÜ2Ùéï%Üàî4ö�åFÜG� ÛDÜ�óDØ�=�Ô ª ë2ÛôîuÞ�û=ó ÜÇùSW2Ý4î@óDØuæÕëJ��ú�ØæÕÛôõ±Ú%Ü
(|S|it)t∈R

ùüØ�ûüó»Ûur�å»ï ë�å7Ü2úuï%Ü æÕÛôõ±Ú çéØ4óôÛDÜ2ï±ûôÙ®ÜíÝIùüç�ï%Ü
L2(R)

ëÕÛôÜ2îBî4ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø��/�I���JZ~UJ=�Ô þ�ÔêÓ� ç(ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®ÜÍ��Ü2ÙêØuÞÕÜ $ % çêØ�ï ØuÛDÜ`å åFØuÛôû£ùüç"Ú�ë@�%Ü2ï Ø ùFåö�È#��9ò�ØuÝuó�ÔN��ÔêÓP �=�ëÕú�ï%Ü`åýÞ�ö�Ü2î�ÜG¨G�%úuØ	;£õ ï ö2Ý ùôÜ
f
ï%Ü2ÙêØ�úuÞ�� ëÍ� îuçéØ��±î�çéï�Þ |S| åýóôØ��±Þ�ç(ó Þ�Ùéöíë�åýóôØ��±ÞG�%æ-�±Þ>� Ù®Ü

n = 0, 1, . . . , N − 1
çéû=óDï çêØIùüØ­;£õ±ï ö2Ý ùôÜ

f̃n
î�� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï%Ü ï%Ü Ú Ü2ûôöÑõ {z ∈ C : −1 ≤ Im z ≤ 0} �<U±ëÕÙéë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï%Üàå ØBå»ïJ�uóôÛôîuõ óôØ�æÕë`Ú%Ü2ûôö�Ü<�ó Ü2ö�Ü<�±ú�Ø�� Ù®Ü

τ ∈ [0, 1]
+∞∫

−∞

∣∣∣f̃n(t− iτ)
∣∣∣
2

dt < const.

ëÕÛDÜíî:;£õ ï ö2Ý ùüØ
t 7→ f̃n(t − iτ)

î�è±çéØ�æÕÜÇùSW�å°Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï ç
L2(R)

� ë
t 7→ f(qnqit)

�"æ-�±Þ
τ ↘ 0

�CÜ
� ë�;£õ ï±ö2ÝIùüç

t 7→ f̃n(t− i) � æ-�±Þ τ ↗ 1
Ô © r�å»ç�=`ÞG�±úuØ­;£õ ï öíÝIùôÜ

f
Ú(ë2ûôç®Ü{�%ÜSå	F£Üíûôï ë-tu¨$Ú ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï ç®Ü

U ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï ØuæÕë¥�²Ú%Ü�óDÛôîÍ�ñâÕÿ���ò�Ø�Ýuó�Ô"Ó� X¡ßÔ
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`�(]�`¢�1Kþ´ ä¨v+æçô

SpR 6= Γq
pså î°î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü

Q0
ñ
ä�â+å­ó@î%$�à3ß�ô'&+å)è � Û_õ?ÛGå�ä�$

Q0 = Q
�¥ô

ß�ô£äOñ
ä�â+å»ßAî3Ü�$jÛGæçß�è x
y=�	��z���{ ª ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜG=`ÞSî7õ�å7Ü2æ2ç þ±Ôãâ2á±Ô © ëÕúuØ�=`Þ`õ±óDëÕúuûDÜG=�ç�¨\Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø��

H
î
L2(Γq)

��Ü4ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ
S
î ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛôØP=�ëÕÚ çéûôÜ2ï�Þ@=På Ú ÛôîßÞ�ö�F ÜG� îuçéØ�þ±ÔI!±Ô	% çéØP=`Þ-�>ú�Ø çéû=óDï çêØIùüØSÙéçéÝuî�è%Ü

λ ∈ C \ {0} óDÜ2ö�Ü<�ú�Ø
SpR = λΓq

ÔÉ�¬ÛüîuÞ Ú�ë�åýÞ�úuûôîßÞ�=�õ±óôëÕú�ûôÜG=�çéØ�ï±çéõ
(
Rf
)
(γ) = λγf(γ)

� þ±Ô÷ðÕð�¡
� Ù®Ü

f ∈ L2(Γq)
Ô

��ëÕï çêØuåFÜ2ú
SpR 6= Γq

��=LÜG=`Þ
λ 6∈ Γq

�FÜ Ýuë î�Ü ó Þ@=;ç¢� î�çêØHçéûüóôï çéØ ùüØHûüóDÜ@F£Ü
c > 0

óDÜ2ö�Ü<� úuØ
|1 + λγ| ≥ c

� Ù®Ü å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
γ ∈ Γq

Ô\ò�ó¤WG�
‖(I +R)f‖ ≥ c‖f‖
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þÕá
�±Ù®Üýå»ûôîuÞ�û=óDöÑçéÝ�U

f ∈ D(R)
Ô�ø*çéØ�Ý�U

(fn)n∈N
èN��� îuçéØ\Ý�çXWÑæÕçêØ�= ØuÙéØP=LØuïÑóSr�å

D(Q0) = D(S)∩D(RS)îuè çéØuú�ï�Þ@= �±ë�Ú(Øßå»ï Ø�æ2ë
f∞ ∈ L2(Γq)

óDÜ2öÑç�=¥�FúuØ
Ý�ç�W�æ
(Q0fn)n∈N

î�è±çéØ�æÕÜ|� ë�Ú�Øuå»ï±ØIù�;£õ ï öíÝIùüç
g ∈ L2(Γq)

Ô ª ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ýwî$ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜLþ±ÔñáY=Lë2ú�Ø�=SÞaåýÞ�è ÛDÜ{¨SÝuçXWÑæ
(f ′n)n∈N

ó Ü2öÑç£�±ú�Ø
fn − f ′n −−−→

n→∞
0,

Sfn − Sf ′n −−−→
n→∞

0,

RSfn −RSf ′n −−−→
n→∞

0.

� û=óDë2óôï çéØ{í�åýÞ�ûüóDÜ2ÛôÝuîuÞ�å»î�çXW{¨@ë@� Ú�ëÇå»çêØ�� ï±ç(ÝuçXWÑæ
(f ′n)n∈N

î@çêûüóôë2óDï Ø ù»� îuçéØ��±î�çéï�Þj� ÙéÜàÛüë�� îuçéï�Þ å»ûôîßÞ�ûüó $öÑçêÝ�U�îoF ëÕúuØ���ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å
R

ç
S
Ô

�0ëÕï çéØßå7Üíú½� ÙéÜ ö�Ü2ú�� ØuæÕë
n
å Ø�ö�óôëÕÛ

f ′n ∈ D(R◦S)
�J=LÜG=`Þ

‖Sf ′n − Sf ′m‖ ≤ c−1‖Q0f
′
n −Q0f

′
m‖ −−−−→

m,n→∞
0.

³°� ë-=�öÑï ç��ßóDë-tüÝ�ç"ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛDÜ
S
å»ï±çéëÕûüö�õÇùüØ�=`ÞHå»ç¢��ÝG�%úuØ

f∞ ∈ D(S)
ç

Sf∞ = lim
n→∞

Sf ′n = lim
n→∞

Sfn.

ò�ö2ëÕÛüë�óDÜ2ö1� óDë�Ý�ç�W�æ
(RSf ′n)n∈N

ó Üíö�úuØýùüØuûüó*î�è±çéØ�úuï�Þ-�%æ-�±Þ�ú
RSf ′n = Q0f

′
n − Sf ′n.

Q@Ù®ÜíóôØ�æÕë
f∞ ∈ D(RS)

ç
RSf∞ = lim

n→∞
RSf ′n = lim

n→∞
RSfn.

% Þ�ö�Ü2î Ü2Ùêç�tu=`Þaå»ç¢��ÝG�%úuØ
f∞ ∈ D(S) ∩D(RS) = D(Q0)

ë2ÛDÜ2î{� ú�Ø
Q0f∞ = lim

n→∞
(S +RS)f ′n = lim

n→∞
Q0fn = g.

}Bîuï%Ü2Ý�î�Ü�óôëJ� úuØSëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2Û
Q0

ùüØ�û=ó¬�±ë-=LöÑï ç¢�uó Þ2Ô
��ÛôîuØIùu�JµP=`ÞHóDØuÛDÜ2î�� ë�è%Ü{�%Ü2ï çéÜ�ï±ëÕÛS=LÜ2Ùéï±ë-tôÝuç>ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛôÜ

Q0
Ô§% çêØ�=`ÞG� ú�Ø

Q∗0 =
(
S +RS

)∗ ⊃ S∗ + (RS)∗ = S∗ + S∗R∗ ⊃ S∗ + S∗◦R∗ = S∗◦(I +R)∗

� å � Ûüõ æÕçéØ ù Ûur�å»ï ë-tôÝuç@ûüö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜ2Ùéç¢tS=`Þ�î¥;²Ü2ö�óôõ��FúuØ
(RS)∗ = S∗R∗

�Fö�ó¤rÕÛüØ�æÕë|� ë�åFë@� îuç*ûüç��Hó ÜíöûôÜG=�ëBùôÜíöaîuå»ç�W2î�ö{r�åº� þ±Ô÷ð�¡ åýÞ�Ú ÛüëÇåFÜG� îuëÕï�Þ�Ý�UGå ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêõ
þ�Ôñð�¡ÃÔ
Q4îuçéØP� î�çêï%ÜaëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛôÜ

S∗
ùüØ�û=óBÛurÇå»ï Ü

D(|S|) ��ÜLå»ç¢��Ý½� ë_� îuçéØ��±î�çéï�Þ
S∗◦(I + R)∗

ï%Ü2ÙêØ�ú
W�óDØ
;£õ±ï ö2Ý ùüØ

f
î
L2(Γq)

��� Ù®Ü ö�óSrÕÛüÞ�Ý�U(;£õ±ï ö2Ý ùôÜ
Γq 3 γ 7−→ (1 + λγ)f(γ)

ùüØuûüó*Ý Ü�F ö2ë�åFÜ2Ùéï Ü�îwö�å7Ü{� ÛDÜíóôØ�=�ç.ï Ü2ÙéØuúuÞ®� ëÍ� îuçéØP� î�çêïÑÞ�ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ |S| ÔC@èÑÞ åýÞ�ö�Ü2î Ü{¨G�>úuØ
D(Q∗0)

ùüØuûüó¬tôÝuç�tôÙêØàå»ç¢��öÑûôî�Üaï çêú
D(Q0)

õ±ûüó ÜíÙ�=`Þ
m

ëÕÛDÜ2î
t0 ∈ R

ó Ü2öÑçêØG�%ú�Øçêûüóôï çéØ ùüØ
τ ∈]0, 1[

ó Üíö�çêØG�%úuØ
−λ−1 = qmqi(t0−iτ)
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qmqit0

−λ−1
JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

qmΓq,0

qm+1Γq,0

q»Þ�ûüõ ï Ø�ö�þ�ÔêÓ-í¥Q4ë2ècrÕÛ Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛSr�å
m

ç
t0
�±Ù®ÜlÙéçêÝ�î�è�Þ

λ
Ô�ò�óôÛôî Ü�F ö3W î�Ü2î�ï Ü2Ý�îuëÕï ë Ú(ë�Ý�î�WíóDöíëÇåýÞ

;£ÛDÜ2æG=LØuïÑóFóDÛDÜ�ùüØ�ö�óDëÕÛüçéç
[0, 1] 3 τ 7→ qmqit0qτ

Ô
�²Ú%Ü�óDÛôî$Û=Þ�ûôõ ï Øuö�þ±ÔêÓ?¡ßÔ»³A� Øßì%ï çéõÇùu=`Þ>;£õ ï±ö2ÝIùu�

f ∈ L2(Γq)
öJF ÜG��W2Ý

f(qkqit) = 0
� Ù®Ü

k 6= m
ëÕÛDÜíî

f(qmqit) = e−t
2 1

1 + λqmqit
.

��ÜG=�ç��ßó ÜÇùSWíÝBëLë2Ú çéûüçéØ	� îuçéØP� î�çêïÑÞ ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ
S
Ú�ë@�%Ü2ï�Þ@=�å�õ�åFÜG� î�Ø`þ±ÔãâíðJ� ï çêØuóôÛôõJ� ï±ë�ûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨{�ú�Øv;£õ ï öíÝIùôÜ

f
ï%Ü2ÙéØuúuÞ®�±ë

D(S∗◦(I +R)∗) ⊂ D(Q∗0)
� æ-��Þ�ú�;£õ ï öíÝIùôÜ

γ 7−→
(
(I +R)∗f)(γ) = (1 + λγ)f(γ)

ï%Ü2ÙêØ�úuÞ>� ë
D(S∗) = D(|S|) Ô³Æ� Ûôõ±æÕçéØ ùàûüóôÛôëÕï�Þ ûôö2ë2ï ûüóôÛôõ ë�åFÜ2ï%ÜGåýÞ�ú�ØIù½;£õ ï±ö2ÝIùôÜ

f
ï çéØ�ï%Ü2ÙêØ�úßÞ|�±ë

D(Q0)
��Ú(ëÕï±çéØuåFÜ2ú{��ùôÜ2öåýÞ�öíÜíî Ü2Ùêç�tS=SÞ�å Ú çêØ�Ûüå»ûüî�Ø ù»Ý�îP��tüÝ�çp� ë�å ë�� õA�

D(Q0) = D(S)∩D(RS) ⊂ D(|S|) ÔO¦2Ø�û=ó©ùôÜ2ûôï Ø{� ú�Ø
f
ï çêØ4ï%Ü2ÙêØ�úßÞ>� ë

D(|S|) � ùôÜ2ö2ë úuØBë@� Ú(ë�å»çêØ�� ï çêØ4Ú Ûüî�ØP�cF õ úuØ�ï çêØwçéûüóôï çéØ ùüØY�£Ú(ëÕÛuÔ�õ�åFÜ2æ�Ü�ÿ�Ô÷ð�¡Þ� Ü2ÙêØ4ï çêØùüØ�û=ó¬U±ëÕÙéë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï Ø)K =LÜ�è±çéØ�æ2õ ï Ú çéØuÛüå»ûôîuØ�æÕë�ÛôîP��� õ�å�Ú õ±ï ö2ÝuçéØ
t = t0 − iτ

Ô ~ {���{�y�{
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`�(]�`¢�1]�® õ�ô£äSó?õ�ôhß¯&½î�ã�ä+ÜSÛGå�î3ÜuÛ

Q
î�ãNô�â+Ý+ñ
ä�ßNÛ3â+åÜ&�ãNÝÞñPï@éSÛ�Ü¤ä+æúÛ@é`ñPÛ

D(Q) = D(Q∗) ∩D(Q′).
� þ±Ô÷ðÑÿ-¡

y=�	��z���{ ¦2Ø�tôÙêç
(R, S) ∈ DH

�2óôë4ï%Ü¬=Lë�ÝuÞ$ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®ÜBþ±ÔÖÓ?!<�
Q
ùüØ�ûüó�ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüØ�=Áï ëÕÛu=aÜ2Ùêï�Þ�= ç

Q′ = Q
Ô§% ûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë-tüÝ�ç(î Ü2Ý�U ë@� îuç.ÛSr�å»ï ë-tu¨Í� þ�ÔñðÑÿG¡ßÔ © ë2ú�Ø�=SÞaî�ÜíóDØP=pî�Ü@F ëÕúßÞ@¨G� úuØ

SpR = λΓq
�æ-� îuçéØ

λ 6∈ Γq
Ô

¦ÕÜ2ö»ùüõ ú åýÞ�ö�Ü2î�Ü2Ùéç¢tS=`Þàå�ûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêõ�þ±Ô â2ÿ��ÕëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ
S+RS

ùüØuûüóÉ� ë-=�öÑï ç��ßó Þ`ï Ü	� î�çêØ�� îuçéï çêØ
D(S) ∩D(RS)

ÔOC4è�ÞHÚ�ëÕæ�FX��è ç¢¨wÜ2ï%Ü2Ùêçéî��@óDØ�æ2ë�ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ åýÞ�ö�Ü2ú�ØP=`Þ-�9ú�Ø
D(S) ∩D(RS) = D(R◦S).
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� û=óDë2óôï çéØ{í ï±çéØ�Ý�U

D0
èN��� îuçéØ�çêûüóôë2óDï�WÎ� î�çêØ�� îuçéï�WÆ� Ù®ÜmÛüë��±î�çéï�Þ å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U î3F®ëÕú�ØP�gëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå

R, S,R∗
ç
S∗

ÔÉQ@Ù®Ü
f ∈ D(S) ∩D(RS)

çéûüóôï çéØ ùüØ$Ý�ç�W�æ
(fn)n∈N

ØuÙéØP=LØuïÑóSr�å
D0

óDÜ2öÑç£��ú�Ø
fn −−−→

n→∞
f,

Sfn −−−→
n→∞

Sf,

RSfn −−−→
n→∞

RSf.

% ûôîuÝ�îuØ�æ-rÕÙêï ë-tüÝ�ç©ÝuçXWÑæ
(Sfn)n∈N

ùüØ�û=ówÝ�çXWÑæÕçêØ�=�Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å
D(R)

ó Ü2öÑç¢=(�(ú�Ø Ý�ç�W�æ (
R(Sfn)

)
n∈NùüØuûüó*î�è±çéØ�úuï�ÞÕÔÉ% öíëÕï ûôØuö�åFØuï ÝIùüç

Sf ∈ D(R)
� Ý�îßÞ�Ùêç

f ∈ D(R◦S)
Ô

% ï çéë2ûôöÑõ�ùüØ�=SÞiå»ç���Ý{�FúuØ
Q = S + R◦S = (I + R)◦S Ô¼Z�ØuÛDÜ2î�Ú ÛôîuØIùu� îuçéØP=`Þ¼� ë Ü2ï%Ü2ÙêçéîßÞë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

Q∗
Ô@ø4ÜÇùüÚ±ÛôëÕû=óDûôîßÞ@=�ûôÚ�ëÕûüëÕè(ØP=/åýÞ�ö�Ü2î�Ü2ï ç®Ü��(úuØ

Q∗ = S∗(I + R)∗
èc�P� î�çêØ`ë@�±åFë@F£Ü2ï çêØûüç��Ê�±ëBåýÞ�ï±çéöGr�å�Ú ÛDÜíÝuÞ®�÷á-\{  Ô§q»ëÕîoFhrÕúP=`Þ`Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�ØP�>"*çéÙêè(ØuÛüó Ü

H
ï%ÜBûüõJ=��FÚ ÛôëÕû=ó ÜBÚ�ë��±Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï çå	F Ü2ûôï�Þ�Ý�U�ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ

(PhR)
�£Ú%ÜíóDÛüîFÚ�ë��±ÛôëÕîP� î�çéÜ@F%þ�Ôñð�¡ÃÔ©ø@Ü4ö�Ü2ú�� Ø ù�îFó Þ�Ý�U�Ú�ë@� Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç<=aÜG=SÞ

(I +R)◦S = (Phase S) gk(e
i~|R|)◦|S|,

æG� î�çêØ ~ = Imρ−1 �9Ü
gk(r) = 1 + q−1e

2πik
N
−Reρ−1

r1+ 2πiRe ρ
N

�£Ú(ë2Û�Ô~�²þ±ÔãâG\8¡S¡ÃÔ�Z0Ø�ÛDÜíî®=LëÕúuØ�=`Þ î ÜíûüóDë2ûôë�å7Ü{¨HÚ õ ï ö�ó(� âG¡àó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜGá±ÔÖÓHî�Ú ÛDÜíÝuÞØ�÷á-\o 7çFöÑÛur2óDöÑçÛôÜ2Ý�UÑõ ï Øuö¥� ÜÇùüØ
Q∗ = S∗(I +R)∗.òÑóDëÕûüõ�ùSW2ÝwÚ(ë@� ëÕè±ï Ø$ÛôëÕîuõJ=�ëÇåFÜ2ï çêØ�=LëÕúuï%Ü`åýÞ�ö�Ü2î ÜG¨{�9ú�Ø
Q′ = S(I + q−2R).

�²þ±Ô÷ð�þ8¡
� û=óDë2óôï çéØ{í

Q′ =
(
Q∗D0

)∗ �±ùôÜ2öíëJ�Cú�Ø
D0

ùüØ�û=óàçéûüóôë2óDïJW��±î�çéØP� î�çêï�W�� Ù®Ü
Q
Ô�QBÜ2ÙéØ ù$Ú�ëÕï çêØuåFÜ2ú�ï%Ü

D0=�ëÕúuï%Ü ûüå ëÕè(ë@� ï çêØ$î ÜG=�çéØuï ç®Ü{¨Bö2ëÕÙêØIùüï ëGtS¨wûüóôëÕûôë�åFÜ2ï ç®Ü�ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å
R

ç
S
��=aÜ{=`Þ

Q∗D0 = S∗(I +R)∗D0 = (I + q−2R)∗S∗D0ç"û=óDëÕûüõ�ùSW2Ý$ó Üíö{W ûôÜG=>W Ú Ûüë�ÝuØ�� õ±ÛS�wî�ï%Ü�ùu� ë�å7Ü2ï±ç®Ü�ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ ûüÚ ÛôîP��úuëÕï Ø�æ2ëwùôÜ2ö�Ú±Ûôî�ØP� ûüóDÜ å»çéëÕï%Ü�Ú�ë $åýÞ�úuØIùs� ÙéÜ
Q
�%ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ/� þ�Ôñð�þ-¡ßÔ

q»ëÕî�õ<=Lë�åFÜ2ï çéØFî Ü2Ú ÛüØ�îuØ�ï�óDë�åFÜ2ï Ø»åë� ë�å ë��±î�çéØýû=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ$þ±Ô â2ÿ4Ú(ëÕö�Ü2îuõ�ùüØG��úuØýëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ
S∗+

S∗R∗
ùüØ�û=ó­� ëG=LöÑï ç¢�uó ÞÕÔ�QBÜ2ÙêØIùFó Ü2öSùôÜ2öLågÚ ÛôîßÞ�Ú%ÜG� öÑõGëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛDÜ

Q
=Lë2ú�ï%Ü õJ� ë�å ë��±ï ç�¨{��úuØ

S∗ +
S∗R∗ = S∗◦(I +R)∗

ëÕÛôÜ2î
S + q−2SR = S◦(I + q−2R)

ÔO% ûüî�Ý�îuØ�æ-r2Ùéï ë-tüÝ�ç�� îuçéØ��±î�çéïJW
Q∗

ùüØuûüóîuè ç�r2ÛCó Þ�Ý�U:;£õ ï±ö2ÝIùüç�î
L2(Γq)

�íö�ó¤rÕÛüØ Ú�ë-=�ï ëÕú�ë2ï Ø Ú±Ûôî�Øuî
γ 7→ (1+λγ)

û¤W*Ý Ü@F®ö2ë�åFÜ2Ùéï Ø îFö�åFÜG� ÛDÜ�óDØ�=ç�=LÜÇùSW4å	F Ü2ûôï ëGtS¨*Ú ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï ç®Ü�U ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï ØuæÕëJ��Üv� îuçéØ��±î�çéï<�
Q′

ûüóDÜ2ï ë�å»çXWBóDØ~;£õ ï±ö2ÝIùüØ*î
L2(Γq)

�ö�óSrÕÛôØGÚ�ë-=�ï ëÕúuëÕï Ø
Ú±Ûôî�Øuî
γ 7→ (1 + λq−2γ)

û¤WnÝ�Ü@F öíë�å7Ü2Ùêï Ølî
ö�åFÜG� ÛôÜíóDØP= çs=aÜÇùSW å	F£Ü2ûüï ë-tS¨Ú±Ûôî�ØP�cF õ±ú�Ø�ï±ç®ÜÍU ëÕÙéëG=LëÕÛ=ì%Ý�îuï Ø�æ2ë Ô
� ï ï�Þ@=�ç0ûÞF ë�åýÞ�� îuçéØ��±î�çéï�Þ ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛSr�å

Q∗
ç
Q′

ÛSrÕúuï çXW�ûôç¢�wó Þ@=¥� å�ùôÜ2öÑç¢='Ú õ ï öíÝ�çêØSîuØ�ÛôõÇùüØSûüç��
;£õ±ï ö2Ý ùôÜ<�.Ú Ûüî�Ø�î ö�óSrÕÛ¤W>=�ï ëÕúßÞ@=`Þ�çéÝ�UGØuÙéØ�=�Ø�ï�ó Þ�Ú ÛôîuØ�� Ú Ûüî�Ø��NF õ úuØ�ï çêØ�=�U±ëÕÙéë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuïÑÞ@=�Ô	}Bîuï%Ü $Ýuî ÜGóDë<�\úuØ®;£õ ï ö2Ý ùüØ ï%Ü2ÙéØuú
W2ÝuØ®� ëGó Þ�Ý�Uë� îuçéØP� î�çêï¼= õ ûôî�ÜlÚ(ëÕûüç®ÜG� ÜG¨aå	F£Üíûôï ë-tu¨ Ú ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï ç®Üb=LØ $Ûüë-=�ëÕÛüì%Ýuî�ï ØuæÕëlîHÝ�ë ï%Ü�ù=åýÞ�úuØIùBùüØP� ï�Þ@=+è çéØuæÕõ ï ØP= ç7Ú�ëlÚ Ûüî�Ø��NF õ úuØ�ï çêõÆ= õ±ûôî
Wlè�Þ@¨ Ý Ü@F®ö2ë�å7ÜíÙéï Ø
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γ 7→ (1 + |γ|) Ô¼TFçéØuæÕõ ï�Þ�óôØ®=LëÕæ-WGÚ(ë�ùôÜ å»ç¢¨Hûôç���åÁùüØ�� ï�Þ@=
=LçêØIùüûüÝ�õ®� ÙéÜ�;£õ ï ö2Ý ùüç"îv� î�çêØ�� îuçéï�Þ

Q∗
�%Ü å çêï ï�Þ@=²� ÙéÜ�;£õ ï ö2Ý ùüç"î�� î�çêØ�� îuçéï�Þ

Q′
Ô§% ûôî�Ýuî�Øuæ-rÕÙéï±ë-tôÝuçÚ ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï ç®ÜY;£õ ï öíÝIùüç"îwÝ�îP��tüÝ�çCå»ûôÚNrÕÙéï Ø ù7ó Þ�Ý�U(� î�çêØ�� îuçéï ï çéØ�=�ëÕæ8W:=�çéØP¨BëÕûôë2è ÙéçÖåFë-tüÝ�ç Ô×Fî���tüÝ�ç�W å»ûüÚcr2Ùéï�W ó Þ�Ý�U(�±î�çéØP� î�çêïSùüØ�û=ó»î ÜíóôØ�='îuè ç�rÕÛ�;£õ ï ö2Ý ùüç£� ö�óSrÕÛôØ$Ú�ëÕûôçéÜG�%ÜÇùSWàå	F£Ü2ûüï ë-tS¨wÚ Ûüî�Ø $�cF õ±ú�Ø�ï±ç®ÜvU ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï ØuæÕëwç%û¤WwÝ Ü@F®ö2ë�å7ÜíÙéï Ø*î»öÑåFÜG� ÛôÜíóDØP=jÚ(ëàÚ�ë-=Lï±ëÕú�Øuï çéõ�Ú Ûüî�Ø�î

γ 7→ (1+ |γ|) Ô¦2Ø�û=ó*óôëÍ� ëÕöJF£ÜG�±ï çéØv� îuçéØP� î�çêï%Ü ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ
Q
Ô ~ {���{�y�{

Ì·���`�(ÍP�@MÎ]	`¢� w � ô£ä�é�ê
Q̃
o�&Só?õ�ô£ä�Ü¤î�õ+âSõ3ä+Üuõ3ä+ß�ô£ä�$²ßAî3ÜÆ$jÛGæçß�è%$Áî�ã�ä+ÜuÛGå�î3ÜSÛ

Q x�� á3Ú�éSõ?Û3â Q̃ = Q xy=�	��z���{ © ÜG=`Þ
Q̃∗ ⊂ Q∗

�%Ü�Ú�ëÕï çéØßå7Üíú
D(Q̃∗) = D(Q̃) ⊃ D(Q)

�

Q∗D(Q) ⊂ Q̃.

ò�ó�W{�
Q̃ ⊂

(
Q∗D(Q)

)∗
= Q′,Ü Ý�ë�î Ü ó Þ@=�ç�� îuçéØ

D(Q̃) ⊂ D(Q′).
� þ±Ô÷ð��-¡

Z�ØuÛDÜ2îwûüö2ëÕÛüë
D(Q̃) = D(Q̃∗) ⊂ D(Q∗)

�%ï%ÜY=Lë�ÝuÞ/�²þ±Ô÷ð��-¡ ç»�²þ±Ôñð�ÿ-¡Fë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ
D(Q̃) ⊂ D(Q).

¦ÕÜ2ö2ë<�%ú�Ø
Q̃
ùüØ�û=ó*ÛôëÕîuûôî�ØuÛôîuØ�ï çêØ�=

Q
�%ëÕî�ï%ÜíÝ�î Ü óDë<� ú�Ø

Q̃ = Q
Ô ~ {���{wy�{

Z�ØuÛDÜ2î:=�ëÕúuØ�=`Þ�Ú�ë�� ûüõJ=�ëÇåFÜG¨Sûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜHþ±Ôãâ2þ<�(þ±Ô â2ÿ�ç�å»ï±çéëÕûüØ�ö�þ±Ô âG��å Ú(ë2ûüó ÜíÝ�ç0ï%Ü2ûüóS��Ú õ $ùSW2Ý�ØuæÕë ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ±Ô
¤ ���)��03
�,8�����`�5]	`¢�1 �� ô£ä�é�ê

H
o�&Só?õ�ô£äRãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)ï�è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û�ô»ß�ô£ä�é�êÍã<ÛGÜSÛ

(R, S) ∈ D̃H
o�&Só?õ�ô£ä

ß�ô£ä�ãNÜuõ�è{ÚOô£äSó<æçßNÛ�ô	õ�ßAî3Ü�$jÛGæçôúõ3î3Ú»ÛGßNÛ�å£Û3àtp=q3ä
SpS = Γq x � á3Ú�éSõ?Û3â5ßNÛ3â+åi&�ãNÝÞñPï@é�ä(Ú»ÛGÜÞÝ�ß<à3ôvâ�ïÜ¤á3ÚOßAî3Ú»Ûtq�ßAäeÔ

î x î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü R + S
ã�î?â+ô)Û8ó8ÛÍßAî3ÜÆ$jÛGæçßAä�Ü¤î�õ+âSõ3ä+ÜSõ3ä+ß�ô£ä¨p

à�x î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü R +̇S
ñ
ä�â+å»ßAî3ÜÆ$jÛGæçß�ètp

ð x (R, S) ∈ DH xy=�	��z���{ Z�Ü2öLûDÜG=�ë4ùôÜ2öLå � ë�å ë�� îuçéØ$Ú õ±ï ö�óDõ Ë.` ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�þ±ÔÖÓ?#:=�ëÕú�ØP=`Þ�Ú�ë��±ûüó Ü å»ç¢¨BÚ%Ü2Ûu�
(S0, R0) = (RS−1, S)

åFØ å»ï±çéëÕûüö�õ þ±Ôãâ-�aç�ëíóDÛôîßÞ@=aÜG=SÞGç�=�Ú Ùêçéö�Ü2ÝIùu��ÓÕÔ⇒ â�Ô�% Þ�ï±çéö�Ü2ï çêØ`å°Ú±Ûôî�Ø $Ý�çÖå»ï�WGûüóôÛôëÕïJ�SùüØuûüó�ë�Ý�îuÞÑå»çêûüóDØíÔ¼QBÜ2ÙêØIù`îHÚ õ ï±öÑóôõ Ë­` ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ þ�ÔêÓ?#
åýÞ�ï çêö�Ü<�¬ú�Ø á±Ô©Ú�ë�Ý�çXWÑæ�Üî Ü ûôëÕè�Wnâ�Ô¯³ öíëÕÙéØuç»ûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ
þ�Ô âÕÿb=�r�å»ç�� úuØnÓÕÔ⇒ â�ÔØ�0ëÕï çéØßå7ÜíúnÓÕÔ¬ç@â�Ô�ûSW ÛSr�å»ï ë�åFÜ2ú�ï±ØG�ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ�Ûur�å»ï ë�å7Ü2úuï ë-tu¨Så»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
óDÛüî�Ø�Ý�U�å7ÜíÛôõ ï ö{r�åwÔ ~ {w��{�y�{
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V WX� � YZ��[\W��
] ��^`_a� b��
cZde� 2
az + b 3

ª ëÕï û=óDÛôõ±ö2ÝIùu��� ØP;£ë2ÛS=LÜ2ÝIùüç©æ2Ûôõ Ú�Þ�D
az + b E �±Ù®ÜHï ë�åýÞ�Ý�Unå7ÜíÛüóDëGtôÝ�ç¬Ú%ÜíÛDÜG=�ØuóôÛôõb� ØP;£ë2ÛS=LÜ2ÝIùüç

q
ÛüëÕî $Ú�ë�Ý�î�ï±çéØ�=SÞ�ë@��îP� Øuì ï çéë�åFÜ2ï ç®ÜÍ� îuçéØ��±î�çéï�ÞHë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛôë�å ØIù»Ú�Ø3F®ï çXWíÝ�ØIù7Ûôë2Ù��BÚ Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï ç�æ2Ûôõ Ú�ÞÕÔ

æ �8���±�)����� w `²Ëç� ô£ä�é�ê
H
o�&Só?õ�ô£ä�ãNÜuõ3ä�â+å)ÜSõ3ä+ß�ô)ïAè	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û�ô§ß�ô£ä�é�ê

(a, b)
o�&Só?õ�ô£ä�ã<ÛGÜuï>ó@î%$�à3ß�ô'&+å)è�é�ê

î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü¤á3Ú·ó?õ�ô)Û3òzÛuñPï@é+è8é�ê�Ú
H x ® õ�ô£äSó?õ�ôhß¯&�î�ã�ä+ÜuÛGå î3Ü¤î3Ú»ï G

ó@ä±mÉß�ôhÝ+ñ
ä�$Yè(ßNÛ3â+åi&�ãNÝÞñPï@éSïbÜ¤á3ÚOßAî lÚ»Ûtq�ßAîtv?é+ô)ïOÔ
(

(a, b) ∈ GH
)
⇐⇒




î�ã�ä+ÜSÛGå�î3ÜÞè
a
ô
b
â�ï>ßAî3ÜÆ$jÛGæçßAä¨p

Sp a, Sp b ⊂ Γq, ker a = {0},
(Phase a) b (Phase a)∗ = qbî3ÜuÛ?õ |a|itb|a|−it = qitbó<æúÛ>Ú�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê

t ∈ R



.

����ÔÖÓo¡

� ���J.1� w `¢� ø@çêØ�Ý�U
H

èc�P� î�çêØ`Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çXW�"@çéÙêè(ØuÛüóDÜ�çCï çêØ�Ý�U
(a, b) ∈ GH

ÔÊ%¯r�åFÝuî Ü2ûBë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛ
a
î ÜíÝ�U ë�å»õ�ùüØLÛüëÕî�öJF ÜG� Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç

H
ï%ÜHûôõJ=j� Ú Ûôë2ûüó�W

H = ker b ⊕ (ker b)⊥
ÔÍ}Bî�ï Ü2Ý�î�Ü óôëJ�"ú�Ø

=�ëÕúuØ�=`Þ ÛüëÕî3F®ëÕúuÞ@¨`Ú Ü2ÛS�
(a, b)

ï%ÜLûüõJ=��SÚ Ûôë2ûüó�W�Ú%Ü2Û
(a0, 0)

ç
(a1, b1)

��Ú ÛüîuÞ�Ý�îßÞ�=
(a0, 0)

� î�çéÜ@F£Üå�Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï ç
ker b

��Ü
(a1, b1)

� î�çéÜ@F£Ü å
(ker b)⊥

Ôb��çéûôî�W2Ý
H0 = ker b

ëÕÛDÜíî
H1 = (ker b)⊥

çöíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2ÝSî�� Øßì%ï çêÝIùüçCþ±Ôãÿ ç"î$Ø�ÙéØP=LØuï�ó¤r�åÙ� ë�å ë��±õ
ûüó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü�þ±ÔÖÓÕÓwë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ

(
(a, b) ∈ GH

)
⇐⇒




H = H0 ⊕H1,
a = a0 ⊕ a1, b = 0⊕ b1,
Sp a2 ⊂ Γq, ker a2 = {0},

(b1, a1) ∈ DH1


 .

M ��� N �°� x©|$vCtàx < Ñ � v1� ��� sßzB|$v1� À �Í� Ñ��HsÃv0|wx��Y�
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H
ô
K
o�&Só8ïRãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)Û?$YôÌè­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ�ôpß�ô£ä�é�ê

(a, b) ∈ GH
î3ÜuÛ?õ

(â, b̂) ∈ GK x� á3Ú�éSõ?Û3â¬õ?Û@é�ê�î�ó?õ�ô±ßNÛ3â+åi&�ãNÝÞñPï@é+è:õ�ÚOô)ï?õ3ä�à¬ã�î%$Yô'&Só?õ�è_î�ã�ä+ÜSÛGå�î3ÜuÛ?$Yô§ßNÛ K ⊗H Ô
χ(â⊗ I, I ⊗ a)(̂b⊗ I) = (̂b⊗ a)χ(â⊗ I, I ⊗ a).

����Ôãâ-¡
þ8�
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az + b E

y=�	��z���{ ³b� Øßì%ï çêÝIùüç���ÔÖÓ$åýÞ�ï±çéö�Ü<� úuØ
χ(â, γ)̂b = γb̂χ(â, γ)

����Ôñá8¡
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq
Ô

q*ëÕîßå7Üíú�=`Þ óDØuÛDÜ2îLëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ=Þ
b̂ ⊗ a

�
â ⊗ I

ëÕÛôÜ2î
I ⊗ a

Ô®%nûüîuÞ�ûüóôöÑçéØ�ëÕï±Øaû¤W�ûüóDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûôî�ë2ï Øî
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±Û¤W K(K) ⊗ C∞(Γq) ⊂ B(K ⊗ H)

�ýæ-� îuçéØGÜíÙéæÕØuè ÛS�
C∞(Γq)

î�Ü2ïÑõ Ûôî�ÜG=`Þ�å
B(H)=Lë2Ûüì%îP=LØP=

C∞(Γq) 3 f 7−→ f(a) ∈ B(H).ø4ÜY=�ë�ÝßÞ�ûüó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü���ÔãâG\
χ(â⊗ I, I ⊗ a) ∈M(K(K)⊗ C∞(Γq)) .

��ëÕï±çéØuåFÜ2ú
χ
ùüØuûüó*Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP='ë���å»ÛDÜ2Ý�Ü2Ùéï�Þ@=(��=aÜ{=`Þ

χ(â⊗ I, I ⊗ a)(̂b⊗ I) η K(K)⊗ C∞(Γq),

(̂b⊗ a)χ(â⊗ I, I ⊗ a) η K(K)⊗ C∞(Γq)

�²Ú%Ü�óDÛôîÍ�ñâíð��1Ë�ú±ÜG=�Ú ÙêØàâ3 h¡ÃÔ§% ç®ÜG�±ë-=Lë®�u�ñâG!<�±å»îPrÕÛ½� â�Ôñþ8¡  X¡+�±ú�Ø$î�è±ç�rÕÛýØuÙéØ�=�Ø�ï�óSrÇå ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ�Ý�Uî K(K) ⊗ C∞(Γq)
ùüØ�ûüóSÛSr�å»ï�Þ î�è çêëÕÛôë�å»ç§;£õ ï±ö2ÝIùüç\î

Γq
å î�è ç¢rÕÛ$Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�åjû=óDë�å7ÜíÛôîuÞ�ûüî�ëÕï�Þ�Ý�U�î

K(K)
�"ó£ùuÔ.î�è ç¢rÕÛBå»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�UB� ë-=�öÑï ç��ßó Þ�Ý�U ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å·� îuç®Ü@F ÜÇùSW2ÝuÞ�Ý�U å

K
�CÝ�ç�W�æ@F®Þ�Ý�Ulå°óDë2Ú(ë $ÙéëÕæ2çéç>îuè çéØuú�ï ëGtôÝ�ç0ï çêØ�=LÜ2Ù�ùüØ��±ï ëÕûüóDÜÇùüï Ø ù��u�ñâG!<�(ò�ØuÝuó Ôýâ3 h¡ÃÔ�% ûüî�Ýuî�Ø�æGrÕÙéï ëGtôÝ�ç�Ü2è�Þ åýÞ�öíÜíî ÜG¨àÛSr�å»ï ë-tu¨

�±å�r�Ý�U Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ�Ý�Ulî K(K)⊗C∞(Γq)
��åýÞ�û=ó Ü2ÛüÝ�îßÞ Ú(ëÕÛur�å»ï%ÜG¨BåFÜ2Ûüóôë-tôÝuç"ë�� Ú�ë $å»ç®ÜG� ÜÇùSW2ÝuÞ�Ý�U�ç�=º;£õ ï ö2Ý ùüç Ô¬ø*çéØ�Ý�U

ξγ
èN��� îuçéØv;£õ ï öíÝIùüëÕï%Ü�F Ø�=�ØuåFÜ2Ùéõ%ÜíÝIùüç£í

C∞(Γq) 3 f 7−→ f(γ) ∈ C.
Q4Ù®Ü:�±ëÇå ëÕÙêï Ø�æÕë

γ ∈ Γq
=LÜG=`Þ

(id⊗ ξγ)χ(â⊗ I, I ⊗ a)(̂b⊗ I) = χ(â, γ)̂b,

(id⊗ ξγ)(̂b⊗ a)χ(â⊗ I, I ⊗ a) = γb̂χ(â, γ),

Ý�ë�ï%ÜÍ=Lë�ÝuÞ°�£��Ôñá8¡Þ� ëÕî�ï Ü2Ý�î�Ü<�%ú�ØwëÕè çêØ$ûüóôÛôëÕï�Þ|�£��Ô â-¡\û¤W�ÛSr�å»ï Ø2Ô ~ {w��{�y�{
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`� w ` 7�� ô£ä�é�ê

(a, b) ∈ GH
ô�ß�ô£ä�é�ê

ker b = {0} x�� á3Ú�éSõ?Û3â:î�ã�ä+ÜuÛGå î3ÜvÝ@ß�ôhåzÛGÜÞß�è
W = Fq (b−1a⊗ b)χ(b−1 ⊗ I, I ⊗ a)

�£��Ô÷ð�¡
â�ã�ä�ò�ß�ô)Û

W (a⊗ I)W ∗ = a⊗ a,
W (b⊗ I)W ∗ = a⊗ b +̇ b⊗ I.

�£��Ô ÿ-¡
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�ÖëÓ�
�fXi@Õ�ka
�Ö þ-#
y=�	��z��|{ © Ü{=`Þ

(a, b−1) ∈ DH
�.å»ç¢��Ý�öJF£ÜG��WíÝ

â = b−1 � b̂ = a
ë2óôÛôîßÞ�=`õ�ùüØ�=`Þ

(â, b̂), (a, b) ∈
GH

Ô»³ ÙêØ�=LÜíóDõ¥��ÔñáY� ëÕû=ó ÜÇùüØP=`Þ�å»î�r2Û
χ(b−1 ⊗ I, I ⊗ a)(a⊗ I)χ(b−1 ⊗ I, I ⊗ a)∗ = a⊗ a.

Q4Ü2ÙéØ ù\ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ý$îs;²Ü2ö�óDõ���ú�Ø
(b, a) ∈ DH

ï çêØuóDÛüõJ� ï ë`ûôç��*Ú Ûüî�Ø�öíëÕï%ÜG¨{� ú�Ø
a⊗ a ùüØ�ûüóFëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüØ�==�ë�Ý�ï ë�Ú Ûüî�Ø�=�çéØuï ï�Þ@='î

b−1a⊗ b Ô�}$îuï%Ü2Ýuî Ü óDëJ� úuØ
W (a⊗ I)W ∗ = Fq (b−1a⊗ b)χ(b−1a⊗ I, I ⊗ a)(a⊗ I)χ(b−1 ⊗ I, I ⊗ a)∗Fq (b−1a⊗ b)∗

= Fq (b−1 ⊗ b)(a⊗ a)Fq (b−1a⊗ b)∗
= a⊗ a.

Q@Ù®ÜY� ë�åFë@� õ(� Ûôõ æ2çéØ�æ2ë�îuØ$å»î�ëÕÛurÇå �£��Ôãÿ-¡7î Ü2õ�åFÜ2ú�=SÞ-�9ú�ØàÚ%Ü2ÛôÜ
(R, S) = (b⊗ I, a⊗ b) ∈ DH⊗H

Ô
�0ëÕï çêØuåFÜ2ú

b⊗ I öíë-= õ±óôõ�ùüØwî
χ(b−1 ⊗ I, I ⊗ a)

�±ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ý`îuØ$å»î�ëÕÛüõB�²þ±ÔãáÕâ-¡Fë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ
W (b⊗ I)W ∗ = Fq (b−1a⊗ b)χ(b−1 ⊗ I, I ⊗ a)(b⊗ I)χ(b−1 ⊗ I, I ⊗ a)∗Fq (b−1a⊗ b)∗

= Fq (b−1a⊗ b)(b⊗ I)Fq (b−1a⊗ b)∗
= Fq (R−1S)RFq (R−1S)∗ = S +̇R

= a⊗ b +̇ b⊗ I.
~ {���{wy�{

_ ÎÞ���)��03
�,8�@���)� w `¢K�� ô£ä�é�ê
H

ô
K

o�&Só8ï�ãNÜuõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)Û?$Yô¦è­ôhæéo+ä+Ü+å£Û|ô	ß�ô£ä�é�ê
(a, b) ∈ GH

psãNÜuõ�è
éSõ�è%$

ker b = {0} î3ÜuÛ?õ�ß�ô£ä�é�ê (â, b̂) ∈ GK x�� á3Ú�éSõ?Û3â:î�ã�ä+ÜuÛGå î3Ü W ó8ÛGß�èvãNÜuõ3äSõ:�£��Ô÷ð�¡�î3ÜuÛ?õ
V = Fq (̂b⊗ b)χ(â⊗ I, I ⊗ a) ∈ B(K ⊗H)

�£��Ôñþ8¡
â�ã�ä�ò�ß�ô)ÛuñPï

W23V12 = V12V13W23
����Ô«�-¡

Ú�ãNÜuõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô
K ⊗H ⊗H xy=�	��z��|{ öíëÕÛôîßÞ�û=ó ÜÇùSWíÝ`î�Ø$å»îuëÕÛSr�å ����Ôãÿ-¡�=aÜ{=`Þ
W23V12W

∗
23 = (I ⊗W )

(
Fq (̂b⊗ I)⊗ I

)
(I ⊗W )∗

×(I ⊗W )
(
χ(â⊗ I, I ⊗ a)⊗ I

)
(I ⊗W )∗

= Fq
(̂
b⊗ (a⊗ b +̇ b⊗ I)

)
χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ a).

Z0Ø�ÛôÜ2î
χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ a) = χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ I)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ I ⊗ a),

Ú�ëÕï çêØuåFÜ2úv;£õ ï öíÝIùôÜ
χ
ùüØ�û=ó@è±çéÝ�U%Ü2ÛôÜ2ö�óDØuÛôØ�=�ï%Ü

Γq
Ô
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az + b E

q*ëÕîßå7ÜíúuÞ@=`ÞHóDØuÛDÜ2îv��å7Ü�Ú ÛôîßÞ�Ú ÜG� öÑç Ô�¦2Ø�tüÙéç
b̂ = 0

�±óôë
V = χ(â⊗ I, I ⊗ a)

ç
W23V12W

∗
23 = χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ a)

= χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ I)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ I ⊗ a)

= V12V13.

¦2Ø�tôÙêç
ker b = {0} �±óôë (̂b, â) ∈ DK

çp=�ëÕú�ØP=`Þ�ÛüëÕîuåFÜ2ú�ÜG¨wÚ%Ü2ÛS�
(R, S) = (̂b⊗ b⊗ I, b̂⊗ a⊗ b) ∈ DK⊗H⊗H.

�£��Ô«!8¡
³ ÙêØ�=LÜíóDõ¥��Ôñá å»çéØP=`Þ-�%úuØ

(̂b⊗ a)χ(â⊗ I, I ⊗ a) = χ(â⊗ I, I ⊗ a)(b̂⊗ I),

Ü Ý�ë�î Ü ó Þ@=�ç�� îuçéØ
(̂b⊗ a⊗ b)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ I) = χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ I)(b̂⊗ I ⊗ b) ����ÔI#8¡

ò�óDë2ûôõ�ùüØP=`Þ�å»î�r2Û��²þ±ÔñáÕá8¡�� ë�Ú%Ü2Û=Þ/�£��Ô«!8¡Þí
Fq
(̂
b⊗ (a⊗ b +̇ b⊗ I)

)
= Fq (̂b⊗ a⊗ b +̇ b̂⊗ b⊗ I) = Fq (̂b⊗ b⊗ I)Fq (̂b⊗ a⊗ b).

��ë@� ûôõ<=Lë�å»õ�ùSW2Ýwë2óôÛôîßÞ�=`õ�ùüØ�=`Þ
W23V12W

∗
23 = Fq

(̂
b⊗ (a⊗ b +̇ b⊗ I)

)
χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ a)

= Fq
(̂
b⊗ (a⊗ b +̇ b⊗ I)

)
χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ I)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ I ⊗ a)

= Fq (̂b⊗ b⊗ I)Fq (̂b⊗ a⊗ b)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ I)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ I ⊗ a)

= Fq (̂b⊗ b⊗ I)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ a⊗ I)Fq (̂b⊗ I ⊗ b)χ(â⊗ I ⊗ I, I ⊗ I ⊗ a)

= V12V13.

æ-� îuçéØBå�Ú±Ûôî�ØP� ëÕû=ó Üíóôï çéØ ùýÛurÇå»ï±ë-tôÝuç0ûüö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜ2Ùéç¢tS=`Þ�î�Øwå»î�ëÕÛüõB����Ô«#-¡ßÔ
% Ú±ÛôîuÞ�Ú%Ü{� öÑõ ëÕæGrÕÙéï�Þ@= � ëÕö2ë2ï�õÇùüØ�=`Þ
ÛôëÕîuö�F ÜG� õ Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç

K ⊗ H ⊗ H ï%Üaûôõ<=�� Ú ÛüëÕûüó¤W
(
ker b̂ ⊗H ⊗H

)
⊕
(
K (̂b 6= 0)⊗ H ⊗H

) ç0å ö�Ü2úP�±Þ@=PîuØ`ûôöJF ÜG� ï çêöGr�åÁåýÞ�Ú±Ûôë�å7Ü{� î ÜG=SÞ
å»î�r2Û
�£��Ô«�-¡Fë@�J� îuçéØ�Ùêï çéØíÔ ~ {w��{�y�{
��ë@� ûüóDÜ�å»çéÜÇùSW2ÝàåÁûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêõb��Ôãÿ

K = H
ç

(â, b̂) = (b−1, b−1a)
�²öíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü{=`Þ�óôõGîSó å»çêØ�Û $� î�Øuï ç®Ü�þ±ÔÖÓ ð�¡Þ� ë2óôÛôîuÞ@= õÇùüØ�=`Þ

V = W
Ô§% ö2ë2ï ûôØuöÑå Ø�ï±ÝIùüç��±ëÕûüóDÜÇùüØ�=`Þ ï Ü2ûüóS��Ú õ�ùSWíÝuÞ�å»ï çêëÕûôØuö1í

Ì·���`�(ÍP�@M w `¢] Ý ã�ä+ÜuÛGå î3Ü W ÚAãNÜ¤î3Ú»Û8ó?õ3î3ß�èjÚ�õ3î3Ü¤ä�$�����Ô÷ð�¡»ñ
ä�â+å¬î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü�ä�$�$YÝ@æçå�è�ãNæçô�àGÛGå)è{ÚOß�è%$
Ý�ß�ôhå£ÛGÜÞß�ès$²Úëâ?ä+ß<â+ô£ä��÷ð{  x

Q4ëwö2ëÕï û=óDÛüõ ö2Ý ùüç%æÕÛôõ Ú�Þ ö�åFÜ2ï�óDë�å ØIù\Ú�ë2óDÛüî�Øuè ï Øýû¤Wv� ë@�%Üíóôö2ë�å Ø»å	F Ü2ûôï±ë-tôÝuç%ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ
W

Ô�%ÙF£Ü $ûôï ëGtôÝ�ç�W<��ö�ó¤rÕÛôÜGõJ=�ëÕú�Ùêçêå»ç\ï%ÜG=,ö2ëÕï û=óDÛüõ ö2Ý ùu�(� Ø+;£ëÕÛS=LÜ2Ý ùüç æÕÛüõ Ú�Þ|D
az + b E èN��� îuçéØ®=�ë��±õ Ù®Ü2Ûüï ë-tu¨

�u�ñâG\3 X¡ßÔ
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�ÖëÓ�
�fXi@Õ�ka
�Ö ��Ó
� �@a��±Î w ` w � ô£ä�é�ê

H
ô
K

o�&Só8ï�ãNÜuõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)Û?$Yô�è­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ¼ô�ß�ô£ä�é�ê
â
î3ÜuÛ?õ

a
o�&Só8ïÆó@î%$�à3ß�ô'& lå)è%$Yô­î�ã�ä+ÜSÛGå�î3ÜuÛ?$Yôsó?õ�ô)Û3òzÛuñPï@é+ès$YôRî�ó+ã�î3ÚOô£äSóGß�ô£î�Ú

K
ô
H x ® æúÛ°ó@î3Ú�î3æçßAä`ñjî*)GÜSÛGß�ô£éSõ3î3ßAä`ñ�ðÞÝ�ß<à8é`ñÞôo+î3Ü¤ä+æ�î3Ú�â�à3ô£ä`ñ­ßNÛ

Sp â× Sp a
ô§Ú�âSõ�è?â+åhà3ô£é�ê

z, x ∈ K p u, y ∈ H $jÛ?$Yè
(
z ⊗ u f(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗ y

)
= (x⊗ u f(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y) .

�£��ÔÖÓ?\8¡
y=�	��z��|{ % î�rÕÛ½����ÔêÓ
\8¡CùüØ�û=ó@ë�Ý�îßÞÑå»çéûüó Þ��±Ù®Ü�;£õ ï öíÝIùüçCÚ�ëÕûüóDÜ2Ý�ç

f(z1, z2) = f1(z1)f2(z2)
í

(x⊗ u f(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y)

= (x⊗ u f1(â⊗ I)f2(I ⊗ a) z ⊗ y)

=
(
x⊗ u

(
f1(â)⊗ I

)(
I ⊗ f2(a)

)
z ⊗ y

)

= (f1(â)∗x z) (u f2(a)y)

=
((
f1(â)∗

)>
z x
)

(u f2(a)y)

=
((
f1(â)>

)∗
z x
)

(u f2(a)y)

=
((
f1(â>)

)∗
z x
)

(u f2(a)y)

=
((
f1(â> ⊗ I)∗(z ⊗ u)

) (
I ⊗ f2(a)

)
(x⊗ y)

)

=
(
z ⊗ u

(
f1(â>)⊗ I

)(
I ⊗ f2(a)

)
x⊗ y

)

=
(
z ⊗ u f(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗ y

)
.

Q@Ù®Ü(�±ëÇå ëÕÙêï ØIù�;£õ±ï ö2Ý ùüç
f
öíëÕÛôîßÞ�ûüóDÜG=`Þ îaÝ�ç�W�æ@F ë-tüÝ�ç�ç\Ùéçéï±çéë�åFëGtôÝ�ç�ë2è õ�ûüóôÛôëÕï �£��ÔÖÓ?\8¡Bå»î�æ2Ù����±Ø�=

f
Ô~ {���{�y�{

_ ÎÞ���)��03
�,8�@���)� w `¢ �� ô£ä�é�ê
H
ô
K
o�&Só8ï�ãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)Û?$Yô�è­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ>ôOß�ô£ä�é�ê

(a, b) ∈ GH
p

(â, b̂) ∈
GK xâï Û3ò áeqe$Yè®åzÛ3àeq3ä¨prq3ä ker b = {0} ô ker b̂ = {0} x u Üuõ�è ñÆ$Yô ñÆ$Yè(î�õ�ßNÛ@éSõ3ä+ß�ô£ä Q = |a| ô�ß�ô£ä�é�ê
x, z ∈ K p u ∈ D(Q)

î3ÜuÛ?õ
y ∈ D(Q−1) x¦ï ó@ä±mÉß�ôhÝÞñÆ$YèYÜ¤á3ÚOß�ô£ä*qOðÞÝ@ß<à8é`ñ
ä ϕ, ψ : Γq → C Ú�õ3î3ÜSÛ?$Yô

ϕ(γ) =
(
x⊗ u χ(̂b⊗ b, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y

)
,

ψ(γ) =
(
z ⊗Qu χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Q−1y

)
.

����ÔêÓ2Óo¡

� á3Ú�éSõ?Û3âË­`
ψ(γ) = α(γ)|γ|χ(−1, γ)ϕ(γ)

p
�	` ñ
ä¨v+æçô

x ∈ D(̂b±1)
p
u ∈ D(b±1◦Q±2)

ô
y ∈ D(Q±2)

ó<æúÛ®Ú�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê¶$>îeq�æçôhÚOè�é�ê�à8î%$�o�ôhßNÛ@é`ñÞô
õ�ßNÛ3à8á3Ú�pOå�î

ϕ
ô
ψ
ßNÛGæ�ä*q?ï>ó@î	ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô

S (Γq) xy=�	��z��|{ � 
�Ë­` ��ëÕï±çéØuåFÜ2ú
(a, b) ∈ DH

ç
Q = |a| �J=LÜG=`Þ

(I ⊗Q−it)(−b̂> ⊗ qa−1b)(I ⊗Qit) = q−it(−b̂> ⊗ qa−1b)
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�²Ú%Ü�óDÛôîHÛüØ�ÙéÜ2ÝIùüØ/�²þ±Ôãá-¡S¡ßÔ���ë î Ü2û=óDëÕûüë�å7Ü2ï±çéõÎ� ë ëÕè õ�ûüóôÛôëÕï�Ú(ë�åýÞ�ú�ûüî�ØuæÕënÛurÇå»ï Ü2ï ç®Ü5;£õ±ï ö2Ý ùüç
γ′ 7→

χ(γ′, γ)
ëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ

(I ⊗Q−it)χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)(I ⊗Qit)

= χ(q−it(−b̂> ⊗ qa−1b), γ)

= χ(q−it, γ)χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)

= |γ|−itχ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ).

�£��ÔÖÓÇâ-¡

��ÜG=�ç��ßó ÜG=SÞ-��ú�Ø
Q

ö2ë-=`õ±óDõ�ùüØ î
a
�.ÜaÝ�ëHî�Üaó Þ�=Pç�� îuçéØ

(I ⊗ Qit)
ö2ë-= õ�óDõ�ùüØ î

χ(â> ⊗ I, I ⊗ a)
Ôò�ó�W{�

(
z ⊗Qitu χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Qity

)

=
(
z ⊗ u (I ⊗Q−it)χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a)(I ⊗Qit) x⊗ y

)

=
(
z ⊗ u (I ⊗Q−it)χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)(I ⊗Qit)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗ y

)

= |γ|−it
(
z ⊗ u χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗ y

)

Q4ëÕöíëÕïÑõ�ùSW2ÝwÚ ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï ç®ÜjU ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï ØuæÕëY� ë�Ú õ ï ö�óôõ
t = i

ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ
(
z ⊗Qu χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Q−1y

)

= |γ|
(
z ⊗ u χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗ y

)
.

³.Ü2õ�å7Üíú�=`ÞG�%ú�Ø
χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ) = χ(−1, γ)χ(̂b> ⊗ qa−1b, γ)

= χ(−1, γ)χ(̂b> ⊗ I, γ)χ(I ⊗ qa−1b, γ)

= χ(−1, γ)χ(̂b, γ)> ⊗ χ(qa−1b, γ).

© ëÕúuØ�=`ÞHî�ÜíóDØP='ö2ë2ïÑó Þ�ïÑõ ë�åFÜG¨ Ú Ûüî�Ø�öÑûüîuó Ü�F Ý�Øuï ç®Ü
(
z ⊗Qu χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Q−1y

)

= |γ|χ(−1, γ)
(
z ⊗ u

(
χ(̂b, γ)> ⊗ χ(qa−1b, γ)

)
χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗ y

)

= |γ|χ(−1, γ)
(
χ(̂b, γ)z ⊗ χ(qa−1b, γ)∗u χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗ y

)

= |γ|χ(−1, γ)
(
x⊗ χ(qa−1b, γ)∗u χ(â⊗ I, I ⊗ a) χ(̂b, γ)z ⊗ y

)
,
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�ÖëÓ�
�fXi@Õ�ka
�Ö �2á
æG� î�çêØBå�ëÕû=ó Üíóôï çéØ ùýÛurÇå»ï±ë-tôÝuç0ûüö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜ2Ùéç¢tS=`Þ�îàÙêØ�=LÜíóDõ¥��Ô ��ÔÉQ4Ü2ÙéØ ù

(
z ⊗Qu χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Q−1y

)

= |γ|χ(−1, γ)
(
x⊗ u

(
I ⊗ χ(qa−1b, γ)

)
χ(â⊗ I, I ⊗ a)

(
χ(̂b, γ)⊗ I

)
z ⊗ y

)

= |γ|χ(−1, γ)
(
x⊗ u

(
I ⊗ χ(qa−1b, γ)

)
χ(â⊗ I, I ⊗ a)χ(̂b⊗ I, γ) z ⊗ y

)
.

ø@ÜY=Lë�ÝuÞaÙéØ�=LÜíóôõ5��Ôãá ëÕû=ó Üíóôï çéØBåýÞ�ÛDÜíú�Ø�ï±çéØFùüØ�û=ó@Ûur�å»ï Ø
|γ|χ(−1, γ)

(
x⊗ u

(
I ⊗ χ(qa−1b, γ)

)
χ(̂b⊗ a, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y

)
.

�0ë�Fhr2ú�=`Þ
R = I ⊗ qa−1b

�
S = b̂ ⊗ a

Ô�ø@çéØßóDÛüõJ� ï ë�ûôÚ ÛôÜ�åR�±î�ç�¨{�©ú�Ø�å�r�å Ý�î�Ü2û
(R, S) ∈ DK⊗H

ÔöíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2ÝSîuØ$å»î�ëÕÛüõ¼� þ�Ô«#8¡�=LÜG=`Þ
χ(qa−1b, γ)χ(̂b⊗ a, γ) = χ(R, γ)χ(S, γ)

= α(γ)χ(q−1RS, γ)

= α(γ)χ(̂b⊗ b, γ).

ä»å»î�æÕÙ¢��� ï±ç®ÜÇùSW2ÝBóS�wçéï<;£ëÕÛu=aÜíÝIùu�Bë2óôÛôîßÞ�=`õ�ùüØ�=`Þ
(
z ⊗Qu χ(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Q−1y

)

= α(γ)|γ|χ(−1, γ)
(
x⊗ u χ(̂b⊗ b, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y

)
,

ÝuëLöíë-� ÝuîuÞ�� ë�å�r���Ú õ ï ö�óôõ Ë­`
� 
/��` C@èÑÞSõ Ú Ûüë-tôÝuç�¨��%Ü2Ùéûüî�Ø ÛôëÕîuõJ=Lë�åFÜ2ï çêØG�2ï Ü4Ú(ë�Ý�î�WíóDØuöwõJ� ë�åFë@� ï ç¢=`ÞàöÑÛSr2óôö�ç�ÙéØP=aÜ�ó�ï%Ü�óDõ Û=ÞóôØ�Ý�U ï±çéÝ�îuï ØIùPí

� �@a��±Î w `�ª�� ô£ä�é�ê
f
o�&Só?õ�ô£äÊðÞÝ@ß<à8é`ñPï�ßNÛ R åzÛ3àGï%p!q3ä

t 7→ e±tf(t)
ã�î?â+ô)Û8ó8Û�ãNÜuõ3äSó3ò£Ý?q3ä+ß�ô£ä�ê�î3æ�î l$>î3Ü�mÊéSõ�ßAä~ó@î:î*)GÜuÛGß�ô£éSõ3î3ßAä`ñ1ðÞÝ�ß<à8é`ñÞôcßNÛRã<Û3â�à3Ý {z ∈ C : −1 < Im z < 1} x�� á3Ú�éSõ?Û3â f ∈ S (R) xy=�	��z�� �@l : ÕJi�ÓRQ {CS¯{

f
ùüØ�û=ó»ë�ÝuîuÞÑå»ç�tüÝ�çêØ	;£õ ï ö2Ý ùSW�öÑÙéÜ2ûüÞ

C∞
ï%Ü R ÔÉQBÜ2ÙéØ ù�=LëÕúuØ�=`Þ�åýÞ�ÛDÜ2îuç�¨

fùôÜíö2ë
f(t) = e−tu(t),æG� î�çêØ

u
ùüØ�û=óR;£õ ï ö2Ý ùSWLëÕæ2ÛDÜ2ï çêÝ�îuëÕï�W±Ô�ä*ûüóDÜ2Ù�=`Þ

t0 ∈ R
Ô © Ü{=`Þ

f (k)(t0) =
k!

2πi

∮

|z−t0|= 1
2

f(z) dz

(z − t0)k+1
.

% ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuç
∣∣f (k)(t0)

∣∣ ≤ 2kk! sup
|z−t0|= 1

2

|e−z| sup
|z−t0|= 1

2

|u(z)| ≤ const. · e−t0 ,
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ÜLå»ç��uÝ`å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêØ�Ú�ë�Ý�U ë��±ï Ø
f
��Wíú
W_� ë

0
Ú ÛüîuÞ

t0 → ∞
ûüîuÞ�è(ÝuçéØ ù$ï çêú`ë@�±å»ÛôëíóDï ë-tu¨Y� ë�åFë2Ùéï ØuæÕëå»çéØuÙéë-=�ç®Ü2ïÑõ.Ôö��Ûôî�ØP� ûüóDÜ å»ç®ÜÇùSW2Ý

f
ùôÜ2öíë

f(t) = etw(t)
�@ë2óDÛüîuÞ@=aÜ{=`ÞmóDÜ2öÑçéØ ûDÜG=�ëiî ÜíÝ�U ë�å7Ü2ï±çéØÚ(ë�Ý�U ë@� ï�Þ�Ý�U5� ÙéÜ

t0 → −∞
Ô ~ {���{�y�{

Z�ØuÛDÜ2î�=�ëÕú�ØP=`ÞHÚ ÛüîuÞ�ûüó¤W�Ú ç¢¨�� ëÍ� ë�åFë@� õ
Ú±õ ï ö�óDõ �	` ��ëÕû=ó¤��Ú±õ�ùSW2Ýwó Ü2ö�ûôÜG=�ëBùôÜíö�Ú ÛôîßÞ�åýÞ�Ú Ûôë $å7Ü{� î Ü2ï±çéõHå»î�ëÕÛüõB����ÔÖÓÇâ-¡+�±ë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ
(I ⊗Q−it)χ(̂b⊗ b, γ)(I ⊗Qit) = |γ|−itχ(̂b⊗ b, γ)

� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
γ ∈ Γq

ç.å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
t ∈ R Ô\ò�ó�WG�

(
x⊗Qitu χ(̂b⊗ b, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗Qity

)

= |γ|−it
(
x⊗ u χ(̂b⊗ b, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y

)
= |γ|−itϕ(γ).

¦2Ø�tüÙéç�� ë2ö2ëÕï%Ü{=`ÞHÚ Ûüî�Ø��NF õ úuØ�ï çéÜjU ë2Ùéë-=�ëÕÛüì Ý�î�ï±Ø�æÕëÍ� ë�Ú õ ï±öÑóôõ
t = ±2i

��� ëÕûüóDÜ2ï çêØ�=`Þ
(
x⊗Q±2u χ(̂b⊗ b, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗Q∓2y

)
= |γ|±2ϕ(γ).

��ë@� ûüóDÜ å»ç®ÜÇùSW2Ý
γ = qkqit

ëíóDÛôîßÞ@=aÜG=SÞ
e∓2t Imρ−1

ϕ
(
qkqit

)
=
(
x⊗Q±2u

(
Phase b̂⊗ b

)
|̂b⊗ b|itχ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗Q∓2y

)
.

³mî Ü@F®ëÕú�ØP��ëGåFØuöÑóôëÕÛDÜíÝ�U
x
�
y
ëÕÛDÜíî

u
åýÞ�ï çêö�Ü<�¬ú�Ø

x ⊗ Q±2u ∈ D(̂b ⊗ b)
�\ÜGÝuëlî Ü
ó Þ@=+ç��±î�çéØ

;£õ ï öíÝIùüØ
t 7−→ e∓2t Imρ−1

ϕ
(
qkqit

)
Ú(ë2ûôç®Ü{�%ÜÇùSWHÚ ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï çéØ�U ëÕÙêë-=Lë2Ûüì%Ýuî�ï Ø�ï%Ü�Ú%Ü2ûôØuö {z ∈ C : −1 < Im z < 1} ç¬Ú Ûüî�ØP�cF õ úuØ�ï çêØóDë�ùüØuûüó åeó Þ@= Ú%ÜíûôöÑõ�ëÕæÕÛDÜíï çéÝuî�ëÕï ØíÔ ø4Ü�=�ë�ÝßÞ ÙêØ�=LÜíóDõ¼��Ô«#��§;£õ ï ö2Ý ùüØ

t 7→ ϕ(qkqit)
ï%Ü2ÙêØ�ú
W��±ëÚ ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç

S (R)
� Ý�îßÞ�Ùêç

ϕ ∈ S (Γq)
Ô

³>ØBå»î�ëÕÛüõ
î$Ú õ ï±öÑóôõ Ë­` å»ç¢� î�ç¢=`Þ-� úuØv;£õ ï ö2Ý ùüØ
t 7−→ ψ(qkqit)û¤Wwæ�F£Ü{� öÑçéØ»ëÕÛDÜíîG�Ñú�Ø

t 7→ e±t Imρ−1
ψ(qkqit)

Ú�ëÕûôçéÜG�%ÜÇùSW$ëÕæ2ÛDÜ2ï çêÝ�îuëÕï Ø»Ú ÛôîuØ��cF®õ ú�Øuï çéØsU ëÕÙêë-=�ëÕÛüì%Ýuî�ï Øï%Ü�Ú%Ü2ûüØ�ö {z ∈ C : −1 < Im z < 1} ç4öíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2Ý Ú(ëÕï±ëÇå»ï±çéØGîlÙêØ�=LÜíóDõ¯��Ô«#<�R� ë2ûüó Ü�ùüØ�=`Þ
ψ ∈ S (Γq)

Ô ~ {w��{�y�{
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`� w `²Ë��þ� ô£ä�é�ê

f
ô
g
o�&Só8ïÁî*)GÜuÛGß�ô£éSõ3î3ß�è%$Yô>ðÞÝ@ß<à8é`ñPÛ?$YôDo+î3Ü¤ä+æ�î3Ú�â�à3ô�$YôBßNÛ

Γq xÝ õ�ßNÛ@éSõe$Yè¥ãNÜuõ3äSõ f̂ ô
ĝ
ô£é�ê¯î�óGÚOÜ�î3å)ßAä5å�ÜuÛGß<â`ð
î3ÜÆ$jÛGå�è � î3Ý@ÜÞô£ä+ÜSÛ �

f
ô
g
å)ÜuÛ3à3å�ÝÞñ
ä�$Yè>ñPÛ3à8î¼óGèoâ lå�ÜÞè?o�Ý1é`ñ
ä�å�ä�$­ã�ä+Ü¤î3Ú»ÛGßAävßNÛ

Γq
�?Ô
f(γ) =

∫

Γq

f̂(γ′)χ(γ, γ′) dh(γ′),

g(γ) =

∫

Γq

ĝ(γ′)χ(γ, γ′) dh(γ′).

�£��ÔÖÓ�á8¡



��ÔêÓ P�e1lNkpÕJi � k : Ó���iAÖ§e.��fhÔ�Õ<iAÖ � 
�ÖëÓ�
�fXi@Õ�ka
�Ö �Õÿ

ï Û3ò áeqe$Yètp�q3ä�ó<æúÛ�ãNÜuÛGÚOô£ä�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê γ ∈ Γq

f̂(γ) = α(γ)|γ|χ(−1, γ)ĝ(γ).
�£��ÔÖÓ ð�¡

� å�äSóGè®ó<æúÛ Q î3ÜuÛ?õ
x, z, u, y

åzÛ3à3ô£é�ê�ñPÛ3àÍÚëâ+å)ÚOô£ä+Üuó?õ3ä+ß�ôhÝUT xWV $jÛ?$Yè
(
x⊗ u f (̂b⊗ b, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y

)

=
(
z ⊗Qu g(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Q−1y

)
.

����ÔêÓ�ÿ-¡

y=�	��z��|{ ��ÛôîßÞ�Ú õJtS¨P=`Þ-�0ú�Ø å Ø�ö�óôëÕÛüÞ
x, z, u, y

ûôÚ�Ø3F®ï ç®ÜÇùSW�å7Ü2Ûüõ ï öÑç�î Ú õ ï±öÑóôõ ��` û=ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü
��Ô«!±ÔÊ%XóôØ��±Þ�;£õ ï±ö2ÝIùüØ®�£��ÔÖÓÕÓo¡7ï%Ü2ÙêØ�ú�W�� ëLÚ ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç

S (Γq)
Ô © ëÕú�ØP=`Þ�î ÜíóôØ�=�ö2ë2ÛôîuÞ�û=ó ÜG¨ îàóDØuëÕÛôçêçóôÛDÜ2ï±ûu;£ëÕÛu=aÜíó Þ_V%ëÕõ ÛôçêØ�ÛôÜ±ÔÉ³>ØBå»î�ë2ÛSr�åº�£��ÔêÓÕÓ?¡FçÉ�£��ÔÖÓ�á8¡ åýÞ�ï çêö�Ü<�%ú�Ø

(
x⊗ u f (̂b⊗ b, γ)χ(â⊗ I, I ⊗ a) z ⊗ y

)
=

∫

Γq

f̂(γ′)ϕ(γ′) dh(γ′),

(
z ⊗Qu g(−b̂> ⊗ qa−1b, γ)χ(â> ⊗ I, I ⊗ a) x⊗Q−1y

)
=

∫

Γq

ĝ(γ′)ψ(γ′) dh(γ′).

³�Ú õ±ï ö�óDõ Ë.` ûüó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü¥��ÔI!�ç©ÛSr�å»ï ë-tüÝ�çs����ÔêÓ�ð�¡@ï%Üíó Þ�Ý�UJ=�ç®Üíûüó$åýÞ�ï çéö�Ü<�"úuØ Ú ÛDÜ å Ø�ûüóDÛüëÕï�ÞlÚ�ë $åýÞ�úuûôîuÞ�Ý�U�å»î�ëÕÛur�åeû¤W�Ûur�å»ï ØG�©ÝuëGÚ�ëÕö�Ü2î�õ�ùüØ�Ú ÛôÜ�åR�±î�çêå ë-tu¨b�£��ÔÖÓÇÿ-¡	� ÙéÜ
x, z, u

ç
y
ûôÚ�Ø3F ï±ç®ÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�U

å»ûüÚ(ëG=Lï çéÜ2ï ØBåFÜ2Ûôõ±ï öÑç Ô�QBÜ2ÙéØ ù»î�Ü2õ�å7Ü2úP=`Þ-�9úuØSîuè ç�rÕÛ
D(̂b) ∩D(̂b−1)

ùüØuûüó*æ-��û=ó ÞHå
K
�%ï%Üíóôë-=�ç®Ü2û=óî$ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü�þ±Ôñá åýÞ�ï çêö�Ü<�%ú�ØwÚ Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±çéØ

D(b◦Q2) ∩D(b◦Q−2) ∩D(b−1◦Q2) ∩D(b−1◦Q−2)

ë2ÛDÜ2î
D(Q2) ∩D(Q−2)ûSWBçéû=óDë2óôïÑÞ@=�ç<� îuçéØP� î�çêï%ÜG=�ç�ë@� Ú�ëÇå»çêØ�� ï±çéë	� ÙéÜ

Q
ç
Q−1 ÔO}$îuï%Ü2Ýuî Ü4óDë<�Õú�ØýÛurÇå»ï±ë-tS¨½�£��ÔêÓÇÿG¡0î ÜíÝ�U ë��±î�ç�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U

x ∈ K � z ∈ H � u ∈ D(Q)
ëÕÛDÜ2î

y ∈ D(Q−1)
Ô ~ {���{wy�{

��ÛôîßÞ�Ú(ë-=�ï ç ùu=`Þ_� Øßì%ï çêÝIùu��=Lë@� õ ÙéÜ2Ûôï±Ø�æÕë ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜY= õ ÙÖó Þ�Ú ÙéçêöíÜ�ó Þ�å»ï±Ø�æÕë õ ï±çêó ÜíÛôï ØuæÕëJí
æ �8���±�)����� w `²Ë9Ëcb9d¢���ÂfÜh�� ô£ä�é�ê

H
o�&Só?õ�ô£ä�ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)ïDè­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ x�Ý ã�ä+ÜuÛGå�î3Ük$YÝ�å)è�ãNæçô�àGÛGå�è3ÚOß�èÝ@ß�ôhå£ÛGÜ+ß�è

W ∈ B(H ⊗ H)
ßNÛ?õ�è3Ú»Û?$Yè:=Lë@� õ ÙéÜ2Ûôï�Þ@=�p�ñ
ä¨v+æçô»ô�â+å�ß�ô£ä`ñPï(ó@î�ó8ÛGå�ß�ô£ä¨p�â�Û?$>î?â�ãNÜSõ%&*q3î3ßAä

î�ã�ä+ÜuÛGå�î3ÜÞè
Q
ô
Q̂
ó?õ�ô)Û3òzÛuñPï@é�ä�Ú

H
î3ÜuÛ?õjî�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü½Ý@ß�ôhåzÛGÜÞß�è

W̃ ∈ B(H ⊗H)
å£Û3à3ô£ä¨p�q3ä

kerQ =

ker Q̂ = {0} p
W (Q̂⊗Q)W ∗ = Q̂⊗Q �£��ÔÖÓ�þ8¡

î3ÜuÛ?õ
(x⊗ u W z ⊗ y) =

(
z ⊗Qu W̃ x⊗Q−1y

) ����ÔêÓ?�-¡
ó<æúÛjÚ�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê

x, z ∈ H p u ∈ D(Q)
ô
y =∈ D(Q−1) x
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¤ ���)��03
�,8�����`� w `²Ë@��� ô£ä�é�ê
H
ô
K
o�&Só8ï	ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)Û?$Yô	è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Ûjô±ß�ô£ä�é�ê

(a, b) ∈ GH
p

(â, b̂) ∈
GK xòï Û3ò áeqe$Yètp=q3ä ker b = {0} î3ÜuÛ?õ ker b̂ = {0} ôjî�õ�ßNÛ@éSõe$Yè Q = |a| x � ô£ä�é�ê

V
o�&Só?õ�ô£ä

î�ã�ä+ÜuÛGå î3Ü¤ä�$´ÚAãNÜ¤î3Ú»Û8ó?õ3î3ß�è%$²Ú�õ3î3Ü¤ä�$ ����Ôãþ-¡�ôOß�ô£ä�é�ê
Ṽ = Fq (−b̂> ⊗ qa−1b)∗χ(â> ⊗ I, I ⊗ a).

� á3Ú�éSõ?Û3â�ó<æúÛ�Ú�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê x, z ∈ K p y ∈ D(Q−1)
î3ÜuÛ?õ

u ∈ D(Q)
$jÛ?$Yè

(x⊗ u V z ⊗ y) =
(
z ⊗Qu Ṽ x⊗Q−1y

)
.

y=�	��z���{ ³.Ü2ûüóôëÕûôõ�ùüØP=`Þ�ûüó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±çéØÍ��ÔÖÓ?\j� ë�;£õ ï±ö2ÝIùüç
f = Fq

ç
g = Fq

Ô © õ ûüç�=`Þ ûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨{�ú�ØwûôÚ�Ø3F®ï çéë2ï Ø$û¤W�î Ü@F®ëÕú�Øuï ç®Ü û=ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü���ÔÖÓ?\±Ô§% ï çéë2ûôØ�öHÿ�Ô â2â�=�r�å»ç"ï%ÜG=¥� úuØ
f̂(γ) = −Fq (−q

2)

2πρ

χ(−q−2, γ)γ

(1− γ)Fq (−q2γ)
.

��ëÕï±çéØuåFÜ2ú
g = f

��=LÜG=`Þ
ĝ(γ) = f̂(γ−1) = −Fq (−q

2)−1

2πρ

χ(−q−2, γ)(1− γ−1)

Fq (−q2γ−1)γ

�²ûüö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜ2Ùéç¢tS=`Þ�î¥;²Ü2ö�óDõ��7úuØ
χ(γ′, γ−1) = χ(γ′, γ)−1 ëÕÛDÜíî�î�óDØ�æ2ëJ�7ú�Ø¥;£õ ï öíÝIùüØ Fq ç

χ
=aÜÇùSWå7ÜíÛüóDëGtôÝ�ç.å

S1 ¡ßÔ�}Bè ÙéçêÝ�î�ÜG=`Þ
ĝ(γ)

f̂(γ)
= Fq (−q2)−2 ρ

ρ

1− γ
γ − 1

Fq (−q2γ)Fq (−q2γ−1) γ−1

ò�óDë2ûôõ�ùSW2ÝwöíëÕÙéØ ùüï ë å»î�ëÕÛ=Þ/� ÿ�ÔÖÓ?#8¡Þ��� ÿ�Ôãá±Ó?¡+��� ÿ�ÔêÓ
\8¡+��� ÿ�Ô«�-¡FëÕÛDÜíîj� ÿ�ÔI#8¡Fë2óôÛôîuÞ@= õÇùüØ�=`Þ
ĝ(γ)

f̂(γ)
= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Fq (−γ)Fq (−q2γ−1) γ−1

= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Cqα(−q−1γ) γ−1

= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Cqα(−q−1)α(γ)

α(−q−1γ)

α(−q−1)α(γ)
γ−1

= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Cqα(−q−1)α(γ)χ(−q−1, γ) γ−1

= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Cqα(−q−1)α(γ)

1

(χ(−q, γ) γ

= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Cqα(−q−1)α(γ)

1

χ(q, γ)γχ(−1, γ)

= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Cqα(−q−1)α(γ)

1

(Phase γ) γχ(−1, γ)

= −Fq (−q2)−2 ρ

ρ
Cqα(−q−1)

1

α(γ)|γ|χ(−1, γ)
.
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�0ë��±ûüó Ü å»çéÜÇùSW2Ý
γ = −1

å Øwå»îuëÕÛôîuØ_� ÿ�Ôñá±Óo¡Fç"ö2ë2ÛôîuÞ�û=ó ÜÇùSW2ÝàÚ�ëÕï ë�å»ï çéØ$î�� ÿ�Ô â{\8¡�� ëÕû=ó ÜÇùüØP=`Þ
Cqα(−q−1) = Fq (−1)Fq (−q2) =

−ρ
ρ
Fq (−q2)2,

Ü û=ó�WG�
f̂(γ) = α(γ)|γ|χ(−1, γ)ĝ(γ).Z0Ø�ÛôÜ2îwï%Ü2ûüî Ü óDØ�î�Ü�åýÞ�ï çêö�Ü�îuØàû=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ>��ÔÖÓ?\±Ô ~ {���{wy�{

Ìö���)��Í���M w ` Ë�Ò Ý ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü W ó8ÛGß�è�ãNÜSõ3äSõ�Ú�õ3á3Ü½����Ôñð8¡Éñ
ä�â+å�$>î�óGÝ@æúÛGÜÞß�ès$�î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü¤ä�$ $YÝ�æçå)èÞãNæçô làGÛGå)è3ÚOß�ès$ Ý@ß�ôhåzÛGÜÞß�è%$ xy=�	��z��|{ % çêØ�=`ÞG�2ú�Ø
W

ùüØ�ûüó�ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛüØ�=×= õ ÙÖó Þ�Ú±Ùéçéö�Üíó ÞÑå»ï�Þ@=Áõ ï çêóDÜ2Ûôï�Þ@= �£å»ï çêëÕûôØuö½��Ôãþ-¡ßÔ±QBÜ $ÙêØIùLÚ�ë��±ûüó Ü å»çéÜÇùSW2Ý
K = H

�
â = b−1 ç

b̂ = b−1a
å�ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±çéõÏ��ÔÖÓÇâ|� ë2ûüó Ü�ùüØ�=`ÞmëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛõ±ï çêóDÜ2Ûôï�Þ

W̃ ∈ B(H ⊗ H)
çÉ� ë@�%Üíóôï ç£�CûôÜG=Lë2ûôÚ Ûüî���úuëÕï�Þ ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛ

Q
� î�çéÜ@F£ÜÇùSWíÝuÞGå

H
ó Ü2öÑç��0úuØ

kerQ = {0} ç î�Ü2Ý�U ë@� î�ç å»îPrÕÛs�£��ÔÖÓo�-¡ÃÔ§�0ëÕî�ëÕû=ó ÜÇùüØýå»ûüöíÜíî ÜG¨R� ë@�%Üíóôï ç£�ÕûôÜG=�ëÕûôÚ Ûüî��uú�ëÕï�Þ�ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ
Q̂�±î�ç®Ü�F£ÜÇùSW2ÝßÞHå

H
ó Ü2öÑç£�%úuØ

ker Q̂ = {0} ç0ûüÚ(ØoF ï çêëÕï�Þ`ùüØ�û=óBîuå»ç�W2î�Øuö/�£��ÔÖÓ�þ8¡ÃÔ ª ë2ÛôîuÞ�û=ó ÜÇùSW2ÝSîSÛüØ�ÙéÜ2ÝIùüç�²þ±Ôñá8¡`ï çéØßóDÛüõJ� ï ë ûôÚ±ÛDÜ åR� î�ç¢¨G�\ú�Ø ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ
Q̂ = |b| ûôÚ�Ø3F ï±ç®ÜGå»ûôîßÞ�û=óDöÑçéØ�Ú�ëÇåýÞ�úuûôî�Ø åýÞ@=aÜíæ�Ü2ï çéÜ±Ô~ {���{�y�{

M �¤¾ û´�~� |���}.| þ.vCt À |$x±Å��_þpÅ � �Hsu| s 5 Ñ �Hz:�9} � þ �°� ��}.| � � �
ø*çéï çêØIùüûüîuÞ�Ú�ë@� ÛôëÕîP� î�çéÜ@F0Ú�ë-tüå»ç¢��Ý�ë2ïÑÞàùüØ�ûüó*Ú Ûüî�ØP� ûüóDÜ�å»çêØ�ï çêõ5� ë�å ë��<rÇå ï%Ü2û=ó¤��Ú±õ�ùSW2ÝuÞ�Ý�U
ó å»çêØ�Ûu� î�ØP��í
¤ �>�`��03
�,8�@���)� w ` Ë87�� ô£ä�é�ê

H
o�&Só?õ�ô£äRãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)ï�è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û%p

T
î�ã�ä+ÜSÛGå�î3Ü¤ä�$ ßAî3ÜÆ$jÛGæçß�è%$ Ú

Hå£Û3à3ô�$=pWq3ä
SpT ⊂ Γq

ô�ß�ô£ä�é�ê
A ⊂ B(H)

o�&Só?õ�ô£ä�ß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßNï
C∗ l ã�î�ó8ÛGæn)@äeo�Üuï xk� á3Ú�éSõ?Û3âßNÛ3â+åÜ&�ãNÝÞñPï@é�ä�Ú»ÛGÜÞÝ�ß<à3ô±â�ï>Ü¤á3ÚOßAî3Ú»Ûtq�ßAä

Ë­`=® æúÛ¥àGÛtq?ó@ä')@î
γ ∈ Γq

î�ã�ä+ÜuÛGå î3ÜÍÝ@ß�ôhåzÛGÜÞß�è Fq (γT )
ßNÛGæ�ä*q�è�ó@îYãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô

M(A)
p�Û�ã�î3ßNÛ8óGå�î

î�óGÚ�õ3î3Ü�î3Ú»ÛGß�ô£ä
Γq 3 γ 7−→ Fq (γT ) ∈M(A)ñ
ä�â+åRé+ô)ït)3ò ä�Ú å�î�ã�î3æ�î*)Gôhô±â+å)ÜÞô£é+å�X

�	` î�ã�ä+ÜuÛGå�î3Ü
T
ñ
ä�â+åOâ+å�î3Ú»ÛGÜSõ�è?âSõ3î3ß�è½õ

A x¤ �>�`��03
�,8�@���)� w ` Ë@K�� ô£ä�é�ê
H

o�&Só?õ�ô£äRãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)ï�è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û%p
T
î�ã�ä+ÜSÛGå�î3Ü¤ä�$ ßAî3ÜÆ$jÛGæçß�è%$ Ú

Hå£Û3à3ô�$=p�q3ä
ker T = {0} î3ÜuÛ?õ SpT ⊂ Γq

ô­ß�ô£ä�é�ê
A ⊂ B(H)

o�&Só?õ�ô£ä®ß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßNï
C∗ lã�î�ó8ÛGæn)@äeo�Üuï x�� á3Ú�éSõ?Û3â�ßNÛ3â+åÜ&�ãNÝÞñPï@é�ä�Ú»ÛGÜÞÝ�ß<à3ô±â�ï>Ü¤á3ÚOßAî3Ú»Ûtq�ßAäË­`=® æúÛ®àGÛtq?ó@ä')@î

γ ∈ Γq
î�ã�ä+ÜuÛGå�î3ÜÍÝ�ß�ôhå£ÛGÜÞß�è

χ(T, γ)
ßNÛGæ�ä*q�è(ó@îYãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô

M(A)
p�Ûjã�î3ßNÛ8óGå�î

î�óGÚ�õ3î3Ü�î3Ú»ÛGß�ô£ä
Γq 3 γ 7−→ χ(T, γ) ∈M(A)ñ
ä�â+åRé+ô)ït)3ò ä�Ú å�î�ã�î3æ�î*)Gôhô±â+å)ÜÞô£é+å�X
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�	` î�ã�ä+ÜuÛGå î3ÜÞè
T
ô
T−1 â�ïjâ+å î3Ú»ÛGÜuõ�è?âSõ3î3ßAä¬õ A xø4Ü Ú(ë�Ý�î�WíóDØuö�õJ� ë�å ë��±ï ç�=`Þ�Ú ÛôëÕû=ó ÞHÙéØP=aÜ�ó Ô

� �@a���Î w `²Ë@]�� ô£ä�é�ê
A
ô
B
o�&Só8ï

C∗ l ÛGæn)@äeo�ÜuÛ?$Yôsô­ß�ô£ä�é�ê π ∈ Mor(B,A) x � á3Ú�éSõ?Û3â>Ü�î�õ+âSõ3ä lÜuõ3ä+ß�ô£ä
π
ó@î ∗ l ê�î%$>î%$>î3Ü�m±õe$YÝ M(B) → M(A)

ñ
ä�â+åjé+ô)ït)3ò ä(Ú å î�ã�î3æ�î*)Gôhô	â+å)ÜÞô£é+å:ßNÛbõto�ô£î3ÜSÛ@é�ê
î*)GÜuÛGß�ô£éSõ3î3ß�è�é�ê xy=�	��z���{ ø@çéØuÝ�U

(tλ)λ∈Λ
èc�P� î�çêØ�ëÕæ2ÛDÜ2ï çêÝ�îuëÕï�Þ�= ÝuçXWÑæÕçéØP= õ ëÕæ-r2Ùéï çêëÕï�Þ�= Ø�ÙéØP=LØuï�ó¤r�å

M(B)î�è çêØ�úuïÑÞ@= åhóôëÕÚ(ë2ÙéëÕæÕçêçwûüóDÛüçéÝßó°� ë
t ∈ M(B)

Ô % Þ�è çêØ�Ûüî�=`Þ
x ∈ A

Ô © ÜG=`Þ Ú(ëÕö�Ü2î�ÜG¨G�Sú�Ø
π(tλ)x −−→

λ∈Λ
π(t)x

å
A
Ô�ä*ûüó ÜíÙ�=`Þ

ε > 0
ç±åFØPµ�=`Þ

b ∈ B ëÕÛôÜ2î
a ∈ A óDÜ2öÑçéØ{��ú�Ø ‖ϕ(b)a−x‖ < ε

Ô
QBÜ2ÙêØIù7õ ûüóDÜ2Ù�=`Þ

λ0 ∈ Λ
óDÜ2öÑçéØ{� ú�Ø�� ÙéÜ å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

λ ≥ λ0
=LÜG=`Þ ‖tλb− tb‖ < ‖a‖−1ε

ÔO%XóôØ��±Þ
‖π(tλ)π(b)a− π(t)π(b)a‖ = ‖π(tλb)a− π(tb)a‖

≤ ‖π(tλb)− π(tb)‖‖a‖
≤ ‖tλb− tb‖‖a‖ < ε,

æ-�±Þ�ú$ï ëÕÛu=aÜ ∗ $ U ë-=�ë-=�ëÕÛüì î�= õ
C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè Û0ùüØuûüó»î Ü å»ûüî�Øàï çéØ4å»ç¢��öÑûôî�Ü�ï±çéú ÓÕÔÉQ@Ù®Ü`ó Üíö�çêÝ�U

λ
=LÜG=`Þ

‖π(tλ)x− π(t)x‖ ≤ ‖π(tλ)x− π(t)π(b)a‖
+‖π(tλ)π(b)a− π(t)π(b)a‖
+‖π(t)π(b)a− π(t)x‖

≤ sup
λ∈Λ
‖π(tλ)‖‖x− π(b)a‖

+‖π(tλ)π(b)a− π(t)π(b)a‖
+‖π(t)‖‖x− π(b)a‖

≤
(
2 sup
λ∈Λ
‖tλ‖+ 1

)
ε,

Ý�ë�Ú ÛüîuÞ�� ë�å ëÕÙéï ëGtôÝ�ç
x
ç
ε
Ú�ëÕö�Ü2îuõ�ùüØG�%úuØ

π(tλ) −−→
λ∈Λ

π(t)

å óôëÕÚ(ë2ÙéëÕæÕçêç9ûüóDÛüçéÝßó Ô ~ {w��{�y�{
Z0å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü(��ÔêÓ�ð�ç���ÔÖÓÇÿ�û¤W�è%Ü2ÛS�±î�ë
Ú�ë@� ëÕè ï Ø�ç¬çéÝ�U/� ë�å ë��±ÞlåýÞ�öíëÕÛôîßÞ�û=óDõ�ùSW
óôë�ûôÜG=�ë�ÛüëÕî�õ $=Lë�åFÜ2ï çêØ2Ô×¦2ØuûüóHëÕï±ëiëÕÚ%Ü2Û=óDØ
ï Ü�Ú(ë�ùu�uÝ�çêõ

C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=Þ�æ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï ØIù�Ú ÛôîuØ�îGö�åFÜ2ï�óDë�å�W�Ûüë�� îuçéïJ�ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå ûüóôë�å7Ü2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ�Ý�U�í
æ ������������� w `²Ë w bedú�1 Ifih�� ô£ä�é�ê

B
ô
C
o�&Só8ï

C∗ l ÛGæn)@äeo�ÜuÛ?$Yô�ô�ß�ô£ä�é�ê F o�&Só?õ�ô£ä�ä+æ�ä�$>ä+ß�å ä�$·â+å�î3Ú»Û lÜuõ�èoâSõ3î3ß�è%$÷õ
C⊗B x u î3ÚOô£ä�$YèVpÌq3ä F )@ä+ßAä+Ü+ÝÞñ
ä

B
ñ
ä¨v+æçôpó<æúÛ:ó@î3Ú�î3æçßAä`ñ�ß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßAä`ñ»Ü�ä�ãNÜ¤ä lõ3ä+ß�åzÛ@é`ñÞô

π
ÛGæn)@äeo�ÜÞè

B
Ú°ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô	è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û

H
ô�ó@î3Ú�î3æçßAä`ñRß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßAä`ñ

C∗ l ã�î�ó8ÛGæn)@äeo�ÜÞè
A ⊂ B(H)

$jÛ?$Yè
((

(id⊗ π)F
)
η (C ⊗ A)

)
=⇒

(
π ∈ Mor(B,A)

)
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q»ëÕîuåFÜ2úP=`Þ Ú ÛôîuØ�=�çéØuï ï�W�Ü2Ùéæ2Ø�è Ûu�
C∞(Γq)

ÔÉV%õ ï ö2Ý ùôÜj��å�r�Ý�U
îP=LçêØ�ï ï�Þ�Ý�U
Γq × Γq 3 (γ, γ′) 7−→ Fq (γγ′) ∈ S1

ùüØuûüó*Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP=
M
(
C∞(Γq)⊗ C∞(Γq)

) ÔÉ��ÛôîuÞ ùu=�ç ùu=`ÞaëÕî�ï Ü2Ý�îuØ�ï çêØ
F (γ, γ′) = Fq (γγ′)._ ÎÞ���)��03
�,8�@���)� w `²Ë� ZY æn)@äeo�ÜuÛ

C∞(Γq)
ñ
ä�â+å�)@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßNÛjãNÜuõ3äSõ_à3Ú»ÛGß�å�î3Ú»ï5Ü¤î�ó?õ�ôhß¯&�ä+æ�ä�$>ä+ß�å á3Ú

â+å�î3Ú»ÛGÜuõ�èoâSõ3î3ß�è8é�ê
F ∈M

(
C∞(Γq)⊗ C∞(Γq)

) xy=�	��z��|{ ò�öíëÕÛôë
F ∈M

(
C∞(Γq)⊗ C∞(Γq)

) �%ë@�±å»î�ë2Ûôë�å7Üíï çéØ
Γq 3 γ 7−→ F (γ, ·) ∈M

(
C∞(Γq)

)

ùüØuûüó�ÝuçXWÑæ�F Ø�åpóôëÕÚ(ë2ÙéëÕæÕçêç¬ûüóDÛüçéÝßó¥�²Ú%Ü�óDÛôî��ãâG!��\ò�Ø�Ýßó Ô\â3 X¡ßÔb% ûôî�Ýuî�Øuæ-rÕÙéï±ë-tôÝuç~� Ù®Ü5�±ëÇå ëÕÙêï ØIù�;£õ ï öíÝIùüç
ϕ ∈ L1(Γq)

=Lë2ú�Ø�=SÞHÛôëÕîßå7Üíú ÜG¨wÝ Ü�F öG�
∫

Γq

F (γ, ·)ϕ(γ) dh(γ) ∈M
(
C∞(Γq)

)
.

ª ëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2Ý�î�ÜíûüÞ@=LÚ�óDë2ó Þ�Ý�îuï Ø�æ2ëlî Ü2Ý�U ë�åFÜ2ï çéÜ Fq (γ) ' α(q−1γ)
ï çêØuóôÛôõJ� ï±ë�ùüØ�û=ó åýÞ�ö�Ü2î ÜG¨{�©ú�Ø

;£õ±ï ö2Ý ùôÜ
Fϕ : Γq 3 γ′ 7−→

∫

Γq

F (γ, γ′)ϕ(γ) dh(γ)
�£��ÔÖÓ?!8¡

ï Ü2ÙéØuúuÞ½� ë
C∞(Γq)

Ô§�0ëÕö�Ü2ú�ØP=`Þ-��úuØ7Ûôë@� îuçéï%Ü¬;£õ±ï ö2Ý ùüç {F (γ, ·)}γ∈Γq

Ûôë2î�� îuçéØ�ÙéÜ4Ú õ ï±öÑó Þ
Γq
Ô�� û=óDë2óôï çéØ{í

Ú±ÛôîuÞ�Ú õ<tS¨�=SÞ-��ú�Ø�� Ù®Ü Ú�Øuå»ï�Þ�Ý�U
γ1, γ2 ∈ Γq

=aÜ{=`Þ
F (γ, γ1) = F (γ, γ2)

�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
γ ∈ Γq

Ô»}Bîuï%Ü2Ý�î�Ü�óôëJ�%ú�Ø
Fq (γγ1) = Fq (γγ2)

����ÔêÓ
#8¡
�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq
Ô§% ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuç�� Ù®Ü

γ = qq−it
�
t ∈ R ¡~=LÜG=`Þ

Fq qγ1(t) = Fq (qqitγ1) = Fq (qqitγ2) = Fq qγ2(t)

�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
t ∈ R Ô»Q4ëÕö2ë2ï�õÇùSW2Ý`Ú Ûüî�ØP�cF õ úuØ�ï çéÜjU±ëÕÙéë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï Ø�æÕëÍ� ë�Ú õ±ï ö�óDõ

t = −i ç"öíëÕÛôîßÞ $û=ó ÜÇùSWíÝàî�� ÿ�Ô â�Óo¡Fë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ
(1 + γ1)Fq (γ1) = (1 + γ2)Fq (γ2),

ÝuëLï ÜÍ=�ë�ÝuÞb����ÔÖÓ?#8¡FëÕîuï%Ü2Ý�î�Ü<�%ú�Ø
γ1 = γ2

Ô
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az + b E

% Þ�ï çêöíÜ ûüó�W{���ýú�ØGÛüë��±î�çéï Ü/;£õ ï öíÝIùüç {Fϕ : ϕ ∈ L1(Γq)}
óDÜ2öÑú�ØGÛüëÕî�� îuçéØuÙ®Ü Ú±õ ï ö�ó Þ

Γq
� åýÞ $ûüóDÜ2ÛôÝuîuÞ Ûôë2îuåFÜ2ú ÜG¨�;£õ ï öíÝIùüØàÚ ÛôîßÞ�è Ùéçêú ÜÇùSW2ÝuØ�=LçéÜ2ÛüÞaûôöÑõ Ú çêëÕï Øwï%Ü�Ú(ë�ùüØP�±Þ�ï Ý�îßÞ�Ý�UlÚ õ ï ö�ó ÜíÝ�U

γ ∈ Γq
Ôø4Üv=�ë�ÝßÞSó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Üàò�óDë2ï Ø?>ñÜ $ % Ø�çêØ�ÛüûüóDÛôÜ2ûôûôÜàî�Ü2ûüóôëÕûôë�åFÜ2ï ØuæÕë½�±ë7ùüØP� ï ëÕÚ±õ ï ö�óDë�å Ø�æÕëSõ îuåFÜ2ÛôÝuØ�ï çéÜÚ ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç

Γq
� ∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛDÜ æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï%Ü�Ú ÛôîuØ�îv;£õ ï öíÝIùüØàÚ(ë2ûüó ÜíÝ�ç»�£��ÔêÓ?!-¡CùüØ�ûüó*æ-�uûüóDÜ å

C∞(Γq)
Ô

q*ëÕîßå7Üíú�=`Þ�óDØuÛDÜ2îBÚ±Ûôî�ØuûüóôÛôî�ØP�5"*çéÙêè(ØuÛüó Ü
H

ç>ÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�ó Ü2Ý ùu�
π ∈ Mor

(
C∞(Γq),K(H)

) ÔÉ��ÛôîßÞ $Ú õJtu¨�=`ÞG�%ú�Ø�� Ù®Ü Ú�Øuå»ï Ø ù»ï çêØ�îP� Ø�æÕØuï Ø�Ûüë�å7Ü2ï±ØIù
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ A ⊂ B(H)

=LÜG=`Þ
(
(id⊗ π)F

)
∈ M

(
C∞(Γq)⊗ A

)
.

óDîuï.Ô (
(id⊗π)F

) ùüØuûüó§;£õ ï±ö2ÝIùSWBï Ü
Γq

ë4åFÜ2Ûüóôë-tôÝuç®Ü2Ý�U å
M(A)

�ÕÝ�ç�W�æ@F`Wýå�óôëÕÚ�ëÕÙéëÕæ2çéçÕû=óDÛôçêÝuó�Ô§V%õ ï öíÝIùôÜó ÜY�%Ü2ï Ü4ùüØuûüó*Ú Ûüî�Ø�î
Γq 3 γ 7−→ π

(
F (γ, ·)

)
∈M(A)Q4Ù®Ü

ϕ ∈ L1(Γq)
ëÕî�ï%ÜíÝ�î�=SÞ_;£õ ï öíÝIùüëÕï%Ü�F

C∞(Γq) 3 f 7−→
∫

Γq

f(γ)ϕ(γ) dh(γ)

ûüÞ@= è�ëÕÙéØP=
ωϕ

Ô§%¯r�åFÝuî Ü2û
π(Fϕ) = π

(
(ωϕ ⊗ id)F

)
= (ωϕ ⊗ id)

(
(id⊗ π)F

)
∈M(A) .

��ëÕï±çéØuåFÜ2ú ∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ�æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï%ÜlÚ Ûüî�Øuî�ØuÙéØP=LØuïÑó Þ {Fϕ : ϕ ∈ L1(Γq)}
ùüØuûüó æG��ûüóDÜGå

C∞(Γq)
�å»ç�� îuç�=`ÞG�±úuØ

π
(
C∞(Γq)

)
⊂M(A)

��ëÕîuëÕûüóDÜÇùüØ åýÞ�öíÜíî ÜG¨{�0úuØ�î�è ç¢rÕÛ
π
(
C∞(Γq)

)
A
ùüØ�û=ówÙéçêï çéë�å ëHæ-��û=ó ÞGå

A
Ô:% Þ�öíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü{=`Þb� ëHóDØuæÕë

;²Ü2ö�ó
�©úuØ
F

ùüØ�û=ó õ ï çÖó Ü2ÛüïÑÞ@=ÉØ�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP=
M
(
C∞(Γq)⊗ C∞(Γq)

) Ô¥% Þ�ï çêö�Ü
ûüó¤WG���©úuØ
(id ⊗ π)FùüØ�û=ó@õ±ï çêóDÜ2Ûôï�Þ@=�ØuÙéØ�=�Ø�ï�óôØ�=

M
(
C∞(Γq)⊗ A

) ÔO% ûôî�Ýuî�Øuæ-rÕÙéï±ë-tôÝuç0îuè ç�r2Û
{(

(id⊗ π)F
)
(f ⊗ x) : f ∈ C∞(Γq), x ∈ A

} �£��ÔãâG\8¡
ùüØ�û=ó�Ùéçêï çéë�å ë æG��ûüó Þ�å

C∞(Γq) ⊗ A
Ô÷³.ÜíõÑåFÜ2úP=`Þë� Ü2ÙéØ ùP�7ú�Ø��±Ù®Ü|�±ëÇå ëÕÙêï Ø�æÕë/;£õ ï öíÝIùüëÕï%Ü�F õ

ω ∈
C∞(Γq)

∗ =aÜ{=`Þ
(ω ⊗ id)

[(
(id⊗ π)F

)
(f ⊗ x)

]
= π

[
(ω ⊗ id)

(
F (f ⊗ I)

)]
x.

% ûüî�Ýuî�Ø�æGrÕÙéï ëGtôÝ�ç�� ÙéÜ
ϕ ∈ L1(Γq)

(ωϕ ⊗ id)
[(

(id⊗ π)F
)
(f ⊗ x)

]
= π

[
(ωfϕ ⊗ id)F

]
x ∈ π

(
C∞(Γq)

)
A.

Q4Ù®ÜÌ�%Ü2ï±Ø�æÕë
y ∈ A

å Ø�µP=`Þ Ý�çXWÑæ
(qn)n∈N

ö2ë-=`è çéï%ÜíÝIùüçwÙéçêï çéë�åýÞ�Ý�U ØuÙéØP=LØuïÑóSr�åÉî�è çêëÕÛôõö�£��ÔãâG\8¡î�è çêØ�úuïÑÞB� ë
I ⊗ y

ëÕÛôÜ2îHõ ï ë2ÛS=�ëÇåFÜ2ï�W��»�±ë��%Ü�óDï ç�W(;£õ ï öíÝIùu�
ϕ ∈ L1(Γq)

Ô�%XóôØ��±ÞiÝuçXWÑæGØ�ÙêØ�=�Ø�ï $ó¤r�å
(ωϕ ⊗ id)(qn) ∈ π

(
C∞(Γq)

)
A
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�fXÕÆf!�<Ó�
�Ô�n� �lbgoeNl1n� +Õ���
±l !±Ó
ùüØuûüó*î�è±çéØ�úuï�Þ�� ë

y
� ÝuëLÚ�ëÕö�Ü2îuõ�ùüØG�±ú�Ø

π ∈ Mor
(
C∞(Γq), A

) Ô ~ {���{wy�{
© ë2ú�Ø�=SÞHóDØ�ÛôÜ2îwõJ� ë�å ë�� ï±ç�¨Bó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ½��ÔêÓ�ð Ôy=�	��z�� i � fhl1k ��� l.
�fXÕ4Q {-[�\	{ Q@Ù®Ü

f0 ∈ C∞(Γq)
ï çéØuÝ�U

π(f0) = f0(T ).

%¯r�å Ý�î�Ü2û
π
ùüØ�ûüó ï çêØ�î��±Ø�æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï�WSÛôØ�Ú±ÛôØ�îuØ�ï�ó ÜíÝIùSW

C∞(Γq)
å
H
��ó²ùuÔ

π ∈ Mor
(
C∞(Γq),K(H)

) Ô
V%õ ï±ö2ÝIùôÜ óDë2ú�ûDÜ{=Lë-tüÝ�çêëÇåFÜ

f(γ) = γ
�±Ù®Ü`å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U

γ ∈ Γq
�íùüØ�û=ó»Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP='ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ�=/î

C∞(Γq)
çp=LÜG=`Þ

π(f) = T.
�£��Ôãâ�Óo¡

D Ë­` ⇒ �	` E ×Fç�W�æ�F®ë-tS¨4ç"ëÕæÕÛDÜíï çéÝuî�ëÕï ëGtS¨$ë@�±å»î�ëÕÛüë�å7Ü2ï±ç®Ü
Γq 3 γ 7−→ Fq (γT ) ∈M(A)

ë2î�ï%Ü2Ýuî ÜÍ� ëÕöJF£Ü{� ï çéØBó Þ�ÙêØG�%ú�Ø
(id⊗ π)F ∈M

(
C∞(Γq)⊗ A

)
,

æG� î�çêØ
F
ùüØ�û=óCØ�ÙéØP=LØuï�óDØ�=

M
(
C∞(Γq)⊗ C∞(Γq)

) î��±Øuì%ï çêë�å7Ü2ï�Þ@=�åB�±ëÇå ë@� î�çêØ�ûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ­��ÔêÓ?!�Ô
�0ëÕï çêØuåFÜ2ú

F
æÕØ�ï ØuÛôõ�ùüØàÜ2ÙêæÕØ�è±ÛS�

C∞(Γq)
�J=LÜG=`Þ

π ∈ Mor
(
C∞(Γq), A

) ç"ï%ÜY=Lë�ÝuÞ/����Ôãâ�Óo¡+�
T = π(f) η A.

D Ë­` ⇐ ��` E C4ÙêæÕØ�è ÛôÜ C∞(Γq)
ùüØuûüó4æÕØ�ï ØuÛôë�åFÜ2ï%Ü�Ú Ûüî�Ø�î`Ø�ÙéØP=LØuï�ó

f η C∞(Γq)
��æ-� îuçéØ

f(γ) = γ�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
γ ∈ Γq

Ô»¦2ØPtôÙêç.å»ç���Ý
π(f) = T η A,óôë

π ∈ Mor
(
C∞(Γq), A

) Ô\ø@çéØßóDÛüõJ� ï ë�ûôç¢�$Ú ÛôîuØ�öíëÕï%ÜG¨{��úuØ½�±Ù®Ü
γ → γ0

å
Γq
�J;£õ ï öíÝIùüØ

Γq 3 γ′ 7−→ Fq (γγ′) ∈ C
ó å ëÕÛüî
W�ëÕæÕÛDÜíï çéÝuî�ëÕï�ÞHÝuçXWÑæ î�è çêØ�ú�ï�Þ ï çêØ�=LÜ2ÙÑùüØP� ï ëÕû=ó ÜÇùüï±çéØ�� ë

Γq 3 γ′ 7−→ Fq (γ0γ
′) ∈ C.

Q@Ù®Ü�;£õ ï±ö2ÝIùüç�ë2æÕÛDÜ2ï±çéÝ�îuëÕï�Þ�Ý�U îuè çéØuú�ï ëGtS¨ ï çêØ�=LÜ2Ù%ùüØP� ï ëÕû=ó ÜÇùüï Ü�Ú(ëÕöÑÛ=Þ�åFÜHûôç¢� î�Ø îuè çéØuú�ï ë-tüÝ�ç�Waå�óôë $Ú�ëÕÙêëÕæÕçéç%û=óDÛüçéÝuó��±Üàå»ç���Ý@ï%Ü�=�ë�ÝßÞ�ÙéØ�=LÜíóôõ®��ÔÖÓ�þ<��î�è çêØ�úuï ë-tS¨@ó Ü`ï%Ü{�%Ü2ÙN=aÜ�=LçêØIùüûôÝuØ4Ú�ë`î�Ü2ûüóôëÕûôë�åFÜ2ï çéõ
=�ëÕÛ=ì%î�= õ

π
ÔO� ï±ïÑÞ@=�ç"û+F®ëÇåýÞ ë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéØ

Γq 3 γ 7−→ Fq (γT ) ∈M(A)

ùüØuûüó*Ý�ç�W�æ@F Ø4å óDëÕÚ�ëÕÙéë2æÕçéç�ûüóôÛôçéÝßó Ô ~ {���{wy�{
³.Ü2ï±ç�=�Ú±ÛôîuÞ�û=ó�WÑÚ ç�=`Þ>� ëj� ë�åFë@� õ ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü���ÔÖÓÇÿ�� î�ÜÇùu=�çéØ�=SÞaûüç��v;£õ ï öíÝIùSW

Γq × Γq 3 (γ, γ′) 7−→ χ(γ, γ′) ∈ S1.
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az + b E

V%õ ï ö2Ý ùôÜ
χ
ùüØuûüó�ØuÙéØ�=�Ø�ï�óôØ�=

M(C∞(Γq)⊗ C∞(Γq))
Ô±% Þ�ÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�óDõ�ùu=SÞ�Ü2ÙéæÕØuè ÛS�

C∞(Γq)
å�Ú Ûüî�Ø $ûüóôÛôî�Øuï ç@"@çêÙéè�Ø�ÛüóDÜ

H = L2(Γq)
Ú Ûüî�Ø�î\ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ=Þv=�ï ëÕú�Øuï ç®Ü�Ô�%XóôØ��±Þ

χ
ùüØuûüó�õ ï çÖó Ü2ÛüïÑÞ@=�ØuÙéØP=LØuïÑóôØ�=

B(H ⊗H)
Ô»³.ÜíõÑåFÜ2úP=`Þ-�%úuØ7ùüØPtôÙêç.î�� Øßì%ï çêõ�ùüØ�=`Þ

U ∈ B(H ⊗H)
Ú Ûüî�Ø�î

(
Ug
)
(γ, γ′) = g(γγ′, γ′)

� Ù®Ü$å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
g ∈ H⊗H �ÑóDë U ùüØuûüóFÚ(ëÕÛu��Ýuî�ï�Þ@=pëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛôØ�= = õ±Ùêó Þ�Ú Ùéçêö�Üíó ÞÑå»ïÑÞ@=jõ ï±çêó ÜíÛôï�Þ@=

�²Ú%Ü�óDÛôî(�ñâG#3 X¡+��Ü
χ
ùüØ�û=ó ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛôØ�=�Ú ÛôîßÞ�û=óDëÕûüë�å7Ü2ï�Þ@= � ë

U
�SÛ8ó8Û+ãNå�äSó5Ý�ß�ôhå£ÛGÜÞèGå óDØuÛS=�çéï ë2ÙéëÕæÕçêç

�ãâ{#3 X¡+í
U23χ12 = χ12χ13U23.ø@çêØuóDÛüõJ� ï ë�ûüç��$Ú Ûüî�Ø�öíëÕï%ÜG¨{�9ú�Øàî�è ç¢rÕÛ

{
(id⊗ ω)χ∗ : ω ∈ B(H)∗

} JLK�MONQPLR S ø R TVUWPLK�XYMOR T
ùüØ�û=ówÛSr�å»ï�Þ ëÕè ÛDÜíî�ë�å»ç

C∞(Γq)
Ú ÛôîßÞlî Ü2ïÑõ Ûüî�Øuï çéõ å

B(H)
ÔY��õ ï ö�óSþ±Ô ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜlÓÕÔãþ�î�Ú ÛôÜ2ÝuÞ

�ãâ{#3 ��%ÜÇùüØwï%Ü{='ï%Ü2û=ó¤��Ú±õ�ùSW2Ý�Øwû=ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï çéØ
_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`� w `²Ë�ªZY æn)@äeo�ÜuÛ

C∞(Γq)
ñ
ä�â+å�)@ä+ßAä+Ü�î3Ú»ÛGßNÛjãNÜuõ3äSõ�à3Ú»ÛGß�å�î3Ú»ï°Ü¤î�ó?õ�ôhß¯&�ä+æ�ä�$>ä+ß�å�á3Ú

â+å î3Ú»ÛGÜuõ�è?âSõ3î3ß�è�é�ê
χ ∈M(C∞(Γq)⊗ C∞(Γq)) x

© ëÕú�ØP=`Þ�óôØ�ÛDÜíîàÚ±ÛôîuÞ�û=ó�WÑÚ ç�¨�� ëÍ� ë�å ë�� õ�ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ���ÔêÓÇÿ�Ôy=�	��z�� i � fhl1k ��� l.
±fXÕ4Q {�[^].{ Q@Ù®Ü
f0 ∈ C∞(Γq)

ï çéØuÝ�U
π(f0) = f0(T ).

%¯r�åFÝuî Ü2û
π
ùüØuûüóýï±çéØ�îP� Ø�æ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï�W ÛôØuÚ ÛôØuî�Ø�ï�óDÜ2ÝIùSW

C∞(Γq)
å
H
�Ñó²ùuÔ

π ∈ Mor(C∞(Γq),K(H))
Ô

V%õ ï ö2Ý ùüØ
f
ç
g
�%Ü2ï±ØàÚ±Ûôî�Øuî

f(γ) = γ,

g(γ) = γ−1

�£��ÔãâÕâ-¡
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq
�%û¤W�Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Ü{=Lç(ûüóDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûôî�ë2ïÑÞ@=�ç�î

C∞(Γq)
ç�=LÜG=`Þ

f(T ) = T,

g(T ) = T−1.

�£��Ôãâ2á8¡
D Ë­` ⇒ �	` E ×FçXWÑæ�F ëGtS¨$ç"ëÕæÕÛôÜ2ï çêÝ�î�ë2ï ë-tS¨$ë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï ç®Ü

Γq 3 γ 7−→ χ(T, γ) ∈M(A)

ëÕî�ï Ü2Ý�î�Üj� ë2ö�F ÜG� ï çêØBó Þ�ÙéØG�%úuØ
(id⊗ π)χ ∈M(C∞(Γq)⊗ A) ,

��ëÕï±çéØuåFÜ2ú
χ
æÕØuï Ø�Ûüõ�ùüØàÜ2Ùéæ2Ø�è Ûu�

C∞(Γq)
�J=LÜG=`Þ

π ∈ Mor(C∞(Γq), A)
ç"ï ÜÍ=�ë�ÝuÞb����Ôãâ2á8¡+�

T = f(T ) η A,

T−1 = g(T ) η A.



��Ô â åvl���Õpn� +Õëg?i �	� Õ±k � Ö§g � l�
�fXÕÆf!�<Ó�
�Ô�n� �lbgoeNl1n� +Õ���
±l !Õá
D Ë­` ⇐ �	` E C4ÙêæÕØ�è±ÛDÜ C∞(Γq)

ùüØuûüóàæÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï%Ü�Ú ÛôîuØ�î�Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ
f, g η C∞(Γq)

��� Ü2ï Ø�Ú ÛôîuØ�î
����ÔãâÕâ-¡ßÔ»¦2ØPtôÙêç>å»ç��uÝ

π(f) = T η A,

π(g) = T−1 η A,

óôë
π ∈ Mor(C∞(Γq), A)

Ôø*çéØuóôÛôõJ�±ï ëLûüç��$Ú Ûüî�Øuö2ëÕï%Ü{¨G�9ú�Ø�� ÙéÜ
γ → γ0

å
Γq
�J;£õ±ï ö2Ý ùüØ

Γq 3 γ′ 7−→ χ(γ, γ′) ∈ C
ó å ëÕÛüî
W�ëÕæÕÛDÜíï çéÝuî�ëÕï�ÞHÝuçXWÑæ î�è çêØ�ú�ï�Þ ï çêØ�=LÜ2ÙÑùüØP� ï ëÕû=ó ÜÇùüï±çéØ�� ë

Γq 3 γ′ 7−→ χ(γ0, γ
′) ∈ C.

Q@Ù®Ü�;£õ ï±ö2ÝIùüç�ë2æÕÛDÜ2ï±çéÝ�îuëÕï�Þ�Ý�U îuè çéØuú�ï ëGtS¨ ï çêØ�=LÜ2Ù%ùüØP� ï ëÕû=ó ÜÇùüï Ü�Ú(ëÕöÑÛ=Þ�åFÜHûôç¢� î�Ø îuè çéØuú�ï ë-tüÝ�ç�Waå�óôë $Ú�ëÕÙêëÕæÕçéç%û=óDÛüçéÝuó��±Üàå»ç���Ý@ï%Ü�=�ë�ÝßÞ�ÙéØ�=LÜíóôõ®��ÔÖÓ�þ<��î�è çêØ�úuï ë-tS¨@ó Ü`ï%Ü{�%Ü2ÙN=aÜ�=LçêØIùüûôÝuØ4Ú�ë`î�Ü2ûüóôëÕûôë�åFÜ2ï çéõ
=�ëÕÛ=ì%î�= õ

π
ÔO� ï±ïÑÞ@=�ç"û+F®ëÇåýÞ ë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéØ

Γq 3 γ 7−→ χ(T, γ) ∈M(A)

ùüØuûüó*Ý�ç�W�æ@F Ø4å óDëÕÚ�ëÕÙéë2æÕçéç�ûüóôÛôçéÝßó Ô ~ {���{wy�{
ø*çéØ�Ý�U

H
èc�P� î�çêØ*Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï çXW�"@çêÙéè�Ø�Û=ó ÜBç%ï çêØ�Ý�U

T1, T2
èc�P��W�=�ë�Ý�ï ë$Ú Ûüî�ØP=LçêØ�ï ï�Þ@=Lç%ë2Ú(ØuÛDÜíóôë $ÛôÜG=�ç�ï±ëÕÛS=LÜ2Ùéï�Þ@=�ç8� î�çéÜ@F£ÜÇùSWíÝuÞ@=Lç�å

H
óDÜ2öÑç�=�ç£�Çú�Ø

SpT1, SpT2 ⊂ Γq
ëÕÛôÜ2î

kerT1 = ker T2 = {0} Ôq»ëÕîßå7Ü2úP=`Þ Ú±Ûôî�ØP=LçêØ�ï ïJW
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Ûu� C∞(Γq×Γq)

ÔO¦2Ø�ûüó¬ë2ï%Ü4æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï%ÜwÚ Ûüî�Ø�îýÝuîuóôØ�ÛüÞ`Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þû=óDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûüî�ëÕï±Ø
f1, g1, f2, g2

î�� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï Øwå»î�ë2ÛDÜG=�ç
f1(γ1, γ2) = γ1, g1(γ1, γ2) = γ−1

1 ,
f2(γ1, γ2) = γ2, g2(γ1, γ2) = γ−1

2

�£Ú(ë2Û�Ôp�ñâG!{ X¡ßÔÉq»ëÕîuåFÜ2úP=`Þ�óDØuÛDÜ2îwë@�±å»î�ë2Ûôë�å7Üíï çéØ
π : C∞(Γq × Γq) 3 f 7−→ f(T1, T2) ∈ B(H).

π
ùüØuûüó*ï çéØuî�� ØuæÕØ�ï±Ø�Ûôë�åFÜ2ï�WaÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�ó Ü2Ý ùSW

C∞(Γq × Γq)
å
H
Ô»¦2Ø�ûüó�ùôÜ2ûüï ØG�%úuØ

π(f1) = T1, π(g1) = T−1
1 ,

π(f2) = T2, π(g2) = T−1
2 .

ø*çéØuÝ�U
A
èN��� îuçéØ4ï±çéØ�îP� Ø�æ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï�W

C∗ $ Ú(ë@�%Ü2ÙêæÕØ�è±Û¤W$å B(H)
ç(Ú ÛôîßÞ�Ú±õJtS¨P=`Þ-� úuØ

Ti, T
−1
i η A

� Ù®Ü
i = 1, 2

Ô±%¯rÇå Ý�î�Ü2û
π ∈ Mor(C∞(Γq × Γq), A)

ç>å ö2ëÕï ûüØ�ö�å Ø�ï Ý ùüç
f(T1, T2) ∈M(A)

�±Ù®Ü:� ë�å ëÕÙéï Ø ùÊ;£õ±ï ö2Ý ùüç
f ∈M(C∞(Γq × Γq)) = Cb(Γq × Γq)

Ô¬äs� ë�åFë@� ï çêÙéç¢tS=`Þ�å»ç��uÝ$ï%Ü2ûüóS��Ú õÇùSW2Ý�Øû=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØGí



!2ð � O �	� l � l.� � k : Õpn� �l #OkAÓ�e<ÖBC
az + b E

_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`� w `¢���þ� ô£ä�é�ê
T1, T2

o�&Só8ïñ$>î?é+ßAî§ãNÜuõ3ä�$Yô£ä+ß�ß�è%$Yôcî�ã�ä+ÜuÛGå î3ÜuÛ?$YôJßAî3ÜÆ$jÛGæçß�è%$Yô1ó?õ�ô)Û lòzÛuñPï@é+ès$Yô:Ú¹ãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ôHè­ôhæéo+ä+Ü+å£Û
H

ô�ß�ô£ä�é�ê
A
o�&Só?õ�ô£ä�ß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßNï

C∗ l ã�î�ó8ÛGæn)@äeo�ÜSïÌÚ
B(H) x�ï Û3ò[áeqe$Yètp�q3ä SpT1, SpT2 ⊂ Γq

p
kerT1 = ker T2 = {0} psî3ÜuÛ?õ�q3äÍî�ã�ä+ÜuÛGå î3ÜÞè T1, T

−1
1 , T2ô

T−1
2

â�ïëâ+å�î3Ú»ÛGÜuõ�èoâSõ3î3ßAä¥õ
A x � á3Ú�éSõ?Û3â�ó<æúÛØó@î3Ú�î3æçßAä`ñYðÞÝ�ß<à8é`ñÞô f ∈ Cb(Γq × Γq)

pø$jÛ?$Yè
f(T1, T2) ∈M(A) x

ø4Ü$ö2ëÕï±çéØ�Ý»ï çêï çéØ ùüûôîuØ�æÕë$Ú�ë��±ÛôëÕîP� î�çéÜ@F õ�Ú�ë��%Ü{=`ÞSó å»çêØ�Ûu� î�Øuï çéØR=jrÇå»ç�W2Ý�ØýëàÜ2ÙêæÕØ�è±ÛDÜ2çêÝ�î�ï�Þ�Ý�U�ö2ëÕï $ûôØuöÑå Ø�ï±ÝIùôÜ2Ý�U ÛôØuÙ®Ü2Ý ùüç0öíë-= õ±óDÜ2ÝuÞ ùüï�Þ�Ý�U ÛüëÕîuåFÜ2ú�Ü2ï�Þ�Ý�Ulå Ûôë2î�� îuç®Ü2ÙêØSþ�å�öíëÕï�óDØuö@tüÝ�çêØ ÛôØ�ÙéÜ2ÝIùüçCû=óDë�å7Ü $ÛôîßÞ�ûüî�Øuï ç®Ü±Ô
¤ ���)��03
�,8�����`� w `¢�"Ë�� ô£ä�é�ê

H
o�&Só?õ�ô£ä:ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô)ï è­ôhæéo+ä+ÜÞåzÛ%p

A ⊂ B(H)
ß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßNï

C∗ l ã�î�ó8ÛGæn)@äeo�ÜSïÍôOß�ô£ä�é�ê:ã<ÛGÜuÛ (R, S) ∈ DH
o�&Só?õ�ô£ä�åzÛ3àGÛ%p�q3ä

R, S η A x�� á3Ú�éSõ?Û3âË­` î�ã�ä+ÜuÛGå î3Ü
S +̇R

ñ
ä�â+åOâ+å î3Ú»ÛGÜuõ�è?âSõ3î3ß�è½õ
A
p

�	` î�ã�ä+ÜuÛGå î3Ü
RS

ñ
ä�â+å§â+å î3Ú»ÛGÜuõ�è?âSõ3î3ß�è:õ
A xy=�	��z���{ � 
�Ë­` ø@ÜÍ=�ë�ÝuÞaå»îuëÕÛôõ�� þ�ÔãáÕá-¡+�J=LÜG=`Þ>� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�U

γ ∈ Γq

Fq
(
γ(S +̇R)

)
= Fq (γR)Fq (γS)

ÜSÚ�ëÕï çêØuåFÜ2ú@ûüöJF£ÜG�%Üíï çéØ@ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å ùüØuûüóFëÕÚ(ØuÛDÜ2Ý ùSWSÝuçXWÑæ�F`Wj�²ï Ü`î�è çêëÕÛDÜíÝ�UaëÕæÕÛôÜ2ï çêÝ�î�ë2ïÑÞ�Ý�U1¡�åXóDëÕÚ�ë $ÙéëÕæ2çéç�ûüóDÛüçéÝßó»ï%Ü
M(A)

� ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ½��ÔêÓ�ð�î�Ü2Ú�Øuå»ï çéÜ�ï ÜG=
(S +̇R) η A

Ô
� 
Ø�	` òÑóDëÕûüõ�ùSW2Ý�� ë�ëÕè õ�ûüóDÛüëÕïHå»î�ëÕÛüõB�²þ±Ôãâ2á8¡�;£õ ï öíÝIùu� Fq ëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ

Fq (S +̇RS) = Fq (R)∗Fq (S)Fq (R).

³b�±Ûôõ æÕçêØIùFûüóôÛôëÕï�ÞG��Ú�ëÕï çêØuåFÜ2ú
(RS, S) ∈ DH

�<=aÜG=SÞ
Fq (S +̇RS) = Fq (RS)Fq (S)

ï%ÜY=Lë�ÝuÞ°� þ±ÔñáÕá8¡ÃÔ»³>Ø�û=ó Ü å»ç®ÜÇùSWíÝBóDØ��±å»çéØv;£ëÕÛu= õcFéÞ_� ëÕû=ó ÜÇùüØP=`Þ
Fq (RS) = Fq (R)∗Fq (S)Fq (R)Fq (S)∗

ç>ó Üíö�çêØ$ûDÜG=�ë�ÛôëÕîuõJ=�ëÇåFÜ2ï çêØ ùôÜ2öaåÇ� ë�åFë@� î�çêØwÚ õ ï ö�óDõ Ë­` �%ÜÇùüØ
RS η A

Ô ~ {���{wy�{
M �[Ð _1� t���Å���� z�x±Å���ý7t À �
³.ÜÇùu=�çéØ�=SÞiûôç¢��óDØuÛDÜ2î
ö2ëÕï û=óDÛüõ ö2Ý ùSW

C∗ $ ÜíÙéæÕØuè ÛüÞ�îßå»çXW2î�Ü2ï ØIùLî
ÛôØ�ÙéÜ2ÝIùôÜ{=Lç»ö2ëG= õ±ó ÜíÝuÞ ùüï�Þ�=�çY����ÔÖÓo¡ßÔ
��ÛôîuÞ ùu=�ç ùu=`Þ`ëÕî�ï Ü2Ý�îuØ�ï çêØ

B = C∞(Γq)
Ô�H"ëÕö�Ü2Ùéï çêØýîuåFÜ2ÛüóDÜàæ2Ûôõ Ú%ÜàÜ2è�Ø�ÙêëÇåFÜ

Γq
�±î�ç®Ü�F£Ü4åXï%Ü�óDõ ÛôÜ2Ùéï�ÞûôÚ�ëÕûSr2è�ï%Ü Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï ç

Γq
�9Ü ó Þ�=�ûôÜG=`Þ@='ï%Ü�Ü2ÙêæÕØ�è±Ûôî�Ø

B
Ô�}Bîuï%Ü2Ý�îP=`Þ�óôëj�±î�ç®Ü�F£Ü2ï çêØ$Ú Ûüî�Ø�î

β
í

(
βγf

)
(γ′) = f(γγ′)



��Ôãá `
� � n � ÖW
ÎÔ§k � ÖW, �	� Ö !�ÿ
�±Ù®Ü

γ ∈ Γq
�
γ′ ∈ Γq

ç
f ∈ B

Ô¹Z�Ûur�ùüö�Ü
(B,Γq, β)

ó åFë2ÛôîuÞ�ó Ü2ö�îuåFÜ2ï�ÞXõ öJF£Ü{�Ø�±Þ�ï%ÜG=�çéÝ�îuï�ÞÕÔ
T���� îuçéØ�=SÞHè%ÜG�%Ü{¨àîßå»çXW2î�Ü2ï�W î$ó Þ@='õ öJF£ÜG�±Ø�=�Ü2ÙêæÕØ�è Ûu�

A øúù = B oβ Γq.

��ÛüîuÞ�Ú(ëG=Lï ç¢=`ÞBöíëÕï û=óDÛôõ±ö2ÝIùu�\çÕå	F£Üíûôï ë-tüÝ�çÕóôØIù"Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞY�²Ú%Ü�óDÛôîR� ÓÕÓ� ��@�ÖÓ�ÿ3 h¡ÃÔ�ø@ÜýÚ ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç
Cc(Γq, B);£õ±ï ö2Ý ùüç�ÝuçXWÑæ�F®Þ�Ý�U`î

Γq
�±ë
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ B ë4îuåFÜ2Û=ó Þ�=Áï ëGtôï çêö�õSå»Ú Ûôë�åFÜG� î Ü{=`ÞàûüóDÛüõ ö�óDõ Ûu� ∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=ÞöJF ÜG��W2Ý

F ∗(γ) = βγ
(
F (γ−1)∗

)
,

(
F ? G

)
(γ) =

∫

Γq

F (γ′)βγ′
(
G(γ′

−1
γ)
)
dh(γ′),

æG� î�çêØ
F,G ∈ Cc(Γq, B)

ÔÉ% î�r2Û
‖f‖1 =

∫

Γq

‖f(γ)‖ dhγ

�±Øuì%ï çêõ�ùüØ ï ëÕÛu=��`ï%Ü
Cc(Γq, B)

�CÜ�õ±î�õ Ú�Ø3F®ï çéØuï çéØ
Cc(Γq, B)

å�ï ëÕÛu=LçêØ ‖ · ‖1
ùüØuûüó ∗ $ Ü2ÙéæÕØuè Û¤W>T7Ü $ï Ü2Ý�U%Ü<�Cö�ó¤rÕÛSW�ë2î�ï%Ü2Ýuî ÜG=SÞlûüÞ@= è�ëÕÙéØP=

L1(Γq, B)
ÔÍC4Ùéæ2Ø�è ÛôÜ

A ø¢ù ùüØuûüóàîÍ� Øuì%ï±çéÝIùüç C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè Û¤W�ë2è $å»çêØ�� ï±çXW
L1(Γq, B)

Ô�% ï%Ü2ûüîuÞ@=pÚ±ÛôîuÞ�Ú%Ü{� öÑõ ùüØuûüóýë2ï%Ü`çéîuë-=�ëÕÛüì%Ýuî�ï%ÜàîBï ëÕÛu=Lë�åýÞ@=º� ë-=�ö�ï±ç���ÝuçéØP=ë2è ÛDÜ2îuõ5� ë�å ëÕÙéï±ØIùýå»çêØ�Ûüï ØIù ∗ $ ÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùüç L1(Γq, B)
å�ùôÜ2öÑçéØ ùut»Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï ç�"@çéÙêè(ØuÛüóDÜ±Ô�¦2Ø�ûüó@ëÕï%Ü

C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè Û¤W��±ö�ó¤rÕÛSW�ï Ü2îuÞÑåFÜG=`Þbôhæ�î?éSõ�è3ßAä�$ºà3Üuõ�è³q3î3ÚOè%$�Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ
B

Ú Ûüî�Øuî½� îuç®Ü@F Ü2ï çêØBæÕÛôõ±ÚÑÞ
Γq
Ô

�0ëÕï çéØßå7Üíú çéûüóôï çéØ ùüØSå»çêØ�Ûôï ÜaÛôØuÚ ÛôØuî�Ø�ï�óDÜ2ÝIùôÜ
L1(Γq, B)

�c=Lë2ú�Ø�=SÞ�óôÛDÜ2ö�óDë�åFÜG¨
A øúù ùôÜ2öíëHõ î�õ±Ú(ØoF $ï±çéØ�ï±çéØ

Cc(Γq, B)
å/Ú�Øuå»ï Ø ù

C∗ $ ï±ëÕÛS=�çéØíÔ¯% óôØ�ï�ûüÚ(ëÕûurÕèØ=�ëÕú�ØP=`ÞÎ� Ù®Ü/� ë�åFëÕÙêï Ø�æ2ë�Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDõ
f ∈ B î�� Øßì%ï çêëÇåFÜG¨�ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ@Ùéçêï çéë�åýÞ

(f) : A øúù → A ø¢ù �"ö�ó¤rÕÛüØ�æÕë®� îuç®Ü@F Ü2ï çêØ`ï%Ü F ∈ Cc(Γq, B)� Ü2ï ØFùüØ�û=ó*å»îuëÕÛôØP=
(
(f)F

)
(γ) = fF (γ)

�±Ù®Ünå»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
γ ∈ Γq

Ô°ø@çéØßóDÛüõJ� ï ë�ûôÚ±ÛDÜ åR� î�ç¢¨G�@ú�Ø
(f)

ùüØuûüó�Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP=
M(A øúù ) ëÕÛôÜ2îG�*ú�Ø

 : B → M(A ø¢ù ) ùüØ�û=ó î Ü2ïÑõ Ûüî�Øuï çéØP= C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛuÔ��0ëÕï%ÜG�±óôëlö�Ü2ú��±ÞnØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó
γ
æÕÛüõ Ú�Þ

Γq
î�ÜG�%ÜÇùüØë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛ

Uγ ∈M(A øúù ) �%Ü2ï�Þ�å»îuëÕÛôØP=
(
UγF

)
(γ′) = βγ

(
F (γ−1γ′)

)

�±Ù®ÜÍ� ë�åFëÕÙêï ØIùÊ;£õ ï öíÝIùüç
F ∈ Cc(Γq, B)

Ôýø*çéØuóôÛôõJ�±ï ëLûüÚ ÛDÜ åR� îuç�¨{�(úuØ½� ÙéÜ öíÜíú�� ØuæÕë
γ ∈ Γq

�%î��±Øuì%ï çêë $åFÜ2ï Ø�Ú�ëÇåýÞ�úuØIù
Uγ

ùüØ�ûüóàõ ï±çêó ÜíÛôï�Þ@=�Ø�ÙéØP=LØuï�óDØ�=
M(A ø¢ù ) ç

U∗γ = Uγ−1

Ôj��ëÕï%Ü{�±óDë
γ 7→ Uγ

ùüØuûüóÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�ó Ü2Ý ùSW
Γq

å
A ø¢ù îuæÕë��±ï çéØ$îBóôØ�ÛS=�çéï±ëÕÙéëÕæ2çXW>�÷á�â3  Ôø*çéØ�Ý�U

H
èN��� îuçéØ�Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç�WB"@çêÙéè�Ø�Û=ó ÜGç»ï çéØuÝ�U

π0
èN���±î�çéØ�ÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùSW

C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞ B Ô
Q4Ü2ÙéØ ù\ï çéØuÝ�U

u
èc�P� î�çêØ4õ ï±çêó ÜíÛôï�WàÛôØ�Ú±ÛôØ�îuØ�ï�ó ÜíÝIùSW æÕÛüõ Ú�Þ

Γq
å Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç

H
Ô§��ë�å»çéØP=`Þ-��ú�Ø

(π0, u)ùüØuûüó*ö2ë�åFÜ2ÛôçéÜ2ï�óDï�W�ÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùSW�õ öJF£ÜG�±õ(�±Þ�ï%Ü{=LçêÝ�î�ï±Ø�æÕë
(B,Γq, β)

��ùüØ�tüÙéç
uγπ0(f)u∗γ = π0

(
βγ(f)

)

�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
γ ∈ Γq

ÔO� Ùêë�ÝuîuÞ�ï�ö�ÛüîuÞ�ú�ë�åýÞ
A øúù =aÜ ï Ü2ûüóS��Ú õ�ùSWíÝ
W å	F£Ü2ûüï ë-tS¨àõ ï çÖåFØuÛôûôÜ2Ùéï ëGtôÝ�ç
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ä½Ú�õ?Ûuñ
ä�$Yß�ô£äÉñ
äSóGßAî�õ�ßNÛ@éSõ�ßNÛ¥î�ó+ã�î3ÚOô£äSóGß�ô£îtvt§~ã�î%$Yô'&Só?õ�èjà8î3Ú»ÛGÜÞô)ÛGß�å lß�ès$Yô~Ü¤ä�ãNÜ¤äSõ3ä+ß�å£Û@é`ñPÛ?$Yô
(B,Γq, β)

p	Û�ß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGß�ès$Yô�Ü�ä�ãNÜ¤äSõ3ä+ß�å£Û@é`ñPÛ?$Yô
A øúù x ® æúÛ¥à8î3Ú»ÛGÜ lô)ÛGß�å�ßAä`ñ	Ü�ä�ãNÜ¤äSõ3ä+ß�å£Û@é`ñÞô

(π0, u)
î�ó+ã�î3ÚOô)Û8ó8ÛuñPï@éSÛ~ñ
ä`ñvÜ¤ä�ãNÜ�äSõ3ä+ß�å£Û@é`ñPÛ

π
ó8ÛGßNÛ¬ñ
ä�â+åpãNÜuõ3äSõ

π(F ) =

∫

Γq

π0

(
F (γ)

)
uy dh(γ)

����Ô â�ð�¡

ó<æúÛ
F ∈ L1(Γq, B) x
¦2Ø�� ï�Þ@=�îwÚ(ë@� ûüóDÜ åFë�åýÞ�Ý�U
å»î�ë2ÛSr�å�óDØuëÕÛôçêç>çêÙéë�Ý�îuÞ�ïJr�å öÑÛôîuÞ�úuëÇåýÞ�Ý�ULùüØuûüó

Uγ(f)U∗γ = (βγ(f)).
�£��Ô âÕÿG¡

��ëÕï±çéØuåFÜ2ú

ùüØ�û=ó*î Ü2ïÑõ Ûüî�Ø�ï±çéØ�=¥�%Ú ÛüîuÞ ùu�3F®ëLûüç��wëÕÚ õ ûüî�Ýuî ÜG¨àûüÞ@= è�ëÕÙ


ç.î�Ü2Ú çêûüÞÑå7Ü{¨_����Ô â2ÿ-¡CùôÜ2ö2ë

UγfU
∗
γ = βγ(f)

� Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
f ∈ B

ç
γ ∈ Γq

Ô ø@Ü�=Lë�ÝuÞ ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü ò±øsCs9��u� Ó ð��\×�U.Ô�ô	���±Z~UJ=�Ô�âG#{ X¡àçó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ®��ÔÖÓÇÿLçéû=óDï çêØIùüØàØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó
a
ûüóôë�å7Ü2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ î

A øúù óDÜ2öÑç£�>úuØ Sp a ⊂ Γq
�(Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó

a
ùüØ�û=óë���å»ÛDÜ2Ý�Ü2Ùéï�Þ-�

a−1 η A
ëÕÛDÜ2î

Uγ = χ(a, γ)
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq
Ô\ø@çêØ�Ý�U

b
èc�P� î�çêØ$Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óDØP='ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ�=/îàÜ2Ùéæ2Ø�è ÛSW

B
óDÜ2öÑç�=¥�±úuØ

b(γ) = γ

� Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
γ ∈ Γq

Ô°¦2Øuûüó@ùôÜ2ûüï ØG��ú�Ø
Sp b = Γq

Ô��0ëÕï çéØßå7Üíú�î Ü2ïÑõ Ûüî�Øuï çéØ
B

å
M(A øúù ) ùüØ�û=ó=Lë2Ûüì%îP=LØP=(��=�ëÕú�ØP=`ÞHóDÛôÜ2ö�óDë�åFÜG¨`ØuÙéØ�=�Ø�ï�ó Þ�ûüóôë�å7Ü2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï Ø î

B
ùôÜ2öíëaØuÙéØ�=�Ø�ï�ó Þ�ûüóôë�å7Ü2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï Øî

A øúù Ô§% ûüî�Ýuî�Ø�æGrÕÙéï ëGtôÝ�ç
b η A øúù Ô\ø*çéØuóôÛôõJ�±ï ë�ûôÚ ÛôÜ�åR�±î�ç�¨{�%ú�Ø

βγ(b) = γb

� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
γ ∈ Γq

ÔO% óôØ�ÛS=�çéï Ü2Ý�UHÛôØuÚ ÛôØuî�Ø�ï�óDÜ2ÝIùüç
Uγ

ëÕîuï%Ü2Ýuî Ü óDëJ� úuØ
Uγb = γbUγ

�%ÝuîuÞ�Ùéç
χ(a, γ)bχ(a, γ)∗ = γb.

}Bî�ï%Ü2Ýuî Ü�óDë<�0úuØÍ� Ù®Ü_� ë�å ëÕÙéï±ØIùBÛôØ�Ú±ÛôØ�îuØ�ï�ó ÜíÝIùüç
π
ÜíÙéæÕØuè ÛüÞ

A øúù å Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç�"*çéÙêè(ØuÛüó Ü
Hπ
�CÚ%Ü2ÛôÜ

(π(a), π(b)) ∈ GHπ
Ô
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A øúù ñ
ä�â+å�)@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßNÛvãNÜuõ3äSõÍä+æ�ä�$>ä+ß�å)è a, a−1 î3ÜuÛ?õ b x

y=�	��z���{ ø4Ü Ú(ë�Ý�î�WíóDØuö�õJ� ë�å ë��±ï ç�=`ÞG�%ú�Øwî�è±ç�rÕÛ
span {fg(a) : f ∈ B, g ∈ C∞(Γq)}

�£��Ô â2þ-¡
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ùüØuûüó*æ-�uûüó ÞHå
A ø¢ù Ô¬ø@çêØ�Ý�U g ∈ C∞(Γq)

èc�P� î�çêØBóDÛôÜ2ï ûu;£ë2ÛS=LÜíó�WYV%ëÕõ ÛüçéØuÛDÜ�;£õ ï öíÝIùüçCÝ Ü�F ö2ë�åFÜ2Ùéï±ØIù
ϕ
í

g(γ) =

∫

Γq

χ(γ, γ′)ϕ(γ′) dh(γ′).

%XóôØ��±Þ
g(a) =

∫

Γq

χ(a, γ)ϕ(γ) dh(γ) =

∫

Γq

Uγϕ(γ) dh(γ) ∈M(A ø¢ù ) .
% Ø�µP=`Þ

F ∈ Cc(Γq, B)
ëÕÛDÜ2î

f ∈ B ç"ëÕè±ÙéçéÝuî�=`Þ�� îuç®Ü@F Ü2ï çéØ
fg(a) ∈M(A øúù ) ï Ü F í

(
fg(a)F

)
(γ′) = f

∫

Γq

(
UγF

)
(γ′)ϕ(γ′) dh(γ′)

=

∫

Γq

fβγ
(
F (γ−1γ′)

)
ϕ(γ′) dh(γ′)

=

∫

Γq

ϕ(γ′)fβγ
(
F (γ−1γ′)

)
dh(γ′)

= G ? F,

æG� î�çêØ	;£õ ï ö2Ý ùôÜ
G ∈ L1(Γq, B)

�%Ü2ï%Ü@ùüØ�û=ó*Ú ÛôîuØ�î
G(γ) = ϕ(γ)f.

% Þ�ö�Ü2î Ü2Ùêç�tu=`Þ-�¬ú�Ø ØuÙéØ�=�Ø�ï�ó ÞiÚ�ëÕû=ó Ü2Ýuç
fg(a)

�¬æ-� î�çêØ
f ∈ B

� Ü
g ∈ C∞(Γq)

ùüØ�û=ó�óôÛDÜ2ï±ûu;£ëÕÛu=aÜíó¤W
V%ëÕõ±ÛôçéØuÛDÜ½;£õ±ï ö2Ý ùüç"Ý Ü@F®ö2ë�å7ÜíÙéï Ø ùP� ï%Ü2ÙêØ�ú
WY� ë

A ø¢ù ÔÉ��ëÕï ÜG�±óDë4ùüØuûüó�ùôÜ2ûüï ØG�%úuØ$Ø�ÙéØP=LØuï�ó ÞaóDØ ùýÚ�ëÕû=ó Ü2Ýuç.û¤WÙêçéï çêë�åFë$æ-�uûüóôØ*å
L1(Γq, B)

��ÜàÝuë`î�Üwó Þ@=jç��±î�çéØ7å
A ø¢ù ÔO��ë2ï çéØßå7Ü2ú»óDÛôÜ2ï û[;£ëÕÛS=LÜíó ÞÍV%ëÕõ ÛüçéØuÛDÜ	;£õ ï öíÝIùüçÝ�Ü@F öíë�å7Ü2Ùêï�Þ�Ý�U
û¤W æ-��û=óDØwå

C∞(Γq)
=LÜG=`Þ

fg(a) ∈ A �±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
f ∈ B ç

g ∈ C∞(Γq)
Ôò�öíëÕÛôîßÞ�ûüó Ü{=`Þ�î�ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü
á±Ôãá�îaÚ ÛôÜ2ÝuÞë�ñâG!{  Ô5�0ëÕï çéØßå7Üíú_� Ù®Ü¥� ë�åFë2Ùéï�Þ�Ý�U¼�±å�r�Ý�UiÛSr2ú�ï�Þ�Ý�UÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�ó Ü2Ý ùüç

A øúù çêûüóôï çéØ ùüØ Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�óàî�è çêëÕÛôõÎ����Ô âíþ8¡+�"ï%Ü ö�ó¤rÕÛ=Þ@=ZÛôØuÚ ÛôØuî�Ø�ï�óDÜ2ÝIùüØ�óDØ�û¤W ÛSr2ú�ï Ø{�Cå»ç $�±î�ç�=SÞ-�Ñú�Ø*Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ
a
ç
b
ÛüëÕî�� îuçéØuÙ®ÜÇùSW$ÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùüØ

A øúù �£Ú%ÜG=�ç��ßó ÜG=`ÞG��ú�Ø»ö�Ü2ú���Þ�Ø�ÙéØP=LØuï�ó
f ∈ BùüØuûüóÉ;£õ ï öíÝIùSWwë��

b
��Üv� ëÕöJF£Ü{� ï çéØ ù

f = f(b)
¡ßÔ�Z\Þ@=jûDÜ{=`Þ@=°Ûôë@� îuçéï%Ü {a, a−1, b} ûüÚ(ØoF ï çéÜ$î Ü@F®ëÕú�Øuï çéØÓ2Ô©óDØ�æ2ë�ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü±Ô¬ø*çéØ�Ý�U

r1 = (I + b∗b)−1,

r2 = (I + a∗a)−1,

r3 = (I + a−1∗a−1)−1.
© ÜG=`Þ

r1r2r3 = fg(a),æG� î�çêØ
f(γ) = (1 + |y|2)−1 �±Ù®Ü γ ∈ Γq

��ï%Ü�óDë-=�ç®Ü2û=ó
g(γ′) = (|γ′|+ |γ′|−1)

−2 � ÙéÜ�å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
γ′ ∈ Γq

Ô~}Bî�ï Ü2Ý�î�Ü�óDë<��úuØSûüÚ(ØoF ï çêëÕï ØFùüØ�û=ó4î�Ü@F ë2ú�Ø�ï±çéØSâ�Ô%ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜLá±Ôñá�î>�ñâG!{  Ô�% öíëÕï ûüØ�ö�åFØuï ÝIùüç
C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛDÜ A ø¢ù ùüØuûüó*æÕØ�ï±Ø�Ûôë�åFÜ2ï%Ü�Ú ÛôîuØ�îwûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï Ø`îwï ç�W Ø�ÙéØP=LØuï�ó Þ

a, a−1 ç
b
Ô ~ {���{wy�{
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Z�Ü2öaùôÜ2öLùüõ±úLå Ý�î�ØPtôï çêØIùSå»ûôÚ�ë-=�ï çéØuÙéç¢tS=`ÞG���±Ù®Ü(�±ëÇå ëÕÙêï ØIùàÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�ó Ü2Ý ùüç
π C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞ A ø¢ù åÚ ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï çÊ"@çéÙêè(ØuÛüóDÜ

Hπ
��Ú Ü2ÛDÜ

(π(a), π(b)) ∈ GHπ
Ôb��ÛDÜ åR� îuçêå ØSùüØ�û=ó ó Ü2öÑú�ØLó å»çéØ�Ûu� î�Øuï çéØaë�� $å»Ûôë2óôï ØGí

_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`� w `¢�J7�� ô£ä�é�ê
H
o�&Só?õ�ô£ä~ãNÜSõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô)ï�è	ôhæéo+ä+ÜÞå£Û_ôOß�ô£ä�é�ê

(a0, b0) ∈ GH x¶� á3Ú�éSõ?Û3âô�â+å�ß�ô£ä`ñ
ä�ó@î?à?òzÛ8óGß�ô£äÉñ
äSóGßNÛ>Ü¤ä�ãNÜ¤äSõ3ä+ß�åzÛ@é`ñPÛ
π ∈ Rep(A øúù , H)

åzÛ3àGÛ%pWq3ä
π(a) = a0

î3ÜuÛ?õ
π(b) = b0 x´ ä¨v+æçô

A
ñ
ä�â+å»ß�ô£äSõ?ó@ä')@ä+ßAä+Ü¤î3Ú»ÛGßNï

C∗ l ã�î�ó8ÛGæn)@äeo�ÜuïjÚ B(H)
ô
a0, a

−1
0 , b0 η A

pÉå�î
π ∈ Mor(A ø¢ù , A) xy=�	��z���{ Q4Ù®Ü

f ∈ B Ú(ë@FhrÕúP=`Þ
π0(f) = f(b0).

π0
ùüØuûüó\ï çêØ�î��±Ø�æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï�WàÛôØuÚ ÛôØuî�Ø�ï�óDÜ2ÝIùSW

B
å
H

ç
π0(b) = b0

ÔO��ë2ï çéØßå7Ü2ú
(a0, b0) ∈ GH

�8=LÜG=`Þ
χ(a0, γ)b0χ(a0, γ)∗ = γb0

� Ù®Ü å»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�U
γ ∈ Γq

Ô ò�ó�WG�
χ(a0, γ)π0(f)χ(a0, γ)∗ = χ(a0, γ)f(b0)χ(a0, γ)∗

= f(γb0) =
(
β(f)

)
(b0) = π

(
β(f)

)
.

� ï ï�Þ@=Lçwû+F®ë�åýÞ-� (
π0,
(
χ(a, γ)

)
γ∈Γq

) ùüØ�û=ó
öíëÇåFÜ2Ûüç®Ü2ï�óDïJW�ÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùSW�õ±ö�F ÜG� õ �±Þ�ï%ÜG=�çéÝ�îuï Ø�æ2ë
(B,Γq, β)

åpÚ±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç~"*çéÙéè�Ø�Û=ó Ü
H
ÔGø*çéØ�Ý�U

π
èc�P� î�çêØaÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùSW

A ø¢ù = B oβ Γq
ë�� Ú�ë $å»ç®ÜG� ÜÇùSW2Ý
W Ú Ü2ÛôîuØ (

π0,
(
χ(a, γ)

)
γ∈Γq

) ÔO%¯r�å Ý�î Üíû
π(χ(a, γ)) = χ(a0, γ)

� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
γ ∈ Γq�²Ú%Ü�óDÛôîv�£��Ôãâíð�¡u¡+��Ü$Ý�ëwî�Ü$ó Þ@=�ç�� îuçéØ

π(a) = a0
Ô§��ë2ï%ÜG�±óôëàÛüØ�Ú ÛüØ�îuØ�ï�ó Ü2Ý ùôÜ

π
ëÕè�Ý�ç¢�uóDÜ	� ë

B
Ú(ëÕöÑÛ=Þ�åFÜûôç¢�$î�Øwî�� Øßì%ï çêëÇåFÜ2ï�W å Ý�î�ØPtôï çêØIù@ÛüØ�Ú ÛüØ�î�Øuï�ó Ü2Ý ùSW

π0
ÔO% ûüî�Ýuî�Ø�æGrÕÙéï ëGtôÝ�ç

π(b) = b0
Ô

Q4Ûôõ æÕÜ�Ýuî��PtS¨ ûüó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜ�åýÞ�ï çêö�Ü�îb� Øßì%ï çêÝIùüçBæÕØuï Ø�Ûüë�å7Ü2ï±ç®Ü
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=Þ�Ú Ûüî�Ø�î ØuÙéØ�=�Ø�ï�ó ÞûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï Ø_�ñâG!@�1Q4Øuì%ï±çêóDçêëÕï�á±ÔÖÓ�  Ô ~ {w��{�y�{

M �zû 4 x�Ñ � | z À |à� vCt À |
ò�ö2ë2ï ûüóôÛôõ ë�åFÜ�å»ûüîuÞ(=Lë@� õ ÙéÜ2Ûôï�ÞaëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛ~= õ ÙÖó Þ�Ú ÙéçêöíÜ�ó Þ�å»ï�ÞHõ±ï çêóDÜ2Ûôï�Þ-�%Ú±Ûôî�Ø ùu� î�çêØ�=`Þ��±ëLî�Ü2ûüóôëÕûôë $å7Üíï ç®Ü�óôØ�ëÕÛüçéç ëÕÚ çéûôÜ2ï Ø ù`å � ðJ�¬âG#o 7çv�ñâG\o  Ô|Ë§;£Ø�ö�óDØP=+ö2ë-�±Ý�ë�åýÞ@=;èc�P� î�çêØ

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ2çéÝuî�ï%Ü�æÕÛôõ Ú Üö�å7Ü2ï�óôëÇåFÜ<�0ö�ó¤rÕÛSW�õ±óôëÕú�ûôÜG=�ç�=`Þ�îÍ� ØP;£ëÕÛu=aÜíÝIùSW�öÑÙ®Ü2û=Þ�Ý�î�ï±ØIùàæÕÛüõ Ú�Þ5D
az + b E ë�� Ú�ë�å»ç®ÜG� ÜÇùSW2Ý
W�ï±ë $åFØ ù»åFÜ2Ûüóôë-tôÝuç0Ú Ü2ÛDÜG=�ØuóôÛôõ�� Ø+;£ëÕÛS=LÜ2ÝIùüç

q
�£Ú(ë2Û�Ô ÛüëÕî�� îuç®Ü@FéÞ á�ç"ð�¡ßÔ

C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ ë�� Ú�ë�å»ç®ÜG� ÜÇùSW2Ý Ü óôØIùæÕÛôõ±Ú çéØ$ö�åFÜ2ï�óDë�åFØ ù*ëÕö�Ü2úuØàûüç��wçéîuë-=�ëÕÛüì%Ýuî�ï%Ü îàÜ2ÙêæÕØ�è±Û¤W
A øúù ëÕÚ çêûDÜ2ï�W å Ú(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü2ÙêØv��Ôñá±Ô

q*ëÕîuÚ(ë�Ý�îuï çéØP=`Þ�ë��
î Ü2ïÑõ Ûüî�Ø�ï±ç®Ü
C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ A øúù å B(H)

� Ù®ÜaÚ�Øuå»ï±ØIù4Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç§"@çéÙêè(ØuÛüóDÜ
H
Ô	Ë�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ
û=óDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûüî�ëÕï±Ø�î

A øúù ûüóDÜÇùSW�ûôç¢�SåÁóDØuïGûôÚ�ëÕûurÕè°� ë-=�öÑï ç��ßó Þ�=�ç0ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ{=Lç�� îuç®Ü $F£ÜÇùSWíÝuÞ@=Lç9å
H
ÔÉ³.Ü2õ�åFÜ2ú�=`ÞG� ú�Ø$Ú�ë@� Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ��

ker b
ùüØuûüó»ï çêØ�îP=LçêØ�ï ï çêÝ�î�Ü½� ÙéÜ Ý Ü@F®ØIù7Ü2Ùéæ2Ø�è Û=Þ

A øúù Ô� ûüóôë2óDï çêØ�ùüØuûüóýë2ï%Ü`ë�Ý�îuÞÑå»ç¢tôÝ�çêØ4ï çêØ�îP=LçêØ�ï ï çêÝ�î�Ü½� ÙéÜSö�Ü2ú��±ØIù»;£õ ï öíÝIùüç(ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ
b
� Ü2ÙêØ@îBÛüØ�ÙéÜ2ÝIùüç±�£��ÔêÓo¡åýÞ�ï çéö�Ü<�»ú�Ø
ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛüÞ

Phase a
ëÕÛDÜ2î |a|it ó Üíö�úuØGî ÜíÝ�U ë�å»õ�ùSW

ker b
Ô�ò�ó¤WG� � ÙéÜnö�Ü2ú��±ØIù�;£õ ï öíÝIùüç

g ∈ C∞(Γq)
ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ

g(a)
î Ü2Ý�U ë�å»õ�ùüØ

ker b
ÔOZ�Ü2ö å»ç��uÝBî4æ-�uûüóôë-tôÝuç>î�è±çéëÕÛüõ°�£��Ô â2þ-¡�å

A øúù åýÞ�ï çéö�Ü<�ú�Ø
A øúù ker b ⊂ ker b

ÔÙ³.ÜG=�çéØ�ï±ç®ÜÇùSW2ÝHå�ÛôÜ2î�çêØ�Ú�ë2óDÛüî�ØuèÑÞ
H

ï%Ü
(ker b)⊥

�~=�ëÕúuØ�=`Þ�Ú ÛüîuÞ ùSWG¨G�»úuØÜ2Ùéæ2Ø�è ÛôÜ
A øúù ùüØuûüó»å óDÜ2öÑç.ûôÚ�ëÕûurÕè�î�Ü2ïÑõ ÛôîuëÕï%Ü�å

B(H)
�±ú�Ø

ker b = {0} Ô�¬ÛüîuÞ ùu=�ç ùu=`ÞLëÕî�ï Ü2Ý�îuØ�ï çéÜ
b̂ = b−1a

ç
â = b−1 Ô\ø@çêØ�Ý�U

W = Fq (̂b⊗ b)χ(â⊗ I, I ⊗ a).



��Ôñð �:kAÓ�e{ÕÆÔ � Õ�
�i �	� Õ !-#

³>æ2ë�� ï±çéØýî»å»ï çéëÕûüöÑçéØ�=º��ÔêÓ�á��
W

ùüØ�ûüó�=Lë@� õ ÙéÜ2Ûôï�Þ@=°ë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛôØP=ì= õ Ùêó Þ�Ú Ùêçéö�Üíó ÞÑå»ï�Þ@=jõ ï çêóDÜ2Ûôï�Þ@=�Ô
}BÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ=Þ

Q
�
Q̂

ç
W̃

îßå»çXW2î�Ü2ï Øwî
W

Ú�ëÕÚ Ûüî�Ø�î�� Øßì%ï çêÝIùu�½��ÔÖÓÕÓ��%Ü2ï Øwû¤W Ú Ûüî�Øuî
Q = |a|, Q̂ = |b|,

W̃ = Fq (−b̂> ⊗ qa−1b)∗χ(â> ⊗ I, I ⊗ a).

����Ô âG�-¡
³>æ2ë�� ï±çéØBîwëÕæ-r2Ùéï�W`óôØ�ëÕÛüçXW î�è±ç�rÕÛ

A =
{

(ω ⊗ id)W : ω ∈ B(H)∗
} JLK�MON P'R S ø R T%UWP'K�XYMOR T

ùüØuûüó*ï çêØ�î��±Ø�æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï�W
C∗ $ Ú(ë@�%Ü2ÙêæÕØ�è±Û¤WSå B(H)

�%Ü ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ
W ∈M(K(H)⊗ A) .

�0ëÕï çêú�ûôîuØSû=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØàë@� ûÞF£Ü2ï çéÜ ûüóôÛôõ ö�óDõ±ÛS�SÜ2ÙéæÕØuè ÛüÞ
A
Ô

_ ÎÞ���)��03
�,8�@���)� w `¢�NK
C∗ l ÛGæn)@äeo�ÜuÛ A ñ
ä�â+å�Ü¤á3ÚOßNÛ

A ø¢ù xy=�	��z��|{ �0ëÕï çéØßå7ÜíúSö�Ü2úP�±Þ®� ë-=�öÑï ç��ßó ÞHëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛFï%Ü
H

ùüØuûüó*ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï�Þ
î K(H)
��=LÜG=`Þ

â, â−1, b̂ ηK(H).

��ÜG=�ç��uóDÜG=`ÞG��ú�Ø
a, a−1, b η A øúù �\Ü
å»ç��uÝHëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛ=Þ

â ⊗ I
�
â−1 ⊗ I

�
I ⊗ a

�
I ⊗ a−1 � b̂ ⊗ b

û¤Wû=óDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûüî�ëÕï±Ø�î K(H) ⊗ A ø¢ù �£Ú%ÜíóDÛüîë�÷á�â��vZ~U Ø�ëÕÛüØ�= þ±ÔÖÓ� X¡ßÔ�ø4ÜÌ=Lë�ÝuÞXû=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çéÜë��ÔãâG\�çó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Üj��ÔÖÓ ðÍ=aÜ{=`Þ
χ(â⊗ I, I ⊗ a) ∈ M(K(H)⊗ A ø¢ù ) ,

Fq (̂b⊗ b) ∈ M(K(H)⊗ A ø¢ù ) ,
Ü ÝuëLî�Ü�ó Þ@='ç¢� î�çêØ

W ∈M(K(H)⊗ A øúù ) . ����Ô â{!8¡
% çéÜG� ë-=�ë5�²Ú%ÜíóôÛôî®�ñâG#@�AZCå»çéØ�Ûu� î�Øuï çéØaÓÕÔãþ��>Ú õ ï±öÑó$þ±ÔÈ X¡+�(ú�Ø ÜíÙéæÕØuè ÛDÜ

A
ùüØ�û=ó$æÕØuï Ø�ÛüëÇåFÜ2ï%Ü�Ú±ÛôîuØ�î

W
�Ü�å»ç���Ý°�£��ÔãâG!8¡v=�r�å»ç ï%ÜG=¥��ú�ØaÛôØ�Ú±ÛôØ�îuØ�ï�ó ÜíÝIùôÜlç�� Øuï�ó Þ�Ýuî�ï ëGtôÝ�çêë�å7ÜaùüØ�û=ó:=�ëÕÛüì%îP=LØP=Éî

A
� ë

A ø¢ù Ô� ï±ïÑÞ@=�ç"û+F®ëÇåýÞ
A ⊂M(A øúù ) ç"î�è±ç�rÕÛ AA øúù ùüØ�ûüó*æ-�uûüó ÞHå

A øúù í

AA øúù = A ø¢ù . ����Ô â{#8¡
äs� ë�åFë@� ï ç¢=`Þ�óDØuÛDÜ2î{�%ú�ØwëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ=Þ

a, a−1 ç
b
û¤W�ûüóôëÇåFÜ2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï Ø`î

A
ÔÉQ4Ù®Ü

γ ∈ Γq
�%Ú(ë@FhrÕúP=`Þ

V (γ) = Fq (γb̂⊗ b)χ(â⊗ I, I ⊗ a).

%¯r�å Ý�î�Ü2û
V (γ) ∈M(K(H)⊗ K(H))

Ô ª ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜÇùSW2Ý*î*ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü:��ÔêÓ ðYF£Ü�ó åFëSÚ(ëÕö�Ü2îuõ�ùüØ�=SÞ-�Ñú�Øë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéØ
Γq 3 γ 7−→ V (γ)



#-\ � O �	� l � l.� � k : Õpn� �l #OkAÓ�e<ÖBC
az + b E

ùüØ�û=ó@ÝuçXWÑæ�F Ø@å óDë2Ú(ëÕÙêëÕæÕçêç(û=óDÛôçêÝuó»ï%Ü
M(K(H)⊗K(H))

ÔÉ% Þ�ï çéö�Ü ûüó¤WG���%úuØ
Γq 3 γ 7−→ V (γ)12 = V (γ)⊗ I ∈M(K(H)⊗ K(H)⊗ A)ó Ü2öÑúuØýùüØuûüó@Ý�çXWÑæ�F®ØBå�óDëÕÚ�ëÕÙêëÕæÕçéç(ûüóôÛôçéÝßó Ô7ò�ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ:��ÔãÿY=�r�å»ç£�%úuØSë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛüÞHõ±ï çêóDÜ2Ûôï Ø

V (γ)
û¤WÚ ÛôîßÞ�ûüóDë2ûôë�å7Üíï Ø�� ë

W
�±ó£ùuÔ%ûôÚ�Ø3F ï±ç®ÜÇùSW ÛSr�å»ï%Üíï çéØ$Ú ç¢��ÝuçéëÕö3WíóDÜ<í

V (γ)13 = V (γ)∗12W23V (γ)12W
∗
23.

�£��Ôñá-\8¡
��ëÕï±çéØuåFÜ2ú

W
ï Ü2ÙéØuúuÞ/� ë
Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç

M(K(H)⊗ A)
��å»ç�� îuç�=`ÞG��ú�Ø

(V (γ)13)γ∈Γq

ùüØuûüó Ûüë�� îuçéï�W
Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å

M(K(H)⊗ K(H)⊗ A)
Ý�çXWÑæ�FhWaå°óDë2Ú(ëÕÙêëÕæÕçêç0û=óDÛüçéÝuó��0Ü Ýuë�î�Ü ó Þ@=Zç¢� î�çêØ

(V (γ))γ∈ΓqùüØ�û=ó@Ûüë��±î�çéïJW Ø�ÙéØP=LØuï�ó¤r�å
M(K(H)⊗ A)

Ý�ç�W�æ�FhWSå óôëÕÚ�ëÕÙéëÕæ2çéç�ûüóDÛüçéÝßó Ô
% ûôîuÝ�îuØ�æ-rÕÙêï ë-tüÝ�ç"ë@�±å»î�ëÕÛüë�å7Ü2ï±çéØ

Γq 3 γ 7−→ Fq (γb̂⊗ b) = V (γ)V (0)∗ ∈M(K(H)⊗ A)

ùüØ�û=ónÝuçXWÑæ�F Ø�å+óôëÕÚ�ëÕÙéëÕæ2çéç`û=óDÛüçéÝuó ç�ûüóôëÕûôõÇùSW2Ý�Ú�ëÕï ë�å»ï çêØ�ó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü ��ÔÖÓ ð ëíóDÛôîßÞ@= õ�ùüØ�=SÞ
(̂b ⊗

b) η (K(H)⊗ A)
Ô\ø@ÜÍ=�ë�ÝuÞ°�÷áÕá<�1��ÛüëÕÚ(ë2ûôçêóôçéëÕï>C`ÔÖÓ� £� åýÞ�ï çêö�Ü�û=ó�WG�A�%ú�Ø

b η A
Ô

ò�óDëÕûüõ�ùSW2Ýýû=ó å»çéØ�Ûu� î�Øuï çéØ¬��Ôãÿ­� ëwÚ ÛüîuÞ�Ú%ÜG� öÑõ
K = C � b̂ = 0

ç
â = γ ∈ Γq

å»ç¢� î�ç¢=`Þ-�2ú�ØýëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛ
V (γ) = χ(γ, a) = χ(a, γ)ûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü ÛSr�å»ï%Üíï çéØj����ÔãáG\8¡+� ö�óSrÕÛôØ�=�ëÕú�ØP=`Þaå óDØIùýûüÞÑóDõ Ü2ÝIùüç"Ú Ûüî�ØuÚ çéûôÜG¨FùôÜ2ö2ë

I ⊗ χ(a, γ) =
(
χ(a, γ)∗ ⊗ I

)
W
(
χ(a, γ)⊗ I

)
W ∗

Z�ÜíöÁùôÜ2ö�Ú(ë2Ú ÛôîuØ�� ï çêëjå»ï çéëÕûüöÑõ�ùüØ�=`Þ�ûüó¤WG��� ú�Ø (
I ⊗ χ(a, γ)

)
γ∈Γq

ùüØ�ûüó Ûüë��±î�çéïJW°Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�å
M(K(H)⊗ A)

Ý�ç�W�æ�FhW å/óDëÕÚ�ëÕÙéë2æÕçéç»ûüóôÛôçêÝuó Ôö}Bî�ï%ÜíÝ�î Ü�óôëJ�@úuØ (
χ(a, γ)

)
γ∈Γq

ùüØ�û=ó Ûôë@� î�çêï�WnØuÙéØ $
=LØuï�ó¤r�å

M(A)
Ý�ç�W�æ�FhW�åÁóDë2Ú(ëÕÙêëÕæÕçêç"ûüóDÛüçéÝßó$ç�ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±çéØÍ��ÔÖÓÇÿLÚ�ëÕö�Ü2îuõ�ùüØG�.úuØ

a
ëÕÛDÜ2î

a−1 û¤W�û=óDë $å7ÜíÛôîuÞ�ûüî�ëÕï Øàî
A
Ôò�ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ���Ô â2áÍ=jrÇå»ç�� ú�Ø

A ø¢ù ùüØ�û=ó4æ2Ø�ï ØuÛôë�å7Üíï%ÜLÚ Ûüî�Øuî
a, a−1 ç

b
Ô���ë2ï çéØßå7Ü2úàØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Þ�óôØû¤W$ûüóôë�å7Ü2ÛüîuÞ�ûôîuëÕï Ø@î@ÜíÙéæÕØuè Û¤W

A
��ë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéØ»ç¢� Ø�ï�ó Þ�Ý�îuï ë-tôÝuçéë�å Ø4ï%Ü

A øúù ùüØ�û=ó�=�ëÕÛ=ì%î�=�Ø�=�î
A øúù� ë

A
ÔÉ� ï ï�Þ@=Lç"ûÞF ë�åýÞ

A ø¢ù ⊂M(A)
ç

A øúù A = A.
�£��Ôãá±Ó?¡

��ëÕÛur�å»ï�õÇùSW2Ý��£��ÔãâG#8¡Fç»����Ôãá�Óo¡Fë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þ
A = A ø¢ù Ô ~ {w��{�y�{

% Þ�ú�Ø ù*ëÕÚ çêûDÜ2Ùêç�tu=`Þ�ÜíÙéæÕØuè ÛS�
A

æÕÛDÜÇùSWíÝ
W ÛôëÕÙ¢�	DIÜ2ÙêæÕØ�è Û=Þ>;£õ ï±ö2ÝIùüç0Ý�ç�W�æ@F®Þ�Ý�U��%î�ï±çéö�ÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�U�ågï çêØ�û $ö2ë-�±Ý�î�ë2ï ë-tôÝuç E ï%Ü�ö2ëÕï±ûüóDÛüõ ë�å7Üíï ØIù$æÕÛôõ Ú±çéØ ö�åFÜ2ï�óDë�åFØ ùuÔÍ³>æÕë@� ï çêØ`î óDØuëÕÛôç�WaëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDëÕÛur�å�=`õ Ùêó Þ�Ú Ùêç $ö�Üíó ÞÑå»ïÑÞ�Ý�U õ ï çêóDÜ2Ûôï�Þ�Ý�UØ�[�÷ð��0âG#3 X¡4ûüóôÛôõ ö�óôõ ÛDÜ æÕÛôõ±ÚÑÞGî Ü2öíë�� ë�åFÜ2ï%Ü ùüØ�ûüó$å°ö2ë�FhW2Ý�îuï�Þ�= =�ëÕÛ=ì�µ�=�çéØ
∆ ∈ Mor(A,A⊗ A)

�%ÜíïÑÞ@=�Ú Ûüî�Øuî
∆(c) = W (c⊗ I)W ∗

� Ù®Ü$å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
c ∈ A Ô�%nÜ2Û=óDë-tu¨­=�ëÕÛüì%îP= õ

∆
ï%ÜàØ�ÙêØ�=�Ø�ï�ó Ü2Ý�UaûüóDë�åFÜ2ÛôîßÞ�ûôî�ë2ïÑÞ�Ý�U�î

A
ëÕè ÙêçéÝ�î�ÜG=`ÞåFØP�cF õ±æ�óôØ�æÕë�ûDÜ{=LØuæÕë å»î�ëÕÛüõ��9Ü�å»ç¢��Ý$ï%ÜÍ=�ë�ÝßÞ�ûüó å»çêØ�Ûu� î�Øuï ç®Ü���Ô÷ð

∆(a) = a⊗ a,
∆(b) = a⊗ b +̇ b⊗ I.



��Ô ÿ �:kAÓ�e{Õ �¯��� fhgoi@Õ #±Ó
% î�ë2ÛüÞGóôØ ë�� Ú�ë�å»ç®ÜG� ÜÇùSWaå»î�ëÕÛüë-=På»Ú±Ûôë�å7Ü{� î�ëÕï�Þ@=Éï%ÜHÚ(ë2î�çéëG=LçêØ ∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=Þ�"*ëÕÚ<;²Ü�å°ÛüëÕî��±î�ç®ÜíÙéØð±Ô

Z0Ø�ëÕÛüç®ÜiÚ�ëÕÛS�uÝ�î�ï�Þ�Ý�U çv=�ë@� õ Ù®ÜíÛôï�Þ�Ý�UXëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å = õ ÙÖó Þ�Ú±Ùéçéö�Üíó ÞÑå»ï�Þ�Ý�U õ±ï çêóDÜ2Ûôï�Þ�Ý�U Ú�ë@�%ÜÇùüØóDÜ2öÑú�ØwëÕÚ çêûýæÕÛôõ±ÚÑÞ ûüö�Ü2Ùéõ�ùSWíÝ�ØIù
(τt)t∈R

í

τt(c) = Q2itcQ−2it

�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
c η A

Ô»��ÜG=�ç��ßó ÜÇùSWíÝG� úuØ
Q = |a| � å»ç�� îuç�=`ÞG�±úuØ
τt(a) = a,

τt(b) = q2itb

�±Ù®Ü`å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
t ∈ R Ô»Q4ëÕöíëÕïÑõ�ùSW2ÝwÚ Ûüî�Ø��NF õ úuØ�ï çéÜjU ë2Ùéë-=�ëÕÛüì Ý�î�ï±Ø�æÕëY� ë�Ú õ ï±öÑóôõ

t = i
2

ëíóDÛôîßÞ@= õ $ùüØP=`Þ
τi/2(a) = a,

τi/2(b) = q−1b.

Q4Ü2ÙéØ ùP�ÕÚ(ë2ÛSr�å»ïÑõ�ùSW2Ý7ëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2Û
W̃
�%Ü2ï�Þ Ú Ûüî�Øuî��£��Ôãâ-�-¡Cî�Øýî�ï Ü2ï�Þ�=°îFóDØuëÕÛôçêç�Ú�ëÕÛS�uÝ�îuïÑÞ�Ý�U�ëÕÚ�Ø�ÛDÜ�óDëÕÛurÇå

=`õ Ùêó Þ�Ú Ùêçéö�Üíó ÞÑå»ï�Þ�Ý�U�õ ï çÖó Ü2Ûüï�Þ�Ý�U å»î�ë2ÛôØ�=
W̃ ∗ = W>⊗R

å»ç¢� î�ç¢=`Þ-�±ú�Øwõ ï çÖó Ü2ÛüïÑÞ�Ü2ï�ó Þ�Ú(ë@�
R

Ú ÛôîßÞ ùu= õ�ùüØwï%Ü�æÕØ�ï ØuÛDÜíóôëÕÛôÜ2Ý�U
a
ç
b
åFÜ2Ûüóôë-tôÝuç

aR = a−1,

bR = −qa−1b.

����ÔãáÕâ-¡
ò�ö2ëÕÛüîuÞ�ûüóDÜG=`Þ óDØuÛDÜ2îwî�Øwå»î�ë2Ûôõ
ï Ü�öíë�ë@�±å»ÛôëíóDï ë-tu¨_�[�ãâ{#<�%å»î�rÕÛ½�=Ó2ÔêÓ�á-¡  X¡+íÉ� î�çêØ�� îuçéï�W

κ
ùüØ�û=ó

D(τi/2)ç
κ(c) =

(
τi/2(c)

)R
.% ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuç

κ(a) = a−1,

κ(b) = −a−1b.

����Ôãá2á8¡
�0ë��±ëÕè ï çêØ�ùôÜ2ö�å/Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG� öÑõXöíë-=Lï±ëÕú�Øuï ç®Ü<� å»î�ëÕÛ=Þ÷����Ôãá2á8¡�ç��£��Ôãá�âG¡�ûSWnç�� Øuï�ó Þ�Ýuî�ï Ø
î�å»î�ë2ÛDÜG=�çåýÞ�Ú Ûüë�å7ÜG�±î�ëÕï�Þ@=Lç�ï Ü�Ú(ëÕîuçéë-=�çéØ ∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛüÞ("*ëÕÚ<;²Ü±Ô��0ëÕîuåFÜ2Ù®ÜaóôëHûüó å»çêØ�ÛS�±î�ç�¨{�.ú�Ø ûüö2ëÕï±ûüóDÛüõ ë�å7Üíï%ÜÚ±Ûôî�Øuîaï%Üíû`æÕÛüõ Ú%Ü�ö�åFÜ2ï�óDë�åFÜ

(A,∆)
ùüØ�û=ó

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛDÜ2çêÝ�î�ïJW��±ØP;£ëÕÛu=aÜ2Ý ùSW�æÕÛüõ Ú�Þ°D
az + b E ë�� Ú�ë $å»çéÜG�%ÜÇùSWíÝ
W Ú%Ü2ÛôÜG=LØßóDÛüëÇå»ç

q
Ô

M �
� 4 x�Ñ � | � À tàs�þ.v0|
Z0Ø�ë2Ûôç®Ü�ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛSr�å = õ±Ùêó Þ�Ú Ùéçêö�Üíó ÞÑå»ïÑÞ�Ý�Ugõ ï±çêó ÜíÛôï�Þ�Ý�U÷� ëÕûüóDÜ2ÛôÝuî Ü�Ú Ûüî�ØuÚ çéûüõgï%Ü�ö2ëÕï±ûüóDÛüõ ë�å7Üíï çéØæ2Ûôõ Ú�Þ¼�±å ëÕçêûüóDØ ùY�±ë/� Ü2ï ØIù æÕÛôõ±ÚÑÞnö�å7Ü2ï�óôëÇå ØIùLÚ�ë�Ý�U ë��±î
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az + b E ûôö2ë2ï ûüóôÛôõ ë�åFÜ2ï ØIù*å�Ú(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü2ÙêØ���Ôñð±Ô

��ÛôîuÞ�ëÕî�ï%ÜíÝ�î�Øuï ç®ÜíÝ�U�ó Ü{=på»Ú ÛüëÇåFÜG� îuëÕï�Þ�Ý�UlëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛ
W = Fq (̂b⊗ b)χ(â⊗ I, I ⊗ a) ∈ B(H ⊗H),

����Ôãáíð�¡
�²æ-�±î�çéØ

(a, b) ∈ GH
�
â = b−1 � b̂ = b−1a

¡+�9ùüØuûüó½=Lë@� õ ÙéÜ2Ûôï�Þ@=ZëÕÚ�Ø�ÛôÜíóDë2ÛôØ�= = õ±Ùêó Þ�Ú Ùéçêö�Üíó ÞÑå»ïÑÞ@=õ ï çÖó Ü2ÛüïÑÞ@=¥� Ü�ë��±Ú(ë�å»ç®Ü{�%ÜÇùSW2Ý�Ü:= õ æÕÛôõ Ú Ü�ö�åFÜ2ï�óDë�å7Ü
(A,∆)

ûôöJF£ÜG� Ü�ûüç��$î
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=Þ

A =
{

(ω ⊗ id)W : ω ∈ B(H)∗
} JLK�MONQPLR S ø R TVUWPLK�XYMOR T

ç.ö2ë@F`W2Ýuî�ï ØuæÕë
∆ ∈ Mor(A,A⊗ A)

���%Üíï Ø�æÕë å»îuëÕÛôØP=
∆(c) = W (c⊗ I)W ∗

� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
c ∈ A Ô% �%Ü2ÙêûôîßÞ�Ý�U�Ûôë2îuåFÜ2ú Ü2ï±ç®Ü2Ý�U�ûüÞ@= è�ëÕÙéØP=

σ
ëÕî�ï Ü2Ý�îßÞ�=SÞ ∗ $ Ü2õ�óDë-=�ëÕÛüì î�=

B(H ⊗H)
ó Ü2öÑç£�±ú�Ø

σ(r ⊗ s) = s⊗ r
� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

r, s ∈ B(H)
Ô

C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è ÛSW¬=LÜÇùSW2Ý
W@çéï�óDØuÛôÚ ÛüØuó ÜíÝIùu�ýÜ2ÙêæÕØ�è±ÛüÞ�;£õ ï öíÝIùüç ÝuçXWÑæ�F®Þ�Ý�U îuï çéö�ÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�U å�ï±çéØ�ûüö2ë-�±Ý�î�ë2ï ë-tôÝuçï%Ü æÕÛôõ±Ú çéØv�±å ëÕçêûüóDØ ù�ùüØuûüó
Â =

{
(id⊗ ω)W ∗ : ω ∈ B(H)∗

} JLK�MONQPLR S ø R T%U�PLK�XYMOR T
,

Ü ö2ë-=�ï ëÕúuØ�ï çêØ
∆̂ ∈ Mor

(
Â, Â⊗ Â

) åýÞ�ÛôÜ2ú Ü�ûôç¢�wå»îuëÕÛôØP=
∆̂(d) = σ

(
W ∗(I ⊗ d)W

)

� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U
d ∈ Â Ô��ë@� ëÕè ï çêØ\ùôÜ2ö å Ú ÛôîßÞ�Ú ÜG� öÑõ�� ØP;£ëÕÛu=aÜíÝIùüç�ÛôëÕîuÚ%ÜíóDÛ=ÞÑå7Ü2ï�Þ�Ý�U�å��÷á±ÓP �� æÕÛüõ Ú%Ü���åFëÕçêûüóDÜ:� ë ö�å7Ü2ï $óDë�å ØIùCæ2Ûôõ Ú�Þ	D

az+b E ûôö2ë2ï ûüóôÛôõ ë�åFÜ2ï ØIù0å�Ú(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü2ÙêØÉ��Ô÷ð�ùüØuûüó�çéî�ëG=LëÕÛ=ì%Ý�îuï%Üýî¬æÕÛôõ ÚJW*Ú Ûüî�ØuÝ�çêå»ïJW<�ó²ùuÔ±ó¤W ûDÜG=�W æÕÛôõ ÚJW�îwî�ÜG=LçêØ�ï çêëÕï�W`öíëÕÙéØ ùüï ë-tüÝ�çXWY=�ï ëÕúuØ�ï çéÜ±Ô
¤ ���)��03
�,8�����`� w `¢�1] Ý ã�ä+ÜuÛGå î3ÜÞè â ô b̂ â�ïjâ+å�î3Ú»ÛGÜuõ�èoâSõ3î3ßAä¬õ C∗ l ÛGæn)@äeo�Üuï Â x j â+å)ß�ô£ä`ñ
ä�ôúõ3î%$>î3Ü�m±õe$
Ψ: A→ Â

å£Û3à3ôwp�q3ä
Ψ(a) = â

î3ÜSÛ?õ
Ψ(b) = b̂ x j õ3î%$>î3Ü�m±õe$²å�ä+ß5â�ã�ä�ò�ß�ô)Û

∆̂
(
Ψ(c)

)
= σ(Ψ⊗ Ψ)∆(c)

����Ôñá�ÿ-¡
ó<æúÛ�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê

c ∈ A xy=�	��z���{ ��ëÕï çêØuåFÜ2ú
ker b = {0} �J=LÜG=`Þ

(b, a), (̂b, â) ∈ DH
ÔÉ��ëÕï ÜG�±óDë

{
χ(â, γ)χ(̂b, γ′) : γ, γ′ ∈ Γq

}
=
{
χ(b−1, γ)χ(b−1a, γ′) : γ, γ′ ∈ Γq

}

=
{
χ(b−1, γγ′)χ(a, γ′) : γ, γ′ ∈ Γq

}

=
{
χ(b, (γγ′)−1)χ(a, γ′) : γ, γ′ ∈ Γq

}

=
{
χ(b, γ′′)χ(a, γ′) : γ′, γ′′ ∈ Γq

}
,



��Ô ÿ �:kAÓ�e{Õ �¯��� fhgoi@Õ #Õá
Ü�å»ç¢��Ý öÑÛôë2óôï ë-tüÝ�ç¬Ú%Ü2Û

(b, a)
ç

(̂b, â)
å°Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç

H
û¤WHó Ü2öÑçéØ ûôÜG=�Ø2Ô ª ëÕÛôîßÞ�û=ó ÜÇùSWíÝ�îuØ�ûüó å»çéØuÛ $�±î�Ø�ï±ç®Ü þ±ÔI# ï±çéØuóôÛôõJ�±ï ëHåýÞ�ö�Ü2î�ÜG¨G�0ú�Ø�Ú%ÜíÛüÞGóôØ û¤W õ ï çêóDÜ2Ûôï±çéØ ÛurÇå»ï±ëÇåFÜ2úuï ØG�0óDë î�ï%ÜíÝ�îuÞG��úuØ�çéûüóôï çéØ ùüØë2Ú(ØuÛDÜíóôëÕÛýõ ï çÖó Ü2ÛüïÑÞ

Z ∈ B(H)
ó Ü2öÑç�� ú�Ø

Z∗bZ = b̂,

Z∗aZ = â.

����Ôãá2þ8¡
ø*çéØuÝ�U

Ψ
èc�P� î�çêØàÜ2õ±óDëG=LëÕÛ=ì%î�=�Ø�=

B(H)
åýÞ�î�ï%Ü2Ýuî�ëÕï�Þ@=�Ú ÛôîuØ�î

Z
í

Ψ(m) = Z∗mZ
�±Ù®Ü å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U

m ∈ B(H)
ÔÉ��ëÕÛurÇå»ïÑõ�ùSWíÝ_����Ôãá2þ8¡ î��£��Ôñá2ð�¡ å»ç¢� î�ç¢=`Þ-�±ú�Ø

σ
(
(id⊗ Ψ)W

)
= (id⊗ Ψ)W.³.Ü�óDØ�= � Ù®Ü ö�Ü2úP� Ø�æÕë

ω ∈ B(H)∗
=aÜ{=`Þ

Ψ
(
(ω ⊗ id)W

)
= (ω ⊗ id)(id⊗Ψ)W

= (ω ⊗ id)σ
(
(id⊗ Ψ)W

)

= (id⊗ ω)(id⊗Ψ)W

= (id⊗ ZωZ∗)W.

����Ôãá-�-¡

�0ëÕï çêØuåFÜ2úwë��±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çêØ
B(H)∗ 3 ω 7−→ ZωZ∗ ∈ B(H)∗ùüØuûüó*è ç ùüØ�ö2Ý ùSW<� å»î�r2Û�����Ôñá8�-¡ Ú�ëÕö�Ü2î�õÇùüØG�%ú�Ø

Ψ(A) = Â
Ô

³>è%Ü{�%ÜG=`ÞGóôØ�ÛôÜ2î�ÛôØ�ÙéÜ2ÝIùu�Y=�ç��P� îuÞ
Ψ

Ü ö2ë-=�ï ëÕúuØ�ï çêØ�=Zï Ü
Â
ÔY% Ø�µP=`Þ

c = (ω ⊗ id)W ∈ A Ô%XóôØ��±Þ
∆̂
(
Ψ(c)

)
= ∆̂

(
(id⊗ ZωZ∗)W

)

= (id⊗ id⊗ ZωZ∗)(∆̂⊗ id)W

= (id⊗ id⊗ ZωZ∗)(σ ⊗ id)(W ∗
12W23W12)

= (id⊗ id⊗ ZωZ∗)(σ ⊗ id)(W13W23)

= (id⊗ id⊗ ZωZ∗)W23W13.

����ÔãáG!8¡

³°� Ûüõ æÕçéØ ùýû=óDÛüëÕï�Þ
(Ψ⊗Ψ)∆(c) = (Ψ⊗ Ψ)∆

(
(ω ⊗ id)W

)

= (ω ⊗ Ψ⊗Ψ)
(
(id⊗∆)W

)

= (ω ⊗ Ψ⊗Ψ)(W23W12W
∗
23)

= (ω ⊗ Ψ⊗Ψ)(W12W13)

= (ω ⊗ id⊗ id)
(
(id⊗Ψ)W

)
12

(
(id⊗ Ψ)W

)
13

= (ω ⊗ id⊗ id)
(
σ(id⊗Ψ)W

)
12

(
σ(id⊗ Ψ)W

)
13

= (id⊗ id⊗ ω)
(
(id⊗Ψ)W

)
13

(
(id⊗ Ψ)W

)
23

= (id⊗ id⊗ ω)(id⊗ id⊗ Ψ)W13W23

= (id⊗ id⊗ ZωZ∗)W13W23,
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Ü Ý�ë�î Ü ó Þ@=�ç�� îuçéØ
σ(Ψ⊗ Ψ)∆(c) = (id⊗ id⊗ ZωZ∗)W23W13.

�£��Ôñá-#8¡
��ëÕÛur�å»ï�õÇùSW2Ý��£��Ôñá-!8¡Fç»����ÔãáG#8¡Fë2óDÛüîuÞ@= õ�ùüØP=`Þb����Ôñá�ÿ-¡ßÔ ~ {w��{�y�{
M �ìä r�x±Å � þ.v"x�Å �ba } � � �Htwx�t�� � |
% ï±çéï çêØIùüûôîßÞ@= Ú�ë�� ÛüëÕî��±î�ç®ÜíÙéØ
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az+b E ûôöíëÕï ûüóôÛôõ ë�åFÜ2ï Ø ù�å�Ú(ë@� ÛüëÕî�� îuç®Ü2ÙêØ~��Ô÷ð Ô © ÜÇùSW2Ýýï Ü4å»î�æÕÙ¢��� îuçéØFÚ±Ûôî�Ø ùüÛôîßÞ�û=óDë-tu¨@î�Ü2Ú çêûôõèc�P� î�çêØ�=`Þ óS�@æ2Ûôõ ÚN�@ë2î�ï%Ü2Ýuî ÜG¨@ûüÞ@= è�ëÕÙéØP=
G
Ô»}	� Ú�ë�å»ç®ÜG�%Ü�ùSW2Ý
WFùüØIù

C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè ÛS�»ç�ö2ë-=�ï ëÕúuØ�ï çêØ@èN� $� î�çêØ�=`ÞG��óDÜ2ö$ùôÜíöLå Ú(ë2Ú ÛôîuØ�� ï çêÝ�U Ú(ë@� Ûôë2î�� îuç®Ü@F Ü2Ý�U��±ë2î�ï%Ü2Ýuî ÜG¨
A
ë2ÛDÜ2î

∆
Ô¬ø@Ü2ÙéØuúuÞLîuå»Ûur�Ýuç�¨Bõ�åFÜ2æ-�ï%Ü óDëJ�9ú�ØwågÙêçêóDØuÛDÜíóôõ ÛôîuØ$ï%Ü�óôØ�=LÜíó

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ2çéÝuî�ï�Þ�Ý�U�æ2Ûôõ Ú�öÑåFÜ2ï�óDë�åýÞ�Ý�U ï çéØ�=LÜ�Ú�ë�å»ûôîuØ�Ý�U ï çêØõ î�ï Ü2ï ØIùÊ� Øßì%ï çéÝ ùüç.Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç�ùüØ�� ï ë2Ûôë@� ï ØIùÊ� ÙéÜ ï çéØuîuåFÜ2ÛüóôØIù7æÕÛôõ Ú�ÞaöÑåFÜ2ï�óDë�å ØIùuÔ�Q4Øuì%ï±çéÝIùôÜ�� ö�ó¤rÕÛSWÚ(ë@�%ÜG=SÞHågó Þ�=/Ú�ë�� ÛüëÕî��±î�ç®ÜíÙéØG�2ùüØuûüóBÚ±ÛôîuÞ�û=óDëÕûüëÇåFÜ2ï%Ü®� ëaûôî�Ýuî�Øuæ-rÕÙéï±ØIù4ûüóôÛôõ ö�óDõ±ÛüÞ
C∗ $ Ü2Ùéæ2Ø�è Û=Þ ë�� $Ú(ë�å»çéÜG�%ÜÇùSW2ÝuØIùBè%ÜG�%Üíï ØIù$Ú ÛôîuØ�î�ï%Ü2ûàæÕÛôõ Ú±çéØ ö�å7ÜíïÑóôë�åFØ ùuÔ>%�Üíú�ï�W�ÛôëÕÙ¢� ë�� æ2ÛüÞÑå7Ü{¨�èN���±î�çéØY;²Ü2ö�ó���úuØè%ÜG�%Üíï%Ü å�Ûôë2î�� îuç®Ü@F Ü2Ý�U�ÿ çCþ æÕÛüõ Ú%Ü

Γq
ùüØ�ûüó*ûôÜG=Lë@� õ%ÜíÙéï%Ü<í

Γq = Γ̂q
Ô

HCë2öíÜíÙéï çêØBîuåFÜ2ÛüóDÜ�æ2Ûôõ Ú%Ü
Γq
=Lë2ú�Ø$è�Þ@¨àóôÛDÜ2ö�óDë�åFÜ2ï%Ü4ùôÜ2ö2ë

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è±ÛDÜ2çêÝ�î�ï Ü æÕÛôõ Ú Ü�ö�åFÜ2ï�óDë�å7Ü�Ô
}	� Ú(ë�å»çéÜG�%Ü`ùüØIù

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ C∞(Γq)
îaöíë-=Lï±ëÕú�Øuï çéØP=

∆Γq ∈ Mor(C∞(Γq), C∞(Γq)⊗ C∞(Γq))�%Ü2ï�Þ@='Ú Ûüî�Ø�î
(
∆Γqf

)
(γ, γ′) = f(γγ′)

� Ù®Ü å»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
γ, γ′ ∈ Γq

ë2ÛDÜ2îwå»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U
f ∈ C∞(Γq)

�ãùôÜ2öHîuåýÞ�öÑÙéØ õ�óDëÕúuûDÜG=�ç®ÜG=SÞ
C∞(Γq)⊗

C∞(Γq)
î
C∞(Γq × Γq)

¡ßÔ»}Bö�Ü2î�õ�ùüØwûüç��G�%úuØ
Γq

ùüØuûüó*Ú�ë�� æ2Ûôõ Ú�W å
G
Ô

_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`� w `¢� w j â+å)ß�ô£ä`ñ
ä½ó@î?à?òzÛ8óGß�ô£äOñ
äSó@ä+ß(â+Ý@Ühñ
ä�à3å�è3ÚOß�è
π ∈ Mor(A,C∞(Γq))

å£Û3à3ôwp�q3ä
∆Γq ◦π = (π ⊗ π)◦∆. ����Ô÷ð8\8¡

y=�	��z���{ % Þ�ÛôØuÚ ÛôØuî�ØuïÑóôõ�ùu=`Þ
C∞(Γq)

å»çéØuÛôï çêØ*å�Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ�ï çp"*çéÙêè(ØuÛüó Ü
L2(Γq)

ÔOË�ÙéØP=LØuï�ó ÞLû=óDë $å7ÜíÛôîuÞ�ûüî�ëÕï Øàî
C∞(Γq)

� Ü2ï ØwÚ ÛôîuØ�î
a0(γ) = γ,

b0(γ) = 0

� Ù®ÜBå»ûüîuÞ�ûüóôö�çêÝ�U
γ ∈ Γq

ûüóDÜÇùSWSûüç��*ëÕÚ(ØuÛDÜíóôëÕÛDÜ{=Lç ï±ëÕÛS=LÜ2Ùéï�Þ@=�çJ� î�çéÜ@F£Ü�ùSW2ÝuÞ@=�ç±å
L2(Γq)

Ô�ø@çêØuóôÛôõJ� ï±ëûôÚ ÛôÜ åR� î�ç¢¨G�%ú�Ø
(a0, b0) ∈ GL2(Γq)

ÔÉZ0Ø�ÛôÜ2îSû=ó å»çéØuÛS� îuØ�ï çêØ���Ô âíð�î�Ü2Ú(Øßå»ï ç®Ü�ï%ÜG=�çéûüóôï çéØuï çéØ4ç�ùüØ��±Þ�ï ë-tu¨
π
�%Ü ûôõ±Û£ùüØ�ö�ó ÞÑå»ï ë-tu¨ ç"ÛôØuÙ®Ü2Ý ùôÜ��£��Ô÷ð8\8¡FûSW�ï±çéØ�=LÜ2Ù(ë�ÝuîuÞÑå»çéû=óDØ2Ô ~ {w��{�y�{
C4è�ÞaåýÞ ùôÜGtüï ç�¨BÚ±ÛôëÕÚ�ëÕï ë�åFÜ2ï�W`ï çêú�Ø ùÊ�±Øuì%ï çêÝIùu�BÚ±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï ç�ùüØP� ï ëÕÛüë�� ï±ØIù

G /Γq
ë��±å ë�F ÜÇùu=`ÞLûôç��

� ë ûüÞÑóDõ Ü2ÝIùüç¬öÑÙ®Ü2û=Þ�Ý�î�ï±ØIùuÔ_��ÛüîuÞ�Ú õJtu¨�=`ÞG��ú�Ø
G

ùüØuûüóàÙéëÕö�Ü2Ùêï çéØSîuåFÜ2Ûüó¤W�æÕÛüõ Ú�W<�0Ü
H

ùüØIù��±ë-=LöÑï ç¢�uó¤WÚ(ë@� æÕÛüõ Ú�W±Ô(%¯rÇå Ý�î�Ü2û�æÕÛôõ±Ú%Ü
G
� î�çéÜ@F£Ü
îaÙéØuå ØIù`û=óDÛôë2ïÑÞnï%Ü
Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çýÙéØßåýÞ�Ý�UiåFÜ2Ûôû=ó å

G/H
Ô

��Ûôî�ØuûüóôÛôî�ØP�aëÕæ2ÛDÜ2ï çêÝ�îuëÕï�Þ�Ý�Uj;£õ ï öíÝIùüç%Ý�ç�W�æ@F®Þ�Ý�U�ï%Ü
G/H

=�ëÕú�ï Üwõ�óDëÕúuûDÜG=�ç�¨7î»Ú Ûüî�ØuûüóDÛüî�Øuï çXWàëÕæÕÛDÜíï ç $Ý�îuëÕï�Þ�Ý�Uj;£õ ï öíÝIùüç%Ý�ç�W�æ@F®Þ�Ý�U�ï%Ü
G
��ö�óSrÕÛôØ»û¤W$û=ó Ü@F®Ø*ï ÜwÙêØuåýÞ�Ý�U�å7Ü2Ûüûüó åFÜ2Ý�U

H
�Õó£ùuÔ2ó Üíö�çêÝ�U

x : G→ C �ú�Ø
x(gh) = x(g)

����Ô÷ð Óo¡
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 � k ��� 
�Õ #�ÿ
�±Ù®Ü�å»ûôîßÞ�û=óDöÑçéÝ�U

g ∈ G ç
h ∈ H Ôj³>ï Ü2Ý�îuï çéØ óDÛüõJ� ï çêØIù\ùüØ�û=óàåýÞ�ÛurÕú�ï ç¢¨�å�óDØuï ûüÚ(ëÕûurÕè Ú ÛôîuØ�ûüóôÛôîuØ��

;£õ±ï ö2Ý ùüç.Ý�ç�W�æ�FéÞ�Ý�U�î�ï çêö�ÜÇùSW2ÝuÞ�Ý�UHå ï çéØuûôöíë-� Ý�îuëÕï ë-tüÝ�ç.ï Ü
G/H

ÔÉ³.Ü@FXrÕú�=`Þ�î�ÜíóDØP=(��ú�Ø
G
=LÜàóDë2Ú(ëÕÙêë $æ2çéÝ�îuï çéØ$û=óDÛüõ ö�óDõ Ûu�SçêÙéë�Ý�îuÞ�ïÑõ ö�Ü2ÛüóôØ�îIùôÜ{� ûôöÑçéØuæÕëJí

G = H ×
(
G/H

)
.

����Ôñð�â-¡
%¯r�å Ý�î�Ü2ûs;£õ±ï ö2Ý ùüØSÝuçXWÑæ�F ØBï Ü

G/H
îuï çéö�ÜÇùSW2ÝuØBå�ï çêØ�ûüö2ë-� Ýuî�ëÕï±ë-tôÝuç0ë@� Ú�ë�å»ç®ÜG�%Ü�ùSW:� ëÕöJF£ÜG�±ï çéØBó Þ@=ÝuçXWÑæ�F®Þ@=pç.ëÕæÕÛôÜ2ï çéÝuî�ëÕï�Þ@=²;£õ ï±ö2ÝIùüëG=
x
ûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü�ùSW2ÝuÞ@= ����Ôñð�â-¡+��� Ù®Ü ö�ó¤rÕÛ=Þ�Ý�U(;£õ ï öíÝIùôÜ

G = H ×
(
G/H

)
3 g = (h, k) 7−→ x(h, k)f(h) ∈ Cîuï çéö�Üwå ï±çéØ�ûüö2ë-�±Ý�î�ë2ï ë-tôÝuç.ï%Ü

G
� ÙéÜ½� ë�å ëÕÙéï±ØIù»;£õ ï öíÝIùüç

f
Ý�ç�W�æ�F®ØIù\ç�î�ï±çéö�ÜÇùSW2ÝuØIù¬å ï çêØ�ûôöíë-� Ýuî�ëÕï ëGtôÝ�çï Ü

H
Ô

��ÛôîßÞ�ö�F ÜG� ØP=�ëÕÚ çêûDÜ2ï±ØIù\Ú�ë�åýÞ�úuØIùFûüÞÑóôõ%Ü2ÝIùüçÕùüØ�û=óýöÑÙ®Ü2û=Þ�Ý�î�ï Ü`æÕÛôõ±Ú%Ü�D
az+ b E ç2ùüØIù Ú�ë@� æÕÛôõ±Ú%ÜSîoF ë $úuëÕï%Üwî»î�Ø�ûüÚ(ë2ÙéëÕï�Þ�Ý�U>U ëG=Lë2óôØuóôçéç Ô�� ûüóôë2óDï±çéØýöÑÙ®Ü2û=Þ�Ý�î�ï ÜSæÕÛüõ Ú%Ü	D

az+ b E ùüØ�ûüó çéÙêë�ÝuîuÞ�ï ØP=°ÚNr�F Ú ÛüëÕûüó Þ@=Ú�ë@� æÕÛôõ±ÚÑÞ�U ë-=�ë2óDØßóDçêç Ú Ûüî�Øuî�Ú�ë@� æÕÛôõ±Úc�aóôÛDÜ2ï±ûôÙ®ÜíÝIùüçFçêî�ë-=�ëÕÛ=ì%Ý�îuï�W
î ÜG�J��Þ�ó ÞÑå»ï�W æÕÛüõ Ú�W C Ô/Z�Ü2öå»ç¢��ÝHóDë2Ú(ëÕÙêëÕæÕçêÝ�î�ï±çéØ�æÕÛôõ Ú ÜlóDÜLùüØ�ûüó�ÛurÇå»ï Ü C × (C \ {0}) �¬æ-� î�çêØ®U ë-=�ë2óDØßóDçêØ�õ±óDë2ú�ûDÜ{=LçêÙéç�tu=`Þ î
C \ {0} Ô»}BÝ�îuÞÑå»ç¢tôÝ�çêØwÚ ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�ï ç�W$ùüØP� ï ëÕÛüë�� ïJW G/H ùüØuûüó»å ó Þ@='Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG�±ö�õ C Ô© ëíó Þ�å ë�å7Üíï ç©Ú ÛüîuÞ�öJF£ÜG� ØP=PöÑÙéÜ2ûüÞ�Ý�îuï ØIù4æÕÛüõ Ú�Þ®D

az + b E Ú(ë@�%ÜG=SÞHóDØ�ÛôÜ2î��±Øuì%ï çêÝIùu�SöÑåFÜ2ï�óDë�å ØIùÚ±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï çÕùüØ�� ï ë2Ûôë@� ï ØIù
G /Γq

ÔO��ÛôîuÞ�Ú�ë-=�ï ç ùu=`ÞG�Ñú�Ø
(Uγ)γ∈Γq

ùüØ�û=óFÛüØ�Ú ÛüØ�î�Øuï�ó Ü2Ý ùSW
Γq

å
A
� ó²ùuÔ�Ûüë $�±î�çéïJWàØuÙéØ�=�Ø�ï�óSrÇå�õ ï çêóDÜ2Ûôï�Þ�Ý�U

M(A)
óDÜ2ö3W<�Ñú�Ø

Uγ1Uγ2 = Uγ1γ2

�Ñç%ú�Ø@ë��±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çêØ
γ 7→ Uγ

ùüØuûüóÝuçXWÑæ�F Ø@å óDë2Ú(ëÕÙêëÕæÕçêç(û=óDÛôçêÝuó�¡FÚ(ë�Ý�U ë@� î
W2Ý�W�îuØwûüóDÛüõ ö�óDõ Û=Þ çéÙêë�ÝuîuÞ�ïÑõ�öÑÛüîuÞ�ú�ë�å Ø�æÕë Ô
æ �8���±�)����� w `¢�1 ® ä±mÉß�ôhÝÞñ
ä�$Yè5ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä�¬

C∞(G /Γq)
î�ó+ã�î3ÚOô)Û8ó8ÛuñPï@éSï5ãNÜuõ3ä�â+å)Üuõ3ä+ß�ô�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê

ðÞÝ@ß<à8é`ñÞô»é+ô)ït)3ò�è8é�êjõ�ß�ô�àGÛuñPï@é+è8é�ê_Úëß�ô£ä�â�à8î%¬AéSõ3î3ßAîtv?é+ô�ßNÛ	ãNÜuõ3ä�â+å�Üuõ3ä+ß�ô�ñ
äSóGßAî3Ü¤î�óGßAä`ñ
G /Γq

ñPÛ3à8î�õto�ô£á3Ü
å)è8é�ê

x ∈M(A)
p�ó<æúÛÍà3å�á3Ü+è8é�êî x (id⊗ π)∆(x) = x⊗ I p

à�x xf(a) ∈ A ó<æúÛ�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê
f ∈ C∞(Γq)

p
ð x î�óGÚ�õ3î3Ü�î3Ú»ÛGß�ô£ä

Γq 3 γ 7−→ UyxU
∗
γ ∈M(A)ñ
ä�â+åRé+ô)ït)3ò ä�Ú ßAî3ÜÆ$Yô£ä x��õ ï ö�ó�ÓÕÔ�ë@� Ú�ëÇå»çéÜG�%ÜGè�Ø�îuÚ(ë-tüÛôØP� ï çéë åFÜ2Ûôõ ï±ö2ë�å»ç½�£��Ô÷ð Óo¡ÃÔ¼QBÜ2ÙêØIù î Ü2õ�åFÜ2ú�=`ÞG�FúuØ�Ú�ëÕï çêØuåFÜ2ú

Sp a ⊂ Γq
ç
a−1 η A

�p=Lë2ú�Ø�=SÞ
óDÛôÜ2ö�óDë�åFÜG¨
a
ùôÜ2ö2ë_Déå»ûôÚNr�F Ûüî����±ï�W å»îP�cF õ±ú

Γq E Ô:Z�Ü2ö
å»ç��uÝ Ú õ ï ö�óâ�ÔO� Øuì%ï±çéÝIùüçp��Ô â{!:=�r�å»ç£��ú�ØFùüØ�tüÙéç(Ú(ë-=�ï ëÕúßÞ@=`Þ
x
Ú ÛôîuØ�îv;£õ ï öíÝIùu�wî ÜíÙéØ�ú�W2Ý
W ó Þ�Ùéöíë�ë��Hå»ûôÚNr�F®Ûôî��P� ï Ø ùå»îP�cF õ±ú

Γq
�£ó²ùuÔ�;£õ ï öíÝIùu� ë��

a
¡Þ�¬öÑóSrÕÛDÜGîuï çéö�Ü�åpï çêØ�ûôöíë-� Ýuî�ëÕï ëGtôÝ�çýï Ü Ú�ë@� æÕÛôõ±Ú çéØ

Γq
�©óDëlçéÙêë�ÝuîuÞ�ïèN���±î�çéØwîuï çéö�Ü@FCå ï çéØuûôö2ëG� Ý�îuëÕï ë-tüÝ�ç0ï%Ü

G
� Ý�îßÞ�Ùéç"èN��� îuçéØwï%Ü2ÙêØ�ú Ü�F�� ë

A
ÔO%�ÜíÛôõ ï Øuö á±Ô¬ï çéØv=LÜ è(Øuî $Ú�ë-tüÛôØ��±ï çéØuæÕë`ë@� Ú�ëÇå»çêØ�� ï±çéö�Üàå û=Þ�óôõ%Ü2Ý ùüç>öÑÙ®Ü2û=Þ�Ý�î�ï±ØIùuÔ»¦2Ø�û=óýëÕïàùüØP� ï%Ü2ö åýÞ�æÕë@� ï�Þ-��æ-�±Þ�ú4åýÞ�ûüóS��Ú õ�ùüØë2ï å î�ï%Üíï ØIù»óôØ�ëÕÛüçéçAH0ÜíïJ� ûüóDÜG�%Ü�çéÙêë�ÝuîuÞ�ïJr�å öÑÛüîuÞ�ú�ë�åýÞ�Ý�UlÚ ÛôîuØ�îwæÕÛüõ Ú�Þ Ú ÛôîuØ�=�çéØ�ï±ï ØÍ�ÖÓ2Ó�  Ô ÿ

�9ef
���	:��8�����/g�
G18�
-�A�7>7�2�-�d�H8�,����2�7�;	:�7�3����
-	052��
-	���!2(*#A�
hi8<�A	:���j�<k�>����;�H�7�0�2 7	�,:>7�2�i8�Gl(��7D2,m52,:>7���3/1�7���*�A�9no
�p	�,:�*�0/=8<G1�2� Ijq �0,:+Ar����j���$#A��8��s�*�m8<(� t�&8b	:��!gh��3�u
->$��>��7(�+�Gl�����v
��*	���8�����/w�
G18�
-�A��>��2���v5�8<,:� H ⊂ G
	98<�
/l�-��!gh7�

H����
-	x(�,:�25�pv52,�>��7�j/1�7�2��py/�
:8<�j�A#A��8�Gl�&p2!�/=
�	:�2/l�-���0�A#A5&���0/1��#2�2/l��,���52,���>7����	98�����/
(Uγ)γ∈Γq I{z ��
-	w	��i,:�
#2>7/1��8 (Uh)h∈H| �2�2������/g��8

G
	:8<��8�!2h7�

Uh′ : G = H ×
(
G/H

)
3 (h, k) 7−→ 〈h′, h〉.
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az + b E

T���� îuçéØP=`ÞHÚ�ë2óDÛüî�Ø�è�ë�å7Ü{¨àï Ü2ûüóS��Ú õ�ùSWíÝ�Ø�æ2ëaÙéØP=aÜ�óDõ�í
� �@a���Î w `¢�.ª�� ô£ä�é�ê

x ∈M(A)
o�&Só?õ�ô£ävå£Û3à3ô�$Áä+æ�ä�$>ä+ß�å�ä�$=p�q3ä�î�óGÚ�õ3î3Ü�î3Ú»ÛGß�ô£ä

Γq 3 γ 7→ UγxU
∗
γñ
ä�â+å_é+ô)ït)3ò[ä�Ú´ßAî3ÜÆ$Yô£ä°ô�õ?Û3ò áeqe$Yètpâq3ä

xf(a) ∈ A
ó<æúÛÆÚ�âSõ�èoâ+åhà3ô£é�ê

f ∈ C∞(Γq) x � á3Ú�éSõ?Û3â
f(a)x ∈ A ó<æúÛ�Ú�âSõ�è?â+å`à3ô£é�ê

f ∈ C∞(Γq) xy=�	��z���{ ³ ÝuçXWÑæ�F ë-tüÝ�ç7ë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï ç®Ü
Γq 3 γ 7→ UγxU

∗
γ

�\å»ï±çéëÕûüö�õÇùüØ�=`ÞG�Fú�Ø�� ÙéÜ°� ë�åFëÕÙêï Ø�æ2ë
ε > 0

çêûüóôï çéØ ùüØBîuåFÜ2ÛüóôØSëíóDë�Ý�î�Øuï çéØ
Vε

Ú õ ï±öÑóôõ
1 ∈ Γq

ó Ü2öÑçêØG� úuØ
‖Uγx− xUγ‖ < ε

� Ù®Ü�ö�Ü2ú�� ØuæÕë
γ ∈ Vε

Ô © ë2ú�Ø�=SÞ
åýÞ�è ÛDÜ{¨
Vε

åÁó Ü2öÑç0ûôÚ�ëÕûSr2è��.ú�Ø`î�è ç¢rÕÛ@óôØ�ïlî�=�ï çêØIùüûôî�Üaûôç¢��� ë {1}æ-�±Þ
ε→ 0

Ô¬ø@çêØ�Ý�U

gε(γ) =

{ ( =LçéÜ2ÛDÜ�"4ÜÕÜ2ÛôÜ î�è çêëÕÛôõ
Vε
)−1 � Ù®Ü

γ ∈ Vε,
0

� ÙéÜ
γ 6∈ Vε.

ç.ï çêØ�Ý�U
ĝε

èN���±î�çéØ$óôÛDÜ2ï û[;£ëÕÛS=LÜíó¤WYV9ë2õ ÛôçêØ�ÛDÜ�;£õ±ï ö2Ý ùüç
gε
í

ĝε(γ) =

∫

Γq

gε(γ
′)χ(γ, γ′) dh(γ′).

��ëÕï±çéØuåFÜ2ú
gε(a) =

∫

Γq

gε(γ
′)χ(a, γ′) dh(γ′) =

∫

Γq

gε(γ
′)Uγ′ dh(γ′),

=aÜ{=`Þ

‖ĝε(a)x− xĝε(a)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥

∫

Γq

gε(γ)(Uγx− xUγ) dγ

∥∥∥∥∥∥∥
≤
∫

Γq

gε(γ)‖Uγx− xUγ‖ dγ ≤ ε.

ò�ó�W{�¥�±Ù®Ü ö�Ü2ú�� Ø ù~;£õ ï±ö2ÝIùüç
f ∈ C∞(Γq)

‖f(a)ĝε(a)x− f(a)xĝε(a)‖ ≤ ‖f(a)‖ε.
V%õ ï ö2Ý ùüØ

gε
î�ëÕû=ó Ü@FéÞGûüö2ëÕï û=óDÛüõ ë�å7Ü2ï±Ø�óDÜ2ö1�.ú�Ø

f(a)ĝε(a) → f(a)
å�ï ëÕÛu=LçêØG�(æ-�±Þ

ε → 0
Ô�Z�ØuÛDÜ2îûôöíëÕÛôë

‖f(a)x− f(a)xĝε(a)‖ ≤
∥∥(f(a)− f(a)ĝε(a)

)
x
∥∥ + ‖f(a)ĝε(a)x− f(a)xĝε(a)‖ −−→

ε→0
0

ëÕÛDÜíî
f(a)xĝε(a) = f(a)

(
xĝε(a)

)
∈M(A)A ⊂ A

� å»ç¢� î�ç¢=`Þ-� úuØ
f(a)x ∈ A Ô ~ {w��{�y�{

_ ÎÞ���`�@03
�,8�@�±�`� w `êÒ�� u Üuõ3ä�â+å�Üuõ3ä�¬
C∞(G /Γq)

ñ
ä�â+å
C∗ l ÛGæn)@äeo�Üuï x



��Ôãþ � k � l1g?i�k � ldc  �l � 
 � k ��� 
�Õ #8�

y=�	��z��|{ ¦2Øuûüó\ùôÜíûôï Ø{�(úuØSîuè ç�rÕÛ*Ø�ÙêØ�=�Ø�ï�ó¤r�ågûüÚ(ØoF ï çéÜÇùSW2ÝßÞ�Ý�U�å7Ü2Ûüõ ï öÑç\ÓÕÔ7ç0á±ÔÊ� Øßì%ï çêÝIùüç±��ÔãâG!BùüØuûüó
C∗ $ Ü2ÙéæÕØuè Û¤W�Ô	��ë2î�ëÕû=ó ÜÇùüØ å»ç¢��Ý`åýÞ�ö�Ü2î Ü{¨G�"ú�Ø»ùüØ�tôÙêç x ûüÚ(ØoF ï çéÜLå7ÜíÛôõ ï öÑç¬â�Ô$ç�á±ÔBóôØIù¬� Øßì%ï çêÝIùüç£��óDë

x∗óDÜ2öÑú�ØFùüØwûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü±Ô»³lÙéØP=aÜ�óDõ¥��ÔãâG# åýÞ�ï çéö�Ü<�%úuØàØuÙéØP=LØuïÑó
x∗f(a) =

(
f(a)x

)∗

ï Ü2ÙéØuúuÞ®� ë
A
� ÙéÜ:� ë�åFëÕÙêï ØIùÊ;£õ ï öíÝIùüç

f ∈ C∞(Γq)
�9Ü å»ç��uÝ

x∗
ûôÚ�Ø3F®ï ç®Ü åFÜ2Ûôõ±ï Ø�ö á±Ô ~ {���{wy�{

% çêØ�=`Þaùüõ ú{��úuØ
C∞(G /Γq)

ùüØ�û=ó
C∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û¤W±Ô © ëÕúuØ�=`Þ�ùüØ��±ï%Ü2ö Ú(ë@�%ÜG¨�è%Ü2Ûu� î�çêØIùàöíëÕï öÑÛôØßóDï�ÞùüØ ùýë2Ú çéûuÔ

¤ �>�`��03
�,8�@���)� w `éÒ"Ë
C∞(G /Γq) = {f(b) : f ∈ C∞(Γq)} xy=�	��z��|{ Q4ÙéÜ

γ ∈ Γq
ï çéØuÝ�U

ξγ
ë2î�ï%Ü2Ýuî Ü�;£õ ï±ö2ÝIùüë2ï%Ü@FCØßå7Ü2Ùêõ%Ü2Ý ùüç�å Ú õ ï±ö2Ý�çêØ

γ
î��±Øuì%ï çêë�å7Ü2ï�Þ>� Ù®Ü

f ∈ C∞(Γq)
ùôÜ2öíë

ξγ(f) = f(γ).Q4Ü2ÙéØ ùýï çêØ�Ý�U
πγ = ξγ◦π ∈ Mor(A,C)

Ô © Ü{=`Þ
πγ1 ∗ πγ2 = (πγ1 ⊗ πγ2)◦∆

= (ξγ1 ∗ ξγ2)◦(π ⊗ π)◦∆
= (ξγ1 ∗ ξγ2)◦∆Γq ◦π
= ξγ1γ2 ◦π = πγ1γ2

Ü Ú�ëÕï çêØuåFÜ2ú
π1 ∗ a = (id⊗ ξ1◦π)(a⊗ a) = a,

π1 ∗ b = (id⊗ ξ1◦π)(a⊗ b +̇ b⊗ I) = b,å»îPrÕÛ
α̂γ(x) = πγ ∗ x = (id⊗ πγ)δ(x)�±Øuì%ï çêõ�ùüØ�Ü2õ±óôë-=Lë2Ûüì%îP=

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è Û=Þ A ç
γ 7→ α̂γ ∈ Aut (A)

ùüØ�ûüó�U ëG=Lë-=�ëÕÛ=ì%î�=�Ø�=�ÔY��ë2ï%ÜG�±óôëë@�±å»îuëÕÛôë�åFÜ2ï çéØ
Γq 3 γ 7−→ α̂γ(x)ùüØuûüó*Ý�ç�W�æ@F Ø­�±Ù®Ü ö�Ü2ú��±Ø�æÕë

x ∈ A � Ýuë�ë2î�ï%Ü2Ýuî Ü<�%úuØBóDÛur�ùüö�Ü
(A,Γq, α̂)

ùüØuûüó»õ öJF ÜG� Ø�=²�±Þ�ï%ÜG=�çéÝ�îuï�Þ�=�Ô
¦2Øuûüó�ùôÜ2ûôï Ø{�%ú�Ø

(
α̂γ(x) = x� Ù®Ü`å»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

γ ∈ Γq

)
⇐⇒

(
(id⊗ π)∆(x) = X ⊗ I

)
.

����ÔñðÕá8¡
Q4Ü2ÙéØ ùýûüö2ëÕÛüë

∆(Uγ) = ∆
(
χ(a, γ)

)
= χ(a⊗ a, γ) = χ(a, γ)⊗ χ(a, γ) = Uγ ⊗ Uγ,

=LÜG=`Þ
α̂γ′(Uγ) = (id⊗ πγ′)(Uγ ⊗ Uγ) = χ(γ, γ′)Uγ.

����Ôñð2ð�¡
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� ûüóôï çéØuï çéØ�� îuç®Ü@F Ü2ï ç®Ü
α̂
æÕÛôõ±ÚÑÞ

Γq = Γ̂q
ï%Ü

A
ëLå	F Ü2ûôï±ë-tôÝuç~�£��ÔñðÕð8¡ýë2î�ï%Ü2Ýuî Ü<��ú�Ø

C∗ $ Ü2ÙêæÕØ�è ÛôÜ A ��ÛôØ $Ú ÛôØuî�ØuïÑóDÜ2ÝIùôÜ
(Uγ)γ∈Γq

ç@� î�çéÜ@F£Üíï çéØ
α̂
ûüÚ(ØoF ï çéÜÇùSW4î�Ü@F ëÕúuØ�ï çéÜ*ó å»çêØ�ÛS�±î�Ø�ï±ç®Ü	HCÜ2ïJ�±ûüó Ü{�%ÜY�u� ÓÇÿ��{Z~U Ø�ë2ÛôØ�=

��ÔI!±Ô«!3 h¡ÃÔ © r�å»çCëÕï ëJ� úuØwçéûüóôï çéØ ùüØ$õ öJF£ÜG�¥�±Þ�ï%ÜG=�çéÝuî�ï�Þ
(B,Γq, α)

ó Üíö�ç�� ú�Ø
A = B oα Γq

ÔÉ�0ëÕï%ÜG��óDë

B =




x ∈M(A) :

}9~
α̂γ(x) = x �"���o�@�����"�����6�C��� γ ∈ Γq �}�}9~
xĝ(a), ĝ(a)x ∈ A �"���o�@�����"�����6�C��� g ∈ L1(Γq) �}�}�}9~�� �"�i� �
��� �y�*�^�C� Γq 3 γ 7→ UγxU

∗
γ ∈ M(A) ��������B���2�&���;��� �
��� �C�




.

�£��Ô÷ðÑÿ-¡

Q4î�çéÜ@F£Üíï çéØ
α
æ2Ûôõ Ú�Þ

Γq
ï%Ü

B
åýÞ�ÛôÜ2ú Ü�ûôç¢�Bå»î�ëÕÛüØ�=

αγ(x) = UγxU
∗
γ .

%nÛüØ�ûüî�Ý�çêØHõ öJF£ÜG�
(B,Γq, α)

ùüØuûüó4ùüØ���Þ�ï�Þiî®�±ëÕöJF£ÜG� ï±ë-tôÝuçXW�� ë ö2ë�åFÜ2ÛôçéÜ2ï�óDï ØuæÕë çéîuë-=Lë2Ûüì%îP= õ.Ô�%ûôîuÝ�î�Øuæ-rÕÙêï ë-tôÝuç
(B,Γq, α) ' (C∞(Γq),Γq, β)

�²Ú%ÜíóôÛôî$Ú�ë��±ÛôëÕîP� î�çéÜ@F���Ôñá8¡ßÔ
% ï%Ü2ûüîuÞ@=�Ú ÛüîuÞ�Ú%ÜG� öÑõ�=LÜG=`Þ

B = C∞(G /Γq)
ùôÜ2ö2ë�Ú�ë�� îuè çéë2ÛüÞ

M(A)
Ô»� ûüóDëíóDï çêØGí�å7ÜíÛôõ ï Øuö

ô[¡`Ú(ë2ö�Û=ÞÑå7Ü ûôç¢��îHåFÜ2Ûôõ±ï öÑçéØ�= ÓÕÔiî�� Øuì%ï±çéÝIùüçs��Ô âG!��\ï Üb=�ë�ÝuÞ¯����Ô÷ð�á8¡ßÔ�ø@ÜlÚ çéØuÛüå»ûôîßÞ�Ûôîuõ±ó�ëÕö�Üå7ÜíÛôõ ï Øuö5ôhô[¡"ùüØuûüóR=�ë�Ýuï çéØ ùüûôîßÞaï çêúwâ�Ô�îv� Øßì%ï çêÝIùüçp��Ô âG!�� Ü2ÙêØBû¤W ëÕï±Ø$ÛSr�å»ï ë�å7Üíú�ï Øwï%Ü:=�ë�ÝßÞaÙêØ�=LÜíóDõ
��ÔãâG#±Ô

%nØPµ�=`Þ�óDØuÛDÜ2î
x = f(b)

�.æG� î�çêØ
f ∈ C∞(Γq)

Ô�}BÝ�îuÞÑå»ç¢tôÝ�çêØ
x ∈ M(A)

ç
x
ûüÚ(ØoF ï çéÜLå7ÜíÛôõ ï Øuö

ô[¡ßÔÉQBÜíÙéØIù7ÛSr�å»ï ëGtS¨
Uγf(b)U∗γ = f

(
UγbU

∗
γ

)
= f(γb) =

(
βγ(f)

)
(b)

�£��Ôñð�þ-¡
æ2åFÜ2ÛDÜ2ï�óôõ�ùüØG�%úuØàûüÚ(ØoF ï çêëÕï�ÞSùüØ�û=ó»å7Ü2Ûüõ ï Øuö°ôhôhô[¡ßÔ

��ëÕï çêØuåFÜ2ú
f(b)g(a) ∈ A � Ù®ÜSå»ûüîuÞ�ûüóôöÑçéÝ�U

f ∈ C∞(Γq)
�
g ∈ C∞(Γq)

�£Ú(ëÕÛuÔ<� ë�å�r���ûüó å»çêØ�Ûu� î�Ø $ï ç®Ü��£��Ô â2á-¡S¡�ëÕÛDÜ2î¬� î�ç¢��öÑç�ÙéØ�=LÜíóôëÇå»çc��ÔãâG#<�ÑØuÙéØ�=�Ø�ï�ó
x
ûôÚ�Ø3F ï±ç®ÜSÛur�å»ï çéØuú@åFÜ2Ûôõ ï±Ø�ö¥ôhôhô[¡ßÔÉ}Bî�ï Ü2Ý�î�Ü`óDëJ�ú�Ø

{
f(b) : f ∈ C∞(Γq)

}
⊂ B.³.Ü2õ�å7Üíú�=`ÞHÚ�ëÕï%Ü{�±óDëJ�±ú�Øwï%ÜÍ=Lë�ÝuÞ°�£��Ô÷ð�þ8¡ çêï öÑÙéõ î ùôÜ

C∞(Γq) 3 f 7−→ f(b) ∈ B
ûôÚ ÙéÜíó ÜÍ� îuç®Ü@F Ü2ï ç®Ü

β
ç
α
ë��±Ú(ë�å»çéØP� ï çêëLï%Ü

C∞(Γq)
ç
B
Ô*ò�öJF£ÜG�%Ü�ùSW2ÝSóS�Sçêï öÑÙéõ î ùu�Sîàö2ë�åFÜ2ÛôçéÜ2ï�óDï�Þ@=çéîuë-=Lë2Ûüì%îP=LØP=

B
∼−→ C∞(Γq)

ë2óôÛôîßÞ�=`õ�ùüØ�=`Þ�ö2ë�å7ÜíÛôç®ÜíïÑóôï Øwå	F ëÕúuØ�ï çêØ
C∞(Γq) ↪→ C∞(Γq).

}	� Ú(ë�å»çéÜG�%ÜÇùSW2ÝuØv= õ Ý�ç�W�æ�F®Ø$ë���å»î�ëÕÛüëÇåFÜ2ï çêØ
Ψ: Γq −→ Γq

ùüØ�û=ó$ûôõ Û ùüØ�ö�ó ÞÑå»ï Ø�ç�Ø�ö�å»çÖå7Ü2Ûüç®Ü2ï�óôï Ø:� ÙéÜaï%Üíóôõ ÛDÜ2Ùêï Ø�æ2ë_� î�çéÜ@F£Üíï ç®Ü
Γq

ï%Ü
Γq
ÔSò�ó¤WG�°� Ù®Ü�� ë�åFëÕÙêï Ø�æ2ë

γ ∈ Γq
=LÜG=`Þ

Ψ(γ) = Ψ(1 · γ) = Ψ(1)γ



��Ôãþ � k � l1g?i�k � ldc  �l � 
 � k ��� 
�Õ #-#

ÜLî`ûôõ±Û£ùüØ�ö�ó ÞÑå»ï ë-tüÝ�ç
Ψ

åýÞ�ï çéö�Ü<�(ú�Ø
Ψ(1) 6= 0

Ô­% ç¢� î�ç¢=`ÞHå»ç��uÝG�>úuØ
Ψ
ùüØ�û=óvU ë-=�Ø�ëG=LëÕÛ=ì%î�=�Ø�=¥�9Üå ö2ëÕï±ûôØ�ö�å Ø�ï Ý ùüç�î�Ü2ïÑõ ÛôîuØ�ï çêØ

C∞(Γq) ↪→ B
ùüØuûüó*çéîuë-=Lë2Ûüì%îP=LØP=�Ô ~ {���{�y�{

ZCå»çéØuÛS� îuØ�ï çêØb��Ôñá±Ó
Ú�ëÕö�Ü2î�õÇùüØG�ýú�Ø�Ú ÛôîuØ�û=óDÛôîuØ�� ö�å7ÜíïÑóôë�å7Ü
G /Γq

ùüØ�û=óaå/çéû=óDë�Ý�çêØ�Ú±Ûôî�ØuûüóôÛôî�Øuï çXWöÑÙéÜ2ûüÞ�Ý�îuï�W<í
C∞(G /Γq) = C∞(Γq)

Ô © ëÕÛüì%îP=LØP=
C∗ $ ÜíÙéæÕØuè Û`ë@� Ú�ëÇå»çéÜG�%ÜÇùSWíÝuÞ@= ë@�±å»î�ë2Ûôë�å7Üíï çéõçêÙéëÕÛôÜ2î�ë�å Ø�= õSùüØuûüó

C∞(Γq) 3 f 7−→ f(b) ∈M(A) .
����Ôñð8�-¡

}BÚ çêûôî�ØP=`Þ óDØ�ÛôÜ2î_� îuç®Ü@F Ü2ï çêØLö�åFÜ2ï�óDë�åFØ ù�æÕÛüõ Ú�Þ
G

ï%Ü
Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±ç�ùüØ�� ï ë2Ûôë@� ï ØIù
G /Γq = Γq

Ô
ª ëÕÛôîßÞ�ûüó Ü�ùSW2Ý@îR=�ëÕÛüì î�= õ(�£��Ôñð��G¡+��=Lë2ú�Ø�=SÞ õ±óôëÕú�ûôÜG=LçéÜG¨»Ü2ÙêæÕØ�è Ûu�

C∞(Γq)
î*Ú�ë��%ÜíÙéæÕØuè Û¤W4å

M(A)
Ô

��ÛüîuÞHó Þ@='õ±óôëÕú�ûôÜG=LçêØ�ï çêõHö�Ü2ï ëÕï çêÝ�îuïÑÞ�æÕØ�ï ØuÛDÜíóôëÕÛ
z
ÜíÙéæÕØuè ÛüÞ

C∞(Γq)
í

z(γ) = γ,

�±Ù®Üaå»ûôîßÞ�ûüóDöÑçêÝ�U
γ ∈ Γq

��ùüØ�û=ówÛSr�å»ï�ÞlØ�ÙêØ�=�Ø�ï�óDë�å»ç
b η A

Ô:Q4ÙéÜ
x = f(b)

� ó²ùuÔ>ë2æ-rÕÙéï±Ø�æÕë�ØuÙéØP=LØuïÑóôõ
C∞(G /Γq)

¡FÚ�ë�Fhr2ú�=`Þ
Φ(x) = ∆(x).Q@Ù®Ü

x = z η C∞(Γq)
=LÜG=`Þ

Φ(z) = a⊗ z +̇ b⊗ I.Z0Ø�ï ëÕû=ó Üíóôï ç©ØuÙéØ�=�Ø�ï�ó ùüØuûüówû=óDë�å7ÜíÛôîuÞ�ûüî�ëÕï�Þ î
A ⊗ C∞(Γq)

ï%Ü®=Lë�ÝuÞ��ñâG!��.å»îPrÕÛj� â�Ôñþ8¡�  Ô½¦ÕÜ2öíëJ�"ú�Ø
C∞(Γq)

ùüØuûüó�æÕØuï Ø�Ûüë�å7Ü2ï Ü Ú Ûüî�Øuî
z
�O=aÜG=SÞ

Φ ∈ Mor
(
C∞(Γq), A⊗ C∞(Γq)

) �\ÜGî�ö2ë@F`W2Ýuî�ï ë-tüÝ�ç
=�ëÕÛ=ì%î�= õ

∆
å»ï±çéëÕûüö�õÇùüØ�=`ÞG�%ú�Ø�� ç®ÜíæÕÛDÜG=

C∞(Γq)
Φ //

Φ

��

A⊗ C∞(Γq)

∆⊗id

��

A⊗ C∞(Γq)
id⊗Φ // A⊗ A⊗ C∞(Γq)

ùüØuûüó`Ú ÛôîuØ�=�çéØ�ï±ïÑÞ2Ô�ò�ó Ü2ï±ëÇå»ç¬óDë(� ë@�%ÜíóDöíë�åFØLõ î Ü2ûôÜG� ï çêØ�ï çêØLåýÞ�è�ëÕÛôõ|� Øuì%ï±çéÝIùüç\Ú Ûüî�Ø�û=óDÛüî�Ø�ï±çCùüØ��±ï ë $Ûüë��±ï ØIùuÔ
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[©¨�ª « ¬®­°¯v±³²µ´·¶¹¸jºb»¹¼�º¾½�±�¯?¿ ÀÂÁ&¬ ¼�Ã�±�Ä3¸3¬Å»¹±³²µºHÆ
Ç³ÈÊÉwÈ�Ë�Ì�Í$Î*ËsÏ{Î*ÏwÐdË�ÑWÉwÈ�Ë�ÉwÈ�ËsÐdÒ"Ó�ÔbÈ �*Õ Ò"ÉwË3Ì�Ë*Í7ÖØ×wÒAÔtÒÙ×{Ò2ÔbÈmÖ�ÔbÈÊË*Ú�×wÎ*Ë�ÉwÈWÛ®ÜÙÝ�ÞAß{ÝàHáâÛ6×âÛ6ã·äÅå�ÏwÉwæ Õ Ì �

Γq 3 γ 7−→ Fq (γ)Fq (q2γ−1). ç-è ÝÊÞ2éêiÈ�Í$Î*ë Õ
γ = qnqit

ã®Ò6ì*Ë*ã·äíÖBÚBÛ&ægÖ$ÒAÔjÛ6î)ÐwÚ$ÛAÔ3ë·Í7ÖBÚ�Ò"É � ç-è Ý�Þ2é�Ì$Û6æ6Ò�å�ÏwÉwæ Õ Ì � ã®Ë�Ú$Ò"ã�Ò"Ú�ï Õ Î*ÉwëEÎ�ã®ÈÊË*ÉÙðÉwË�Ì
t ∈ C Ý�ñâÏwÉwæ Õ Ì$ÛíÖ�Û³Ì�Ë*Í7Ö)×âÛ6ÉâÛòÔbÎ*Ò6Ú$Ë*ã

C 3 t 7−→
∞∏

k=0

1 + q2kqn−it

1 + q2kqn+it

∞∏

k=1

1 + q2kq−n+it

1 + q2kq−n−it
=
ϕn(t)

ϕn(t)
, ç-è Ý=ó"é

ô ×wÎ�È�Ë
ϕn(t) =

∞∏

k=0

(
1 + q2kqn+it

) ∞∏

k=1

(
1 + q2kq−n−it

)
.

ϕn
Ì�Ë�Í�ÖEå�ÏwÉwæ Õ Ì$ë Õ Û�Ñ�æ&ÒAÔbÈÊÖ�ë°Î*ã�È�Ë�ÉwÉwË�Ì

t õ æ^ÖBö"Ú�Ë�Ì�Î�Ë*Ú$Û ç ÔbÍ$Î�ä�Í7ÖBægÈ�Ë®ÍBë°ÐwÈ�Ë�Ú�ÔbÍ$Î�Ë ô Ò÷Ú$Î � ×wÏâésÖ�ÔtÒ"Ú$Î*ëÎ*áwÈÊö"Ú
Λ = 2πρ

(
Z + 1

2

)
+ i(2Z+ n).

ø�ù�úuûÙüÅýÂþ-ÿ��������	�
����
����
��������������� �"!��#�%$&�"!%'%(&)
(

Λ = Λ
)
⇐⇒

(
Imρ = N

2π
, *,+%-&.0/

N ∈ 2Z

)
. ç-è Ý21^é

3547698;:=<?>A@ ÕCBEDGFIHKJ?HML ⇒ NPO Ë*ÓRQ�È Λ = Λ õ ÖBÒ πρ ∈ Λ
Ý�àmÛ&Ö$Ë*ã Ú�ö"ì*É{È Õ Û

πρ − πρ ã ÏwÍ$È0ÉâÛSQ�Ë*ì�Ë*î×wÒ Î*áwÈÊÒ"Ú$Ï
2πρZ + 2iZ.êvÒ"É{È�Ë�Ô3Û6ì

πρ − πρ Ì�Ë�Í�ÖTQ�È Õ Î*áwë Õ Î�ä�Í7ÖBÒÅÏ{Ú$Ò�Ì�Ò"Éwë õ ãòÏwÍ�ÈmÒ"ÉâÛ ÉâÛ�QÊË*ì*Ë�î�×wÒ 2iZ
ÝMU�ÉwÉ^ä�ã®È0Í<Ñ�ÒAÔ;ä

2π Imρ ∈ 2Z,
Õ ÒØÌ�Ë*Í7Ö)ÐwÚ$Î�Ë�å�Ò"Ú�ãòÏ�Ñ�ÒAÔ3Û6ÉwÈÊË*ãfÎ�×âÛ6ÉwÈ�Û ÐdÒ ÐwÚBÛ
ÔtË�Ì)Í7ÖBÚ�Ò"ÉwÈ�Ë ç�è ÝV1^é�ÝL ⇐ N êiÚ�Î�ä�ÐwÏwÓ�î*ã ä õ ì*Ë Imρ = N

2π
õ ô ×{Î*È�Ë N Ì�Ë�Í�ÖjÐwÛ6Ú$Î�äÙÍ7Ö�ëWQÊÈ Õ Î�áâë Õ Û�Ñ�æ&ÒAÔbÈÊÖ�ëÙÝ;X4öAÔ Õ Î
Û6ÍjÔbÎ�ö"Ú

Λ 3 2πρ
(
p+ 1

2

)
+ 2ir = 2πρ

(
p+ 1

2

)
+ 2i

(
r − pN − N

2

)
∈ Λ

Þ%YZY
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ÐdÒ"æ�Û6Î�Ï�Ì�Ë�ÐwÚBÛ
Ôb×wÎ�ÈÊÔtÒ"Ó$îPQ�Ë�Ô3Ë�ÌbÍ�Ö$Ú$Ò"É^ä ç�è ÝV1^é�Ý o HqprH 3 H

O Û6æ&Ò õ ì*ËíÐ{ÚBÛ Õ Ï�Ì�Ë*ã ä ÖBË�ÚBÛ6ÎíÐwÚ�Î�ä Î*Û�Ñ�Ò6ì*Ë*É{È�Ï õ ì�ËíÐwÚBÛ
Ô3Û¹Í�ÖBÚ�Ò"ÉâÛ ç-è Ý21"éiÌ�Ë*Í7Ö�Í$ÐdË�Ñ�É{È�Ò"ÉâÛ õ Ò6ÖBÚ�Î�ä^ðã Ï�Ì�Ë*ã äÅÉâÛ6Í7Ö � Ð{Ï�Ì$ë Õ ä¹ÔbÉ{È�Ò"Í�Ë*æAs
tvudwyx
z*ù|{�ýÂþ �]}�~ � + !���! ~ � /0* ! n ∈ Z � �����,�K���

C 3 t 7−→ ϕn(t)

ϕn(t)

� / ��
������K�,!�� . 
��,�
àmÛ2Ì�ã�È�Ë�ã ä÷Í$È � ÖBË�ÚBÛ6Î å�Ï{Éwæ Õ Ì$ë

ϕn ç Ð{Ú$Î�ä Õ Î�äÙã ÉâÛ ÚBÛ6Î�È�Ë
n
á � ×wÎ*ÈÊË*ã ä÷ÖBÚ�Î�ä�ãÅÛ&îòÏwÍ�ÖBÛ�Q�Ò6ÉwËAé<Ý àÖ�ÔbÈÊË*Ú�×wÎ*Ë�ÉwÈWÛrX Ë*È�Ë�Ú$Í7ÖBÚBÛ&Í$ÍBÛ çR� Þ%� õ,� ÔbÈÊË*Ú$×{Î*Ë*É{È�Ë�Þ2ÜÙÝ�Þ%YS�Wévã®Û6ã ä·ÉâÛ6Í�Ö � ÐwÏ2Ì$ë Õ ë�Ú$Ë�ÐwÚ$Ë�Î*Ë*É^ÖBÛ Õ Ì � å�ÏwÉwæ Õ Ì�È

ϕn
s

ϕn(t) = Gn(t)
∏

λ∈Λ

(
1 + t

λ

)
e
t
λ

+ t2

2λ2 , ç�è Ý��gé
ô ×wÎ*ÈÊË3È�QÊÒ Õ Î�ä�É É{È�Ë*Í�æ6ÒZ� Õ Î*Ò6ÉgäbÌ�Ë*Í7ÖiÎ*áwÈÊË*ì�Égä·ádË*Î�ÔbÎ ô Q � ×wÉwÈÊË õ Û Gn

Ì�Ë*Í�Övå�ÏwÉwæ Õ Ì$ë Õ ÛgÑ�æ6ÒAÔbÈ�Ö�ëØÉwÈÊË3ÐwÚ�Î�ä
Ì�ðã Ï�Ì$ë Õ ëòÔ3Û6Ú�Ö$Ò"Ó Õ È
0
Ýà ×wÚ$Ï ô È�Ë�Ì;Í7ÖBÚ$Ò6Égä°É{È�Ë�Ö$Ú$Ïw×{ÉwÒ Í$ÐwÚ$ÛAÔb×{Î*È�î õ ì*Ë

ϕn(t) =
∏
k∈Z

(
1 + exp

(
2k+n+it
ρ

))
×
{

1 dla k ≥ 0

exp
(
−2k+n+it

ρ

)
dla k < 0

=
∏
k∈Z

exp
(

2k+n+it
2ρ

)
2 cosh

(
2k+n+it

2ρ

)
×
{

1 dla k ≥ 0

exp
(
−2k+n+it

ρ

)
dla k < 0

� Û6æÅÔbÈ �*Õ ÔbÐwÚ�Ò2Ô3Û6×wÎ*Û2Ì$ë Õ å�ÏwÉwæ Õ Ì �

s(k) =

{
1 dla k ≥ 0
−1 dla k < 0ã®Û6ã ä

ϕn(t) =
∏
k∈Z

exp
(
s(k)2k+n+it

2ρ

)
2 cosh

(
2k+n+it

2ρ

)

=
∏
k∈Z

exp
(
s(k)2k+n+it

2ρ

)
2

(
∏
p∈Z

(
1− 2k+n+it

2πiρ(p+ 1
2

)

)
exp

(
2k+n+it

2πiρ(p+ 1
2

)

))
.

�÷Ò"ì*ÉâÛíÖBÒ ÐwÚ�Î*Ë�ÐwÈ�Í$Û6î3Ì$Û6æ6Ò
ϕn(t) =

∏
k∈Z

2 exp
(
s(k)2k+n+it

2ρ

)

×
(
∏
λ∈Λk

(
1− t

λ

) (
1 + i(2k+n)

λ−i(2k+n)

)
exp

(
− i(2k+n)
λ−i(2k+n)

)
exp

(
t

λ−i(2k+n)

))
,

ç�è Ý1Ü"é



Þ%Y^ó ��` D ^A> h bdce>Abac Õ

ô ×wÎ�È�Ë
Λk = 2πρ

(
Z+ 1

2

)
+ i(2k + n).

àmÛ6Ï^ÔjÛ&ì*ã ä õ ì*Ë Λ =
⊔
k∈Z

Λk

ÝM�3È�Ò"Ú$ë Õ ÐdÒÙ×°Ï^ÔjÛ ô � ç-è Ý��géjÈ ç�è Ý1Ü"é3Ò6ÖBÚ�Î�ä�ãòÏ�Ì�Ë�ã ä

Gn(t) =
∏
k∈Z

2 exp
(
s(k)2k+n+it

2ρ

)

×
(
∏
λ∈Λk

(
1 + i(2k+n)

λ−i(2k+n)

)
exp

(
− i(2k+n)
λ−i(2k+n)

)
exp

(
it(2k+n)

λ(λ−i(2k+n))
− t2

2λ2

))
.

àHÉâÛ Õ Î�ÉwÈ�ËoÔ;ä ô Ò�×wÉwÈÊË�ÌvÌ�Ë*Í�Ö)ÐwÚ$Û Õ ÒAÔ3Û6î�Îså�ÏwÉwæ Õ Ì$ë

Gn(t)
Gn(0)

=
∏
k∈Z

exp
(
s(k) it

2ρ

)( ∏
λ∈Λk

exp
(
− t2

2λ2

) ∏
λ∈Λk

exp
(

it(2k+n)
λ(λ−i(2k+n))

))

=
∏
k∈Z

exp
(
s(k) it

2ρ

)
exp

(
− t2

2

∑
λ∈Λk

1
λ2

)
exp

(
i(2k + n)t

∑
λ∈Λk

1
λ(λ−i(2k+n))

)
,

Í$Î Õ Î*Ë ô öZQÊÉwÈ�Ë õ ì*Ë�Î*Ë�ÔbÎ*Ò6Ú$Ï ç-è Ý��gé3ÉâÛ�Ö�ä Õ�� ã®È�Û6Í�Ö)Ò6Ö$Ú$Î�ä�ãòÏ2Ì�Ë*ã ä®Ô;äÙÚ$Û6ì*Ë�ÉwÈ�ËEÉâÛíÍ�ÖBÛ�Ñ�ë Gn(0)
s

Gn(0) =

∞∏

k=0

(1 + q2k+n)

∞∏

k=1

(1 + q2k−n). ç-è Ý1ß^é

êvÒ"ÉwÛ6×{ÖBÒ�Í�Ö$Ò"Í$Ï2Ì$ë Õ Í7Ö�Û6É{×âÛ6Ú$×{Ò2ÔtËEã®Ë�ÖBÒ�×{ä°Û6ÉâÛSQ�È�Î�äÅÎ�Ë*Í�Ð�ÒZQÊÒ"ÉwË�ÌyÌ�Ë*×{ÉwË�Ì)Î�ã®ÈÊË*ÉwÉ{Ë�Ìbã�Ò"ì�ÉâÛíÒ"áCQ�È Õ Î�äÙîÍ$Ïwã·ä
∑
λ∈Λk

1
λ(λ−i(2k+n))

= 1
(2k+n)

1
2ρ

tanh
(

2k+n
2ρ

)
,

∑
λ∈Λk

1
λ2 =

(
1

2ρ

)2
1

(cosh ( 2k+n
2ρ ))

2 ,

Í$æ�ë6×÷Ò6ÖBÚ�Î�ä�ãòÏ�Ì�Ë�ã äÅÔbÉ{È�Ò"Í�Ë*æ õ ì*Ë

Gn(t)
Gn(0)

= exp

(
it
2ρ

∑

k∈Z

(
s(k) + tanh

(
2k+n

2ρ

)))
exp


− t2

2

(
1

2ρ

)2∑

k∈Z

1
(

cosh
(

2k+n
2ρ

))2


.

ø�ù�úuûÙüÅýÂþq�]�������
∑

k∈Z

(
s(k) + tanh

(
2k + n

2ρ

))
= −(n− 1).
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35476�8k:�<�>A@ ÕCBED�F9H��"H ê@Ú�Î*Ë�×wË÷ÔbÍ�Î�ä�Í�Ö$ægÈ�ã©Î
Û&ÏgÔ3Û6ì�ã ä õ ì*Ë¹ÐdÒ"ÉwÈ�Ë�ÔjÛ&ì Reρ < 0 õ ÐdÒ2Ô;ä�ì�Í$Î�äÍ�Î*Ë�Ú$Ë ô Ì�Ë*Í7Ö Î�áwÈ�Ë�ì*É^ä á�Ë�Î�ÔbÎ ô Q � ×{ÉwÈ�Ë&Ý�X Ò6áCQ�È Õ Î*Ë�ÉwÈ�ÏuÌ�Ë ô Ò�Í�Ïwã ä Ô;ä�æ6Ò6Ú$Î�ä�Í7Ö�Û6ã ä ÉâÛ6Í7Ö � ÐwÏ�Ì$ë Õ Ë õÒ Õ Î�ägÔbÈ�Í�Ö$ËsÔbÎ*Ò"Ú7ä

∑

k∈Z

(
s(k) + tanh

(
k
ρ

))
= 1, ç-è Ý � é

∑

k∈Z+ 1
2

(
s(k + 1

2
) + tanh

(
k
ρ

))
= 0. ç-è ÝV�^é

àmÛ2Ì�ã�È�Ë�ã äÂÍ�È � Ò�×w×wÎ*ÈÊË&QÊÉwÈ�ËíÐwÚ�Î�ä�ÐâÛ6×{æ&Û&ã®ÈiÐâÛ&Ú$Î�ä�Í7ÖBË ô ÒÂÈiÉwÈ�Ë�ÐâÛ6Ú�Î�ä�Í�Ö$Ë ô Ò n Ý Ç³Û ÐdÒ Õ Î
ë&Ö$Ë*æÂÎ*Û�ðÑWö"ì*ã·ä õ ì�Ë n = 2l
ÝMX Ö$Ë*×{ä
∑

k∈Z

(
s(k) + tanh

(
2k+n

2ρ

))
=
∑

k∈Z

(
s(k − l) + tanh

(
k
ρ

))
. ç�è ÝV�^é

� ×wË�Ì�ãòÏ�Ì$ë Õ QÊË�Ô3ë�Í7ÖBÚ�Ò"É � ç-è Ý � é3Ò�×°ÐwÚBÛ
ÔtË�Ì)Í7ÖBÚ�Ò"É^ä ç-è ÝV�^é3×wÒ6Í�Ö�ÛAÌ�Ë*ã ä
∑
k∈Z

(
s(k) + tanh

(
2k+n

2ρ

))
=
∑
k∈Z

(
s(k − l) + tanh

(
k
ρ

))

−∑
k∈Z

(
s(k) + tanh

(
k
ρ

))
+ 1

=
∑
k∈Z

(s(k − l)− s(k)) + 1 = −2l + 1

= −(2l − 1) = −(n− 1).àmÛ�ÑWö"ì*ã·äÅÖBË�ÚBÛ6Î õ ì*Ë n = 2l + 1
ÝkX ÖBË*×Ùä

∑

k∈Z

(
s(k) + tanh

(
2k+n

2ρ

))
=
∑

k∈Z+ 1
2

(
s
(
k − l − 1

2

)
+ tanh

(
k
ρ

))
. ç�è Ý�Þ%Y^é

ê.ÒÙ×{Ò"áwÉwÈÊË)Ì$Û6æ ÐdÒ"ÐwÚ�Î*Ë�×wÉwÈ�Ò¹Ò�×wË�Ì�ãòÏ�Ì�Ë*ã·ä�Q�Ë�Ôjë Í7ÖBÚ�Ò"É � ç-è Ý2�"éØÒÙ× ÐwÚ$Û
Ô3Ë�Ì�Í�Ö$Ú$Ò"É^ä ç-è Ý�Þ%Y^é)È?Ò6ÖBÚ�Î�ä^ðã Ï�Ì�Ë*ã ä
∑
k∈Z

(
s(k) + tanh

(
2k+n

2ρ

))
=

∑
k∈Z+ 1

2

(
s
(
k − l − 1

2

)
+ tanh

(
k
ρ

))

− ∑
k∈Z+ 1

2

(
s
(
k − 1

2

)
+ tanh

(
k
ρ

))

=
∑

k∈Z+ 1
2

(
s
(
k − l 1

2

)
− s

(
k − 1

2

))

=
∑
k∈Z

(s(k − l)− s(k)) = −2l = −(n− 1),

Õ Ò®æ&ÒZ� Õ Î�ä°×wÒAÔtöÙ×�Q�Ë�ãÅÛ&Ö$ÏmÝ o HqprH 3 H
O Ë�Ó�Q�ÈmÔbÐ{Ú$ÒAÔjÛ&×wÎ*ÈÊã ä¹Ò"Î�ÉâÛ Õ Î�Ë*ÉwÈÊË

Θn =
∑

k∈Z

1
(

cosh
(

2k+n
2ρ

))2 ,
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ã®Ò6ì*Ë*ã·ä ÐdÒÙ×wÍ�Ïwã�Ò2Ô3Û6î�ÉâÛ6Í�Î
ë�Û6ÉâÛ�QÊÈ�Î � Ô ÉâÛ&Í�Ö � ÐwÏ�Ì$ë Õ ä°Í$ÐdÒ"Í$ö6á7s
Gn(t)

Gn(0)
= exp

(
−(n− 1)

it

2ρ

)
exp

(
−t

2

2

(
1

2ρ

)2

Θn

)
. ç-è Ý�Þ"Þ2é

XuÚ�öÙî�ã ä¹ÖBË�ÚBÛ6Î·×wÒÅáâÛ&×âÛ6ÉwÈ�Û å�ÏwÉ{æ Õ Ì�È ç-è ÝÊÞ2é<ÝT�³Ò"Ú�Î�ä�Í�ÖBÛ2Ì$ë Õ Î�Ë·ÔbÎ�Ò"Ú$öAÔ ç-è Ý=ó"é õvç-è Ý��gébÈdQÊË*ã®Û&ÖBÏç-è ÝÊÞ2étÔbÈÊ×wÎ*ÈÊã ä õ ì*Ë

Fq (qnqit)Fq (q2−nq−it) =
ϕn(t)

ϕn(t)
=

Gn(t)
∏
λ∈Λ

(
1− t

λ

)
exp

(
t
λ

+ t2

2λ2

)

Gn(t)
∏
λ∈Λ

(
1− t

λ

)
exp

(
t
λ

+ t2

2λ2

) =
Gn(t)

Gn(t)
.

ÇØÛíã�Ò Õ ä ç-è ÝÊÞ6Þ2é3Ò"Î*ÉwÛ Õ Î*Û Ö$Ò õ ì*Ë
Fq (qnqit)Fq (q2−nq−it) = (PhaseGn(0))−2

× exp
(
i(n− 1) Re

(
1
ρ

)
t + i Im

(
Θn

(2ρ)2

)
t2
)
.

ç-è Ý�Þ2ó"é

X Í�Î Õ Î�Ë ô ö�Q�ÉwÒ"Ó Õ È ÔbÈ�×âÛ&î õ ì*ËPQ�Ë�ÔjÛ�Í�ÖBÚ�Ò"ÉâÛ ç-è ÝÊÞ2ó6ébÚ�Ò"Î*Í�Î*Ë*Ú�Î
Û�Í$È � ×wÒ å�ÏwÉwæ Õ Ì�È Õ Û�ÑWæ6ÒAÔbÈÊÖ$Ë�Ì)Î�ã®ÈÊË*ÉwÉwË�Ì
t
Ý � Î*ÉâÛ Õ Î*ã ä¹Ö$Ò Ú$Ò"Î�Í$Î*Ë�Ú$Î�Ë*ÉwÈÊË·ÐwÚ�Î*Ë�Î

t 7→ Φ(n, t)
Ý

ø�ù�úuûÙüÅýÂþ�  }¡~ � + !���! ~ � /0* ! t ∈ R �	�����

Φ(n + 1, t− i) = qnqitΦ(n, t). ç-è ÝÊÞ%1"é
3547698;:=<?>A@ ÕCBEDGFIH£¢"H�¤ QWÛ

γ ∈ Γq
È
s ∈ R ÔbÐwÚ�ÒAÔjÛ6×�¥*ã ä°Ò"Î�ÉâÛ Õ Î*Ë*É{È�Ë

Fq 〈γ〉(s) = Fq (q−isγ).

êvÒ�×wÒ"áwÉ{È�ËEÌ$Û6æ Ô ×wÒAÔ3Ò�×wÎ�È�Ë Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë*ÉwÈ�Û ÜÙÝ�Þ"Þ õ ÉwÈÊË�ÖBÚ�Ïw×wÉwÒ ÐdÒ"æ�Û6Î*Û6î õ ì�Ë¹×CQWÛ γ 6= −1
Î
Û Õ�� ÒÙ×wÎ�ÈÔbÎ*ö"Ú

Fq 〈qγ〉(−i) = (1 + γ)−1Fq (q2γ). ç-è ÝÊÞ¦�^éêvÒ�×wÍ�ÖBÛ
ÔbÈWÛ2Ì$ë Õ
γ = qnqit

ãÅÛ6ã·ä
Φ(n, t) = Fq (γ)Fq (q2γ−1)

Ò"ÚBÛ&Î
Φ(n+ 1, t+ s) = Fq (qγqis)Fq (qγ−1q−is) = Fq [qγ] (s)Fq 〈qγ−1〉(s)§ ÖBÒ6Í$Ï�Ì�Ë�ã ä ÖBË�ÚBÛ6ÎsÔbÎ�Ò"Ú�ä ç ÜÙÝ1óÙÞ2é3È ç ÜÙÝ=óS�^é3È0Ò6ÖBÚ�Î�ä�ãòÏ�Ì�Ë�ã ä

Φ(n + 1, t− i) = Fq [qγ] (−i)Fq 〈qγ−1〉(−i) = 1+γ
1+γ−1Fq (γ)Fq (q2γ−1) = γΦ(n, t)

×CQWÛ
γ 6= −1

Ý#¨bË*Î*Ï�QÊÖ�Û�Öb×CQWÛ
γ = −1

Ô;ä�ÉwÈÊæ�Û�Î Õ È�ë ô Ñ�Ò"Ó Õ ÈHÒ6áwÏ Í7ÖBÚ�Ò"É÷ÔbÎ ô Q � ×wË*ã γ
Ý o H�prH 3 H
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©0Ë*ã®Û&Ö è Ý�� ÐdÒ"Î�Ô3Û�Q�ÛEÉâÛEÎ*ÉâÛSQ�Ë*Î�È�Ë�ÉwÈ�Ë;Ô3Û6Ú�Ö$Ò"Ó Õ È�Í7Ö�Û�Ñ�ä Õ�� Ô;äÙÍ7Ö � ÐwÏ�Ì$ë Õ ä Õ�� Ô ç�è Ý�Þ2ó"é?Î
Û ÐdÒ"ã�Ò Õ ëÐ{Ú$Ò"Í7Ö�ä Õ�� ÔbÎ*Ò6Ú$öAÔ Ú�Ë*ægÏwÚ�Ë*É Õ äAÌ�É^ä Õ�� Ý � × Ö$Ë*ÚBÛ&Î ÉwÈ�Ë Õ��

t
á � ×{Î*È�Ë9Q�È Õ Î*áâë Ú$Î*Ë Õ Î�ä�ÔbÈÊÍ�ÖBë{ÝuÇ³Û ã�Ò Õ ä

ç�è Ý�Þ2ó"é3ÐwÚ$Û
ÔjÛ Í�Ö$Ú$Ò"ÉâÛ ç-è ÝÊÞ¦1^étÔ;ä�ÚBÛ6ì*Û�Í�È � Ì$Û6æ6Ò
RHS = qnqit (PhaseGn(0))−2 exp

(
i(n− 1) Re

(
1
ρ

)
t + i Im

(
Θn

(2ρ)2

)
t2
)

= (PhaseGn(0))−2 exp
(
nRe

(
1
ρ

)
+ in Im

(
1
ρ

)
− Im

(
1
ρ

)
t+ iRe

(
1
ρ

)
t
)

× exp
(
i(n− 1) Re

(
1
ρ

)
t + i Im

(
Θn

(2ρ)2

)
t2
)
,ÐdÒ�× Õ Î*Û6Í ô ×{äªQÊË�Ô3Û Í7ÖBÚ�Ò"ÉâÛØÌ�Ë*Í�Ö)Ú�ö2ÔbÉwÛ

LHS = (PhaseGn+1(0))−2 exp
(
i(n− 1) Re

(
1
ρ

)
(t− i) + i Im

(
Θn+1

(2ρ)2

)
(t− i)2

)

= (PhaseGn+1(0))−2 exp
(

(n− 1) Re
(

1
ρ

)
+ i(n− 1) Re

(
1
ρ

)
t− i Im

(
Θn+1

(2ρ)2

))

× exp
(

2 Im
(

Θn+1

(2ρ)2

)
t+ i Im

(
Θn+1

(2ρ)2

)
t2
)
.ê.Ò"Ú$öAÔbÉgÏ�Ì$ë Õ ÖBË�×{Ô3ÛíÔ;äÙÚ$Û6ì*Ë�ÉwÈWÛ ×wÒ"Í7Ö�Û2Ì�Ë�ã ä

(PhaseGn(0))−2 exp
(
in Im

(
1
ρ

)
− Im

(
1
ρ

)
t + i Im

(
Θn

(2ρ)2

)
t2
)

= (PhaseGn+1(0))−2 exp
(
−i Im

(
Θn+1

(2ρ)2

)
+ 2 Im

(
Θn+1

(2ρ)2

)
t+ i Im

(
Θn+1

(2ρ)2

)
t2
)

×�QWÛòÔbÍ$Î�äÙÍ7ÖBægÈ Õ��
t ∈ R Ýtà Ú�ö2ÔbÉ{Ò"Ó Õ È.Ð{È�Ë*Ú7ÔbÍ$Î�ä Õ�� È0×wÚ$Ï ô È Õ�� Ð�Ò Õ�� Ò�×wÉ^ä Õ�� LHS

È
RHS

Ô¢ÐwÏwÉwæ Õ ÈÊË
t = 0

Ò6Ö$Ú$Î�ä�ãòÏ2Ì�Ë*ã ä
Im

(
Θn

(2ρ)2

)
= Im

(
Θn+1

(2ρ)2

)
= −1

2
Im

(
1

ρ

)
, ç�è Ý�Þ2Ü"é

ÉwÛ&ÖBÒ"ã�ÈWÛ&Í�Ö;ÐwÚ�Î�ä�Ú$öAÔbÉâÛ&ÉwÈ�ËsÔ3Û6Ú�Ö$Ò"Ó Õ È
LHS

È
RHS

Ô¢ÐwÏwÉwæ Õ ÈÊË
t = 0

ÐdÒ"æ�Û6Î*Ï�Ì�Ë õ ì*Ë
(PhaseGn(0))−2 exp

(
in Im

(
1
ρ

))
= (PhaseGn+1(0))−2 exp

(
−i Im

(
Θn+1

(2ρ)2

))
. ç�è Ý�ÞAß^é

� Ë*Ú$Û6Î·æ&Ò"Ú$Î�ä�Í�Ö�ÛAÌ$ë Õ Î ç�è Ý�Þ2Ü"é3È ç�è Ý�ÞAß^é3Î*ÉwÛ2Ì�×wÏ�Ì�Ë�ã ä°Î
Û�QÊË*ì�ÉwÒ"Ó$î�Ú�Ë*ægÏwÚ$Ë�É Õ ä
Ì�Éâë
(PhaseGn+1(0))−2 = exp

(
i
(
n− 1

2

)
Im
(

1
ρ

))
(PhaseGn(0))−2 ,æ^Ö$ö"ÚBëíÎ
Û&ã®ÈÊË*ÉwÈ�Û6ã ä®ÉâÛ

(PhaseGn(0))−2 = exp
(
− i

2
Im
(

1
ρ

))
exp

(
i (n−1)2

2
Im
(

1
ρ

))
(PhaseG0(0))−2 . ç�è Ý�Þ � éê.Ò�ÔbÍ7Ö�Û
ÔbÈ�Ë�ÉwÈ�Ï ç-è ÝÊÞ2Ü6é3Ò"ÚBÛ6Î ç�è Ý�Þ � é3×wÒ ÔbÎ*Ò6Ú$Ï ç-è Ý�Þ2ó"é3×{Ò"Í�ÖBÛ2Ì�Ë*ã ä

Fq (qnqit)Fq (q2−nq−it) = exp
(
− i

2
Im
(

1
ρ

))

× (PhaseG0(0))−2 exp
(
i
2

(
(n− 1)2 − t2 Im

(
1
ρ

)
+ i(n− 1)tRe

(
1
ρ

)))
,

Õ Ò�Ô¢Î*Ë�Í�Ö�Û
ÔbÈÊË*ÉwÈÊÏ Î ç ÜÙÝÊÞ¦1^é3Ò"Î*ÉwÛ Õ Î*Û
Fq (γ)Fq (q2γ−1) = exp

(
− i

2
Im
(

1
ρ

))
(PhaseG0(0))−2 α(q−1γ), ç�è Ý�Þ%�^é

ô ×wÎ*ÈÊË γ = qnqit
Ý

X Ú$Ë�Í$Î Õ È�Ë�ÔbÍ�ÖBÛAÔbÈ�Û2Ì$ë Õ ç-è Ý1ß"é3×wÒ ç�è Ý�Þ%�^é3Ò6Ö$Ú$Î�äÙã Ï�Ì�Ë*ã ä ç ÜÙÝV1{Þ2é<Ý
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Fq
X É{È�ÉwÈÊË�Ì�Í$Î�ä�ãµÏwÎ*Ï{Ð�Ë2Ñ�ÉwÈÊË*ÉwÈÊÏ®ÐwÚ�Î*Ë�×wÍ�ÖBÛAÔbÈÊã äí×wÒAÔtÒÙ×Ùä Í�Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë&� ÜÙÝÊÞ¦��ÈdÜ�Ý=ó�YsÒ"Ú$Û6ÎjÔbÉwÈÊÒ"Í$ægÏÅÜÙÝ=ó�ÞÎsÐ�Ò�×wÚ�Ò"Î*×wÎ�ÈWÛ�ÑWÏ ÜÙÝV�{Ý=óÙÝ
3547698;:v¶ B 6mce>A_E:;`|>Abac Õv·
HKJS¸"H êiÚ$Î�Ë*ÐwÚ�ÒAÔjÛ6×{Î*È�ã·ä Ú$Ò6Î*Ïwã�ÒAÔjÛ6É{È�Ë ×CQ�Û ÐwÚ�Î�ä�ÐâÛ6×{æ�Ï

Imρ > 0
ÝàmÛ Õ Î�ÉwÈ�Ë�ã ä�ÒÙ×ÅÐwÚ$Î�Ë*ÐwÈÊÍBÛ6ÉwÈ�Û ç Ü�Ý21��^é@Ô Ð�Ò6Í�Ö�Û Õ ÈHÍ�Ïwã ä Õ Û�ÑWË*æ�ÎØå�ÏwÉwæ Õ Ì�È � ÒZQ�Ò"ã�Ò"Ú7ï Õ Î�Égä Õ�� Î�ã®ÈÊË*ÉwÉwË�Ì

t
Ý@ñâÏwÉwæ Õ Ì�Ë·ÐdÒ�× Õ Û�ÑWæ6ÒAÔtËEÔ ç ÜÙÝV1��gétÍ$ë�ÐdÒ"Í7Ö�Û Õ È

χ(−q−2γ, qkqit)qkqit

(1− qkq−it)Fq (−qk+2qit)

=
(q Phase − q−2γ)keit(log |γ|−2 Reρ−1)eitReρ−1

e−t Imρ−1

(
1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1

)
Fq (−qk+2qit)

,

=
(q Phase − q−2γ)keit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1

)
Fq [−qk+2] (t))

,

ÔbÈ ��Õ È�É^ÖBË�Ú$Ë*Í�Ï�Ì�ËEÉâÛ6Í;Ô;ä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈÊË
N−1∑

k=0

∫

lR

(q Phase − q−2γ)keit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1

)
Fq [−qk+2] (t)

dt. ç-è ÝÊÞ%�"é

¹ Û�Ñ�ægÈwÖ$Ë³Í$ëEÒ Õ Î�ä�ÔbÈÊÓ Õ È�Ë)á�Ë�Î�ÔbÎ ô Q � ×{ÉwÈ�ËbÎ*á{È�Ë*ì�ÉwË)Î*ËbÔbÎ ô Q � ×wÏ�ÉâÛEÔ;ä�æwÑ�Û&×wÉwÈ Õ Î*Ë)Î
Û6É{È�æ�Û6ÉwÈÊË Õ Î�ä�ÉwÉ{È�æ�Û
e−t Imρ−1 ÐwÚ�Î�ä

t→ −∞ Ý
º³Í�ÖBÛ�Q�ã·ä9QÊÈ Õ Î�á �

τ ∈]0, 1[
Ý@Ç)È�ËsÎ*ã�È�Ë�ÉwÈWÛAÌ$ë Õ Ô3Û6Ú�Ö$Ò"Ó Õ È0Ô;äÙÚ$Û6ì*Ë�ÉwÈWÛ ç�è Ý�Þ%�^é3ã�Ò"ì*Ë�ã ä Î�×wË�å�Ò"Ú�ã®Ò�ðÔjÛ&îEæ&Ò"É^ÖBÏwÚ

lR
Î
Û6ã�È�Ë�ÉwÈWÛAÌ$ë Õ ô Ò ÉâÛíæ6Ò6ÉgÖ$ÏwÚ kRτ ÐwÚ$Î�Ë*×wÍ7Ö�Û
ÔbÈ�Ò6Égä°ÉwÛ�Ú7äÙÍ�ÏwÉwægÏ è ÝÊÞ6Ý

0

R

−iτ

1

¨;ä�Í$ÏwÉ{Ë*æ è Ý�ÞZsM�³Ò6ÉgÖ$ÏwÚ kRτ Î�Î
Û6Î�ÉâÛ Õ Î*Ò"Éâë�Ò"Ú$ÈÊË*É^Ö�Û Õ Ì$ë
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ê.Ò®Î�ã®È�Û6ÉwÈ�ËØæ6Ò"É^ÖBÏ{Ú$Ï ã®Û6ã ä
N−1∑

k=0

∫

kRτ

(q Phase − q−2γ)keit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1

)
Fq [−qk+2] (t)

dt

=

N−1∑

k=0

(q Phase − q−2γ)k
∫

Aτ

eit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1

)
Fq [−qk+2] (t)

dt

+
N−1∑

k=0

(q Phase − q−2γ)k
∫

BRτ

eit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1

)
Fq [−qk+2] (t)

dt

+
N−1∑

k=0

(q Phase − q−2γ)k
∫

CRτ

eit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekRe ρ−1e−t Imρ−1

)
Fq [−qk+2] (t)

dt,

ô ×wÎ*ÈÊË Aτ õ BR
τ

È
CR
τ

Í$ë Õ Î � Ó Õ È�Û6ã®È0æ&Ò"É^ÖBÏwÚ�Ï
kRτ

ÔbÍ�æ�Û6Î
Û6É^ä�ã�È0ÉâÛ�Ú7ä�Í$ÏwÉwægÏ è Ý1óÙÝ

Aτ

BR
τ

CR
τ

0

R

−iτ

1

¨bä�Í$Ï{ÉwË*æ è Ý=ó?s�ê.ÒÙ×wÎ�ÈWÛ�Ñ.æ&Ò"É^ÖBÏwÚ�Ï kRτ ÉwÛ Õ Î � Ó Õ È
Aτ õ BR

τ

È
CR
τ

� Î*ÉwÛ Õ Î�ã ä Ô;ä�×wÎ�È�Ë�Q�Ò"ÉwË�ÖBÚ�Î�äUÍ$æwÑ�Û&×wÉwÈ�ægÈtÐwÚ$Î�Ë*Î I1 õ I2 Ò6ÚBÛ6Î I3 Ý ¹ Î � Ó�î I1 ÉwÈÊËÅÎ*Û�Q�Ë�ì�äUÒÙ× R ÈÉ{È�ËòÍ�ÐwÚBÛ
ÔbÈWÛ¹ÐwÚ�Ò"áCQÊË*ãòÏmÝ·êvÒ6æ&Û&ì*Ë*ã·ä õ ì*Ë ô ×Ùä R → ∞ õ Ô;äÙÚ$Û6ì*Ë�ÉwÈ�Ë I2 ã®Û Í$æ&ÒZ� Õ Î�Ò"Éâë ô ÚBÛ&ÉwÈ ÕP� õ ÛÔ3Û6Ú7ÖBÒ"Ó�î
I3
×âë&ì�ä¹×wÒ�Î*Ë�ÚBÛ{Ý � ä�ã ÍBÛ6ã ä�ãfÏ{Î�ä�Í$æ�Û6ã ä°ÈÊÍ�Ö$ÉwÈ�Ë�ÉwÈ�Ë ô ÚBÛ6ÉwÈ Õ ä ç ÜÙÝV1^Ü"é<Ý¹ Î � Ó$î I2 ã®Ò6ì*Ë*ã·ä¹ÐwÚ$Î�Ë*ÐwÈÊÍBÛ6î3Ì$Û6æ&Ò

N−1∑

k=0

(q Phase − q−2γ)k

×
R∫

1

ei(t−iτ)(log |γ|−Reρ−1)e−(t−iτ) Imρ−1
dt(

1− e−ik Imρ−1e−i(t−iτ) Reρ−1ekReρ−1e−(t−iτ) Imρ−1
)
Fq [−qk+2] (t− iτ)

.

� � ×wÎ�È�Ë*ã·ä°Í$Î
Û Õ ÒAÔjÛ&î ÔjÛ&Ú�ÖBÒ6Ó$î ádË*Î�ÔbÎ ô Q � ×wÉwë�ÖBË ô Ò®Ô;ä�Ú$Û6ì*Ë�ÉwÈWÛ{Ý � Õ Î�ägÔbÈ�Ó Õ È�ËEÔ;ä�Í�Ö�Û&Ú Õ Î�ä Ö$Ò®Î�Ú$Ò"á{È�î×�QWÛ ×wÏwì�ä Õ��
t
Ý ¤ Q�ÛU×{Ò"Í�ÖBÛ&ÖBË Õ Î*É{È�Ë ×{Ïwì�ä Õ��

t
Õ Î�ä�ÉwÉwÈÊæ�Èbå-Û6Î�Ò2ÔtË Ð{Ú$Î�ä

e−t Imρ−1 Ô ã�ÈWÛ&ÉwÒAÔbÉwÈ�ægÏ
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ã®Ò6ì*ÉâÛ)Ð�Ò"ã�È�Éwë6î õ ô ×{ä�ìvÌ�Ë*Í7ÖyÖ$ÒoÔ;äÙÚ$Û6Îj×wÒ6ã®ÈÊÉ�Ï2Ì$ë Õ ä6Ý � Û6æ�ÔbÈ �*Õ å�ÏwÉwæ Õ Ì�ËjÐdÒÙ× Õ Û�Ñ�æ&ÒAÔ3ËjÔ Ô;ä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈÊÏ
I2
Í$Î*Û Õ Ï�Ì$ë Í$È � ×CQWÛò×wÏ{ì�ä Õ��

t
Ð{Ú$Î*Ë�Î ç ÐâÛ&Ö$Ú$Î ç Ü�Ý21^ó6é$é
eτ(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
e−t Imρ−1e−(k−τ)Re ρ−1 − 1

)
|Fq [−qk+2] (t− iτ)|

=
eτ(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1

(
e−t Imρ−1e−(k−τ)Re ρ−1 − 1

)
Ξk(t− iτ)|q−1(−qk+2)qit|τ

=
eτ(log |γ|−Reρ−1)

eτ(k+1)Re ρ−1 ×
eτt Imρ−1

(
e(k−τ) Reρ−1 − et Imρ−1

)
Ξk(t− iτ)

ç-è Ý1ó�Y^é

ç ô ×{Î*È�Ës×�QWÛòÍ$ægÚ�ö Õ Ë*ÉwÈ�Û�Î*Û6ÐwÈ�Í�Ï°Ïwì�ä�Q�ÈÊÓ$ã ä Í�ä�ãòádÒZQ�Ï Ξk

Î
Û&ã®È�Û6Í�Ö
Ξ−qk+2

é�Ý
¹ Û�Ñ�æ�Û°Î®Ò"Í7Ö�Û&Ö$ÉwÈ�Ë�Ìoå�Ï{Éwæ Õ Ì�È�Ô ç�è Ý1ó�Y^éoÐdÒ Õ Î � Ó Õ È BR

τ

Ú$Ò"Î�ÔjÛ&ì
Û6ÉwË ô Ò æ&Ò"É^ÖBÏwÚ�Ï Ë�ÔbÈÊ×wË*É^Ö$ÉwÈ�Ë�ãÅÛÍ$æ&ÒZ� Õ Î�Ò"Éâë ô ÚBÛ6ÉwÈ Õ�� ÐwÚ�Î�ä R→∞ ç ÐâÛ6ã�È � Ö�Û6ã·ä õ ì*Ë Imρ > 0 õ Õ Î�ä?QÊÈ Imρ−1 < 0
é<ÝkU�ÉwÉ^ä�ã®ÈxÍ�ÑWÒAÔ;äÔ;ä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈÊË

I2
ã®ÛòÍ$æ&ÒZ� Õ Î�Ò"Éâë ô ÚBÛ6É{È Õ�� Ð{Ú$Î�ä R→∞ Ý

¹ Î � Ó�î I3 Ô;ä�ÚBÛ&ì*Ë*É{ÈWÛ ç-è Ý�Þ%�^é Ì�Ë�Í�Ö)Ú$öAÔbÉâÛ

−
N−1∑

k=0

(q Phase − q−2γ)k

×
τ∫

0

ei(R−iθ)(log |γ|−Reρ−1)e−(R−iθ) Imρ−1
dθ(

1− e−ik Imρ−1e−i(R−iθ) Reρ−1ekReρ−1e−(R−iθ) Imρ−1
)
Fq [−qk+2] (R− iθ).

êiÚ$Î�ä
Ì�ãòÏ2Ì$ë Õ õ ì*Ë R Ì�Ë*Í�Ö.áâÛ&Ú$×wÎ�Ò³×wÏ{ì*Ë@È^æ6Ò"Ú�Î�ä�Í�ÖBÛ2Ì$ë Õ ÐdÒ"ÉwÒAÔbÉwÈ�ËiÎiÔbÉwÈÊÒ"Í$ægÏ ÜÙÝ�Þ%� õ ã®Ò6ì*Ë*ã·äoÍ$Î*Û Õ ÒAÔ3Û6îÔjÛ&Ú�ÖBÒ6Ó$î�á�Ë�Î�ÔbÎ ô Q � ×wÉâëíå�ÏwÉwæ Õ Ì�È Ð�Ò�× Õ ÛgÑ�æ6ÒAÔ;ä Õ�� Ð{Ú$Î*Ë�Î
eθ(log |γ|−Reρ−1)eθR Imρ−1

(
ekReρ−1e−θReρ−1 − eR Imρ−1

)
Ξk(R− iθ)

.

¹ Û�Ñ�ægÈ õ æ^ÖBö"Ú7ä Õ�� ÔjÛ&Ú�ÖBÒ6Ó$î�á � ×wÎ*ÈÊË*ã ä Í$Î
Û Õ ÒAÔjÛ&î õ ãÅÛAÌ$ë Î*Û&ÖBË�ãfÐdÒ"Í�ÖBÛ6î
τ∫

0

eθX dθ

(Y eθZ − U)Ξk(R− iθ)
,

ô ×wÎ�È�Ë Y Ò"Ú$Û6Î
Z
ÍBë ×wÒ�×âÛ&Ö$ÉwÈ�ã�È?Í7Ö�Û�Ñ�äÙã�È�ÉwÈ�Ë�Î
Û�QÊË*ì*ë Õ ä�ã�È�Ò�×

R õ Q�È Õ Î*áwÛ U Ì�Ë*Í7Öò×wÒAÔtÒZQ�ÉwÈÊË®ã®Û�Ñ�Û×CQWÛ ×wÒ6Í�Ö�Û�ÖBË Õ Î*ÉwÈÊË ×{Ïwì�ä Õ��
R õ Û X Ì�Ë*Í7Ö9QÊÈ Õ Î*áâë Ï�Ì�Ë�ã®Éâë õ æ^ÖBö"Ú�Ë�ÌòÔjÛ6Ú7ÖBÒ"Ó�î ádË*Î�ÔbÎ ô Q � ×wÉâÛÅÌ�Ë*Í7Ö ç Î×wÒ"æwÑ�Û&×wÉwÒ"Ó Õ ÈWë ×{Ò¹Í�Ö�ÛgÑ�Ë�ÌBé)ÐwÚ$Ò"ÐdÒ"Ú Õ Ì�Ò"ÉâÛSQ�ÉâÛÅ×{Ò

R
Ý ê.Ò"ÉâÛ6×ÙÖBÒ¹×CQ�Û ×wÒ"Í�ÖBÛ&ÖBË Õ Î�ÉwÈ�Ëí×wÏ{ì�ä Õ��

R
ã®Û6ã ä

1
2
≤ Ξk(R− iθ) ≤ 3

2

×CQWÛòÔbÍ�Î�ä�Í�Ö$æ�È Õ��
θ ∈ [0, τ ]

Ý § Ö�ë6×

2
3

τ∫

0

eθX dθ

(Y eθZ − U)
≤

τ∫

0

eθX dθ

(Y eθZ − U)Ξk(R− iθ)
≤ 2

τ∫

0

eθX dθ

(Y eθZ − U)
.
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¤ Û�Q�Ë�Ì;×CQ�Ûí×wÒ"Í�ÖBÛ&ÖBË Õ Î�ÉwÈ�Ë�×wÏwì�ä Õ��

R
ã®Û6ã ä

0 < U < εY eθZ õ Û Õ Ò Î*Û Ö�ä�ã È�×{Î*È�Ë

1
1+ε

τ∫

0

Y −1eθ(X−Z) dθ ≤
τ∫

0

eθX dθ

(Y eθZ − U)
≤ 1

1−ε

τ∫

0

Y −1eθ(X−Z) dθ.

XUä�Í�ÖBÛ6Ú Õ Î�ä¹ÖBË�ÚBÛ6Î�Î*Û6Ï^ÔjÛ6ì�ä�î õ ì*Ë

0 ≤
τ∫

0

Y −1eθ(X−Z) dθ ≤ Y −1 2

|X − Z| −−−→R→∞
0,

Û&ágä ÐwÚ$Î�Ë*æ6Ò6ÉâÛ6îEÍ$È � õ ì*Ë Õ Î � Ó�î I3 Ô;ä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈ�Û ç�è Ý�Þ%�^é3Î�áwÈ�Ë ô Ûí×wÒ Î*Ë*Ú$Û õ ô ×{ä R→∞ Ý
è ágä¹Ô;ä�æ�Û6Î*Û6î·Ð{ÚBÛ
Ôb×wÎ*È�Ô3Ò6Ó$î�ÔbÎ*Ò"Ú�Ï ç ÜÙÝ216ß^é3Î
Û6Ï^Ô3Û6ì*ã·ä õ ì*Ë�Ô;ä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈÊË

I′3 =
N−1∑

k=0

(q Phase − q−2γ)k

×
τ∫

0

ei(R−iθ)(log |γ|−Reρ−1)e−(R−iθ) Imρ−1
dθ(

1− e−ik Imρ−1e−i(R−iθ) Reρ−1ekReρ−1e−(R−iθ) Imρ−1
)
Fq [−qk+2] (R− iθ)

Î�áwÈ�Ë ô Û ×wÒUÎ*Ë*Ú$Û ÖBÛ6ægì*Ë õ ô ×{ä R → −∞ ç Ò"Î�ÉâÛ Õ Î*Ë*É{È�Ë I′3 ÐdÒÙ×{æ�Ú�Ë*ÓRQWÛ å-Û6æ^Ö õ ì*Ë÷ÉwÈ�Ë·Ì�Ë�Í�Ö�ÖBÒ Õ Î � Ó$îÕ Û�Ñ�ægÈ Û6ÉwÛ�Q�ÈÊÎ*ÒAÔjÛ&ÉwË�Ì3ÔZÐwÈÊË*Ú�ÔbÍ�Î*Ë�Ì Õ Î � Ó Õ Èv×{Ò2ÔtÒ�×wÏxé�Ý#U�Í�Ö$Ò6ÖBÉ{È�Ë�×CQWÛ
R
Ï�Ì�Ë*ã�É^ä Õ�� õ Ò®×wÏ{ì*Ë�Ì;ÔjÛ6Ú7ÖBÒ"Ó Õ ÈádË*Î�ÔbÎ ô Q � ×wÉ{Ë�Ìbå�ÏwÉ{æ Õ Ì�ËEÐdÒÙ× Õ Û�Ñ�æ&ÒAÔ3Ë�Í$Î*Û Õ Ï2Ì$ë®Í$È � ÐwÚ$Î�Ë*Î

eθ(log |γ|−Reρ−1)e−R Imρ−1

(
1− ekReρ−1e−θReρ−1e−R Imρ−1

)
|Fq [−qk+2] (R− iθ)| .

ê.Ò"ÉâÛ6×ÙÖBÒ
Fq
[
−qk+2

]
(R− iθ) ×wë6ì�ä°×wÒ Fq (0) = 1 õ ô ×Ùä R → −∞ ç Ð�Ò"Ú�Ý4Í�Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë*ÉwÈÊËòÜ�ÝÊÞ2ó6é õ ÛÎ*Û&ÖBË�ã

∣∣I′3
∣∣ ≤ const. · e−R Imρ−1 −−−−→

R→−∞
0.

º)Î*áwÚ�Ò�Ì�Ë*É{È³Ô Ö � ÔbÈ�Ë�×wÎ � ã�Ò"ì�Ë*ã ä�Î*×{Ë�å�Ò"Ú�ã®ÒAÔ3Û6î æ&Ò"É^ÖBÏwÚ
kRτ õ Î
Û&ã®ÈÊË*ÉwÈ�Û2Ì$ë Õ ô ÒuÉwÛuæ6Ò"É^Ö$ÏwÚ mR

τÐdÒ"æ�Û6Î*Û6É^äÂÉâÛ¹Ú�ä�Í�ÏwÉwægÏ è Ý21ÙÝ êiÚ$Ò Õ Ë*×{ÏwÚBÛ Ö�Û ×{Î*ÈWÛgÑ�Û ×CQ�Û
k 6= 0

Ý�X Í$æwÑ�Û6×{ÉwÈ�ægÏ ÉgÏwã®Ë�Ú$ÒAÔ3Û6É^äÙã
k = 0

ã ÏwÍ$ÈÊã ä®ÔbÎ�ÈWë6î�ÐdÒÙ×°Ï^Ô3Û ô � Ú$Ë*Í�È�×wÏ{Ïwã å�ÏwÉwæ Õ Ì�È0ÐdÒÙ× Õ Û�ÑWæ6ÒAÔ3Ë�ÌbÔ Ð{ÏwÉwæ Õ È�Ë
0
Ý#� Û6ã·äÅÔbÈ ��Õ

N−1∑

k=0

∫

lR

(q Phase − q−2γ)keit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1
dt(

1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1
)
Fq [−qk+2] (t)

=
N−1∑

k=0

∫

lR

(q Phase − q−2γ)keit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1
dt(

1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1
)
Fq [−qk+2] (t)

= −2πρFq (−q2)−1

+

N−1∑

k=0

∫

mRτ

(q Phase − q−2γ)keit(log |γ|−Reρ−1)e−t Imρ−1
dt(

1− e−ik Imρ−1e−itReρ−1ekReρ−1e−t Imρ−1
)
Fq [−qk+2] (t)

.
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0

R

−iτ

−R

¨;ä�Í$ÏwÉ{Ë*æ è ÝV1�s#�³Ò6ÉgÖ$ÏwÚ mR
τ

Î�Î
Û6Î�ÉâÛ Õ Î�Ò"Éâë Ò"Ú$ÈÊË*É^Ö�Û Õ Ì$ë
êiÚ$Î*Ë Õ�� Ò�×wÎ
ë Õ ×wÒ ô Ú$Û6ÉwÈ Õ ä R→∞ õ Ò&ÖBÚ$Î�ä�ãòÏ�Ì�Ë*ã·ä ÔbÎ*ö"Ú ç ÜÙÝ216ß^é�Ý¤ QWÛ

Imρ < 0
Ú$Ò"Î�Ïwã�Ò2Ô3Û6ÉwÈÊËoÔ Ò"á{Ï Õ Î � Ó Õ È�Û Õ�� ×wÒAÔtÒÙ×{ÏíÌ�Ë�Í�Ö³Û6ÉâÛ�QÊÒ ô È Õ Î*É{Ë6Ý o Hqp¡H 3 H

3547698;:�¶ B 6mce>A_E:;`|>Abdc Õ�·
HqÂ�ÃÄH ê.ÒÙ×{Ò"áwÉwÈÊËsÌ$Û6æÂÔµ×wÒAÔ3Ò�×wÎ*ÈÊË®Í7Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë*ÉwÈ�ÛÂÜÙÝ�Þ%�°Ò ô ÚBÛ&ÉwÈ Õ Î�ä�ã äÍ$È � ×wÒ ÐwÚ$Î�äÙÐwÛ6×wægÏ
Imρ > 0

Ýý�Å ÿâþ ¹ ÈWë ô Ñ�Ò6Ó$î³å�Ï{Éwæ Õ Ì�È Φq

ÉâÛ
Γq
Ì�Ë*Í7Ö;ÐwÚ�Ò"Í�ÖBëòæ6Ò"ÉwÍ�Ë*æ^ÔtË*É Õ Ì$ë�Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë&�°Ò Õ È�ë ô Ñ�Ò"Ó Õ È Õ Û�ÑWË*æ�ÎÐâÛ6Ú$Û6ã®Ë�ÖBÚ�Ë*ã ç ÐâÛ&Ö$Ú$Î � óÙÞ õ Õ Î&ÝÆU�U õ Ö�ÔbÈÊË*Ú$×{Î*Ë*É{È�Ë Þ2óÙÝV�S�Wé�Ý@àHËsÔbÎ*Ò6Ú$Ï ç ÜÙÝV1"ß^é3ã®Û6ã ä

Φq (γ) = −2πρFq (−q2)−1

+

N−1∑

k=0

(
q Phase − q−2γ

)k
∫

R−iτ

|γ|iz|q|−2izqiz

(1− qkq−iz)Fq [−qk+2] (z)
dz

= −2πρFq (−q2)−1

+|γ|τ
N−1∑

k=0

(
q Phase − q−2γ

)k
∫

R

|γ|it|q|−2i(t−iτ)qi(t−iτ)

(1− qkq−i(t−iτ))Fq [−qk+2] (t− iτ)
dt

= −2πρFq (−q2)−1 + |γ|τ ·K(γ) −−→
γ→0

−2πρFq (−q2)−1,

ÐwÚ$Î�ä Õ Î�ä�ã Î*áwÈÊË*ì*É{Ò"Ó$î�Ö�ÛòÔ;ä�ÉwÈ�æ�ÛíÎ�ÐwÚ$Ò6Í�ÖBË ô Ò å-Û6æ^ÖBÏ õ ì�Ë

K(γ) =
N−1∑

k=0

(
q Phase − q−2γ

)k
∫

R

|γ|it|q|−2i(t−iτ)qi(t−iτ)

(1− qkq−i(t−iτ))Fq [−qk+2] (t− iτ)
dt

Ì�Ë*Í7Ö)å�Ï{Éwæ Õ Ì$ë�Ò ô ÚBÛ6ÉwÈ Õ Î�Ò"ÉâëòÎ*ã�È�Ë�ÉwÉwË�Ì γ Ýý�Å � þ ¤ QWÛíÏwÍ�ÖBÛ�Q�Ò6ÉwË ô Ò R > 0
Ú$Ò"Î�ÔjÛ&ì*ã ä Ô;ä�Ú$Û6ì*Ë�ÉwÈ�Ë

Φq [γ] (s)=
N−1∑

k=0

∫

lR

χ(−q−2qisγ, qkqit)qkqit(
1− qkqit

)
Fq (−qk+2qit)

dt

=
N−1∑

k=0

∫

lR

χ(−q−2γ, qkqit)|qkqit|isqkqit(
1− qkqit

)
Fq (−qk+2qit)

dt.
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R
ρ

+
(k

+
2)i

−iτ

Rc

c = −(τ + k + 2) 2πReρ
N

+ ε

¨;äÙÍ�ÏwÉwË�æ è Ý��CsM�³Ò"É^Ö$ÏwÚ UR
τ

Î�Î
Û&Î*ÉâÛ Õ Î*Ò"Éwë�Ò"Ú�È�Ë�ÉgÖBÛ Õ Ì$ë
�)ÒZQ�Ë�Ì�ÉwËsÍ$æwÑ�Û6×wÉwÈÊæ�È0Í$ë�Ú�öAÔbÉwË

|qk|isqk
(
Phase − q−2γ

)k
∫

lR

| − q−2γ|it|qit|isqit dt(
1− qkqit

)
Fq [−qk+2] (t)

ç�è Ý1óÙÞ2é

XUä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈ�ÛUÖ$Ë Í$ëUÒ Õ Î�ä�ÔbÈÊÓ Õ È�Ë � ÒZQ�Ò6ã®Ò"Ú7ï Õ Î�ÉwË¹Ô Î*ã�È�Ë�ÉwÉwË�Ì
s õ Ì�Ë*ÓRQ�ÈbÒ ô Ú$Û6ÉwÈ Õ Î�ä�ã ä÷Ì$ëU×wÒ ×wÒZQÊÉwË�ÌÐdöÙÑWÐ�Ñ�Û6Í�Î Õ Î�ä�Î*É^ä ç ô ×{ä�ì³Ô;Ö$Ë*×{ä Õ ÛgÑ�æ�Û·ÉâÛ&×âÛ�Q"Ì�Ë*Í�Ö3Î*áwÈÊË*ì�ÉâÛ^é�ÝM¨bÒ"Î�ÔjÛ6ì�ã ä�Î
Û&Ö$Ë*ã Ô;ä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈÊË ç�è Ý1óÙÞ2éÎ

s − iσ Ô ã�È�Ë�Ì�Í Õ Ï
s õ ÐwÚ$Î�ä Õ Î�ä�ã σ > 0

Ý è á^ä ÐwÚ$Î�Ë�Ì�Ó$î ×wÒ ô ÚBÛ6ÉwÈ Õ ä R → ∞ ÏwÍ�ÖBÛ�QWÛ6ã·äÇQÊÈ Õ Î*á �
τ > σ

È.ã�Ò�×{ägïâægÏ�Ì�Ë*ã ä÷æ&Ò"É^ÖBÏwÚ
lR

Î
Û6ã�È�Ë�ÉwÈWÛ2Ì$ë Õ ô ÒÅÉâÛ�æ6Ò"É^ÖBÏ{Ú UR
τ

ÐwÚ�Î*Ë*×{Í�Ö�Û
ÔbÈÊÒ"É^ä ÉâÛ�Ú�ä�Í$Ï{ÉwægÏ
ç�è Ý��gé�Ýyà ô Ò�×wÉwÈÊË�ÎtÚBÛ Õ�� ÏwÉ{æ�ÈÊË*ã ÐwÚ�Î*Ë*Ð{Ú$ÒAÔjÛ&×wÎ*Ò"É^ä�ã Ô Ð{Ú$Î�ä�æwÑ�Û&×wÎ*ÈÊË;ÜÙÝ�Þ2Ü õ Ò"ÐdË*ÚBÛ Õ Ì$Û)ÖBÛ³ÉwÈÊËtÎ�ã®ÈÊË*ÉwÈ�ÛÔ3Û6Ú7ÖBÒ"Ó Õ È Õ Û�ÑWægÈ:ÝM� Û&ã ä ÔbÈ ��Õ ×wÒ Õ Î�ä�ÉwÈÊË*ÉwÈ�Û�ÎoÔ;ä�Ú$Û6ì*Ë�ÉwÈ�Ë�ã

∫

URτ

| − q−2γ|it|qit|isqit dt(
1− qkqit

)
Fq [−qk+2] (t)

.

�sÈÊË*×{ä Õ Û�Ñ�ægÏ�Ì�Ë�ã ä ÐdÒ
t− iτ ç ÐwÚ$Î�ä Õ Î�äÙã t ∈ R é õ ×CQ�ÛE×wÏ{ì�ä Õ�� t õ å�ÏwÉwæ Õ Ì$Û·ÐdÒ�× Õ Û�ÑWæ6ÒAÔ3Û·Î
Û Õ�� ÒAÔbÏ�Ì�ËÍ�È � Ì$Û6æ ç ÐâÛ&Ö$Ú$ÎsÔbÉwÈÊÒ"Í$Ë�æ°ÜÙÝ�Þ%�^é

const.× eit
(

log |γ|−Reρ−1
)
e−its Imρ−1

e−t Imρ−1
e−σt Imρ−1

(1− qke−itReρ−1e−t Imρ−1) e(k+1)τ Reρ−1e−τt Imρ−1 , ç�è Ý1ó"ó"é
ô ×wÎ*ÈÊË

const. = eτ
(

log |γ|−Reρ−1
)
eiτ Imρ−1

eiτσ Imρ−1

e−τs Imρ−1

.XUä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈÊË³Ö$ÒbÌ�Ë*Í7Ö
O
(
e(τ−σ)t Imρ−1) õ Û�ÔbÈ ��ÕØÕ ÛgÑ�æ�Û·Î³ÉwÈ�Ë ô Ò ÐdÒ t Ò�×ÅÏwÍ7Ö�Û�QÊÒ"ÉwË ô Ò ã�È�Ë�Ì�Í Õ Û�×wÒ +∞Ì�Ë�Í�ÖtÎ*áwÈÊË*ì�ÉâÛ{Ý ¤ ÛSQ�Ë�Ì õ ÖBÛ6æ)Ì$Û6æ Ô¦×wÒAÔ3Ò�×wÎ*ÈÊËbÍ�Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë*ÉwÈ�ÛòÜÙÝ�Þ%� õ Í�Î
Û Õ Ï�Ì�Ë*ã·ä Õ Û�Ñ�æ � Î;å�ÏwÉ{æ Õ Ì�È ç�è Ý1ó"ó"é
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Ð�Ò ÐwÈ�Ò6ÉwÒAÔ3Ë�Ì Õ Î � Ó Õ Èjæ6Ò"É^Ö$ÏwÚ$Ï Ò�×
R − iτ

×wÒ
R
ÝÇ¨)Ò6Î*Ïwã�ÒAÔjÛ6É{È�Ë�Î
Û6ÐwÚ�Ë*Î�Ë*É^ÖBÒAÔ3Û6ÉwË¹Ô ×wÒAÔ3Ò�×wÎ�È�ËÍ�Ö�ÔbÈÊË*Ú$×{Î*Ë*É{ÈWÛ�ÜÙÝ�Þ%�íÐ�Ò"æ�Û6Î�Ï�Ì�Ë õ ì�Ë Õ Û�ÑWæ&ÛíÖ�ÛíÎ�ÉwÈ�æ�Û ô ×{ä R→∞ ÝkX Í�Î Õ Î�Ë ô ö�Q�ÉwÒ"Ó Õ È0Ô;ä�ÚBÛ6ì�Ë*ÉwÈÊË

N−1∑

k=0

|qk|i(s−iσ)qk
(
Phase − q−2γ

)k
∫

lR

| − q−2γ|it|qit|i(s−iσ)qit dt(
1− qkqit

)
Fq [−qk+2] (t)

ãÅÛ ô Ú$Û6ÉwÈ Õ�� ÐwÚ$Î�ä R →∞ ×CQWÛí×wÒAÔtÒZQ�É{Ë ô Ò σ ≥ 0
Ý��³Ò"Ú�Î�ä�Í�ÖBÛ2Ì$ë Õ ÎsÖ�ÔbÈÊË*Ú$×{Î*Ë&� Ò®Ú�ö"ì*ÉwÈ Õ Î�æ6ÒAÔjÛ&ÉwÈ�ÏÕ Û�ÑWægÈ�É{È�Ë�ÔoÑ�Û6Ó Õ ÈÊÔtË�Ì·Î�ÐâÛ6Ú$Û6ã®Ë�ÖBÚ�Ë*ã çR� óÙÞ õ Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë*ÉwÈÊË Þ2ó�ÝÊÞ%Y���éoÉwÈÊË�ÖBÚ�Ïw×wÉwÒ÷Ô;ä�æ&Û&Î
Û6î õ ì*Ë ô ÚBÛ6É{È Õ ÛÖ�Û�×wË�ïâÉ{È�Ï�Ì�Ë·ÐwÚ$Î�Ë*×�ÑWÏwì*Ë�ÉwÈ�Ë � Ò�Q�Ò"ã�Ò"Ú�ï Õ Î*É{ËEå�ÏwÉ{æ Õ Ì�È R 3 s 7→ Φq [γ] (s)∈ C Ý³êiÚ$Î�ä�æwÑ�Û&×wÒAÔ3Ò õ Ì�Ë�Ó�QÊÈÕ��wÕ ÈÊË&QÊÈ�á^ä�Ó$ã ä Ò6áCQ�È Õ Î�ä�î

Φq [qγ] (−i)õ ãòÏwÍ�È�ã ä Ð�Ò"ã�ÉwÒ"ì�ä�î
γ
Ô3Ë°ÔbÎ*Ò6Ú$Î*Ë ÉâÛ

Φq (γ)
ÐwÚ�Î*Ë*Î

qisq
È×wÒ"æ&Ò"ÉâÛ6î�ÐwÚ�Î*Ë*×dÑ�Ïwì�Ë*ÉwÈ�Û � Ò�Q�Ò"ã�Ò"Ú�ï Õ Î*É{Ë ô ÒòÔ Ô;äÙÚ$Û6ì*Ë�ÉwÈ�Ï

Φq (q
isqγ) =

N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2qisqγ, qkqit)
(
qkqit

)2
dt

(1− qkqit)Fq (−qk+2qit)

=

N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)
(
Phase qkqit

)
|qkqit|isqkqit dt

(1− qkqit)Fq (−qk+2qit)

×wÒ ÐwÏwÉwæ^Ö$Ï
s = −i Ý � ÖBÚ$Î�ä�ãÅÛ6ã·ä

Φq [qγ] (−i)=
N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)
(
qkqit

)2
dt

(1− qkqit)Fq (−qk+2qit)
, ç-è Ý1ó�1^é

ô ×wÎ�È�Ë Õ ÛgÑ�æ � Ú�Ò"Î*Ïwã�È�Ë�ã äEÌ$Û&æ6Ò ô ÚBÛ&ÉwÈ ÕP� õ æ^ÖBö6Ú$Ë�Ì;È�Í7ÖBÉwÈÊË*ÉwÈÊËØÔ;ä�æ&Û&Î
Û�QÊÈ�Ó$ã·äÅÔ;ä�ì*Ë�Ì�Ý� ×°ÖBË�ÚBÛ6Î�ÔbÍ$Î�ä�Í�ÖBægÈÊË Í�ä�ãòádÒZQÊË Õ Û�Ñ�ægÈ ÐdÒ®æ&Ò"É^ÖBÏwÚ�Î*Ë
l
Ò"Î*ÉâÛ Õ Î
Û&î á � ×âë ÒÙ×{Ð�ÒAÔbÈ�Ë�×wÉwÈ�ë Õ Û�Ñ�æ � É{È�Ë�ðÔoÑ�Û6Ó Õ È�Ôjë õ æ^Ö$ö"Ú$Ë�Ì;ÈÊÍ�ÖBÉ{È�Ë*É{È�ËoÔ;ä�æ�Û6Î
Û�QÊÈ�Ó�ã ä"Ýý�Åi�mþ��)Ò"Ú$Î�ä�Í�Ö�ÛAÌ$ë Õ Î�ËsÔbÎ*Ò"Ú�Ï ç ÜÙÝ21�Y^é3Ò"áCQÊÈ Õ Î*Û6ã ä

Φq (γ) =

N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)qkqit dt

(1− qkqit)Fq (−qk+2qit)

=

N−1∑

k=0

∫

l

(Phase − q−2γ)
k | − q−2γ|itqkqit dt

(1− qkqit)Fq [−qk+2] (t)

=
N−1∑

k=0

∫

l

(Phase − q−2γ)
k | − q−2γ|itqkqit dt

Fq [−qk+1] (t− i)

=
N−1∑

k=0

∫

l−i

(Phase − q−2γ)
k | − q−2γ|i(z+i)qkqi(z+i) dz
Fq [−qk+1] (z)

,
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Φq (γ) =
(
Phase − q−2γ

)−1 | − q−2γ|−1

×
N−1∑

k=0

∫

l−i

(Phase − q−2γ)
k+1 | − q−2γ|izqk−1qiz dz

Fq [−qk+1] (z)

=
(
−q−2γ

)−1
N−1∑

k=0

∫

l−i

(Phase − q−2γ)
k+1 | − q−2γ|izqk−1qiz dz

Fq [−qk+1] (z)
.

Ç³Û³ã�Ò Õ ä�Û6Ú ô Ïwã�Ë*É^ÖBöAÔ ÖBÛ6ægÈ Õ�� Ì$Û&æoÔ ×wÒAÔ3Ò�×wÎ�È�Ë�ÐwÏwÉwæ^ÖBÏ ÿxþ�ã�Ò"ì*Ë�ã äsÎ*ã�È�Ë�ÉwÈ�î@æ&Ò"É^ÖBÏwÚ Õ Û�ÑWæ6ÒAÔjÛ&ÉwÈWÛÎ
l − i

ÉâÛ
l
Ý ¤ Ò"æwÑ�Û6×wÉwÈÊË�Ì õ ÐdÒ"ÉwÈ�Ë�ÔjÛ&ì Õ Û�ÑWæ�È3Ð�Ò l Ú$Ò"Î�Ïwã®ÈÊË*ã ä Ì$Û6æ&Ò ô ÚBÛ6É{È Õ Ë Õ Û�ÑWË*æ ÐdÒ

lR
ÐwÚ$Î�ä

R → ∞ õ Ú�Ò"Î�Ô3Û6ì
Û&ã ä¦æ&Ò"É^ÖBÏwÚ7ä¦Î*×{Ë�å�Ò"Ú�ã®ÒAÔ3Û6ÉwËÂÖ�Û&æ Ì$Û6æ Ô ×wÒAÔ3Ò�×wÎ*ÈÊËÂÍ�Ö�ÔbÈÊË*Ú�×wÎ*Ë�ÉwÈWÛ ÜÙÝ�Þ%� Õ Î�äÐ{ÏwÉwæ^ÖBÏ � þ;àmÛ6ã�ÈWÛ&ÉâÛ)æ&Ò"É^ÖBÏwÚ�Ï®Î
l−i ÉâÛ l Ò�×wá^ägÔjÛsÍ$È � ÉâÛ2Ì�Ð{È�Ë*Ú7Ô�×CQWÛØæ&Ò"É^ÖBÏwÚ�Ï®Î�ã®Ò�×{ägïâæ&Ò2Ô3Û6ÉwË ô Ò õÛoÔ;Ö$Ë*×{ä Õ Û�Ñ�ægÈâÐdÒ�ÐwÈ�Ò"É{Ò2Ô;ä Õ�� ÒÙ× Õ È�É{æ&Û Õ�� Ñ�ë Õ Î*ë Õ ä Õ�� Î*ã�ÒÙ×{ägïâæ&ÒAÔjÛ6É{Ë)ÔtË*Ú�Í�Ì�Ë

l
Ò"Ú$Û6Î

l− i Î*ÉwÈÊæ&ÛAÌ$ë õô ×{ä¹Ò�×wÍ$Ï^Ô3Û6ã ä Ì�Ës×wÒ ±∞ ÔbÎ�×�Ñ�ÏwìEÒ"Í�È0Ú$Î*Ë Õ Î�ä�ÔbÈÊÍ�Ö$Ë�Ì�Ý § ÖBÒ"Í�Ï�Ì$ë Õ Ö � ÐwÚ�Ò Õ Ë*×wÏ{Ú � Ò6ÖBÚ�Î�ä�ãòÏ�Ì�Ë�ã ä

Φq (γ) =
(
−q−2γ

)−1
N−1∑

k=0

∫

l

(Phase − q−2γ)
k+1 | − q−2γ|itqk−1qit dt

Fq [−qk+1] (t)

=
(
−q−2γ

)−1
N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)qk−1qit dt

Fq [−qk+1] (t)

= −γ−1
N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)qk+1qit dt

Fq [−qk+1] (t)

= −γ−1
N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qk+1qit)qk+1qit dt

Fq (−qk+1qit)
.

� Ë*Ú$Û6Î�×wÎ*È � ægÈ ç Ü�ÝÊÞ%�"é3ãÅÛ6ã·ä

Φq (γ) = −γ−1
N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qk+1qit)qk+1qit dt

1−qk+1qit

1−qk+1qit
Fq (−q2qk+1qit)

= −γ−1

N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qk+1qit)(1− qk+1qit)qk+1qit dt

(1− qk+1qit)Fq (−q2qk+1qit)

= −γ−1

N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)(1− qkqit)qkqit dt
(1− qkqit)Fq (−qk+2qit)

= −γ−1
N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)qkqit dt

(1− qkqit)Fq (−qk+2qit)
+ γ−1

N−1∑

k=0

∫

l

χ(−q−2γ, qkqit)
(
qkqit

)2
dt

(1− qkqit)Fq (−qk+2qit)
.
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U�ÉwÉ^ä�ã®È0Í<Ñ�ÒAÔ;ä ç ÐwÛ&ÖBÚ�Î ç�è Ý1ó�1^é�é
Φq [γ] (0)= γ−1Φq [qγ] (−i)− γ−1Φq [γ] (0),Õ Î�ä?QÊÈ

Φq [qγ] (−i)= (1 + γ)Φq [γ] (0)= (1 + γ)Φq (γ).ý�ÅÈ  þ
Φq [γ] (s− iσ)

Ì�Ë�Í�Ö)Í$Ïwã®ëòÔ;ä�ÚBÛ6ì�Ë&� ÐdÒ"Í7Ö�Û Õ È
(
|q|isqkqσ

(
Phase − q−2γ

))k ∫

l

|qit|is |qit|σ | − q−2γ|itqit dt(
1− qkqit

)
Fq [−qk+2] (t)

, ç-è Ý1óS�gé

ô ×wÎ�È�Ë Õ ÛgÑ�æ � ÐdÒ l Ú$Ò"Î�Ïwã�È�Ë*ã·äEÌ$Û6æ&Ò ô ÚBÛ6ÉwÈ Õ��
lim
R→∞

∫

URτ

|qit|is |qit|σ | − q−2γ|itqit dt(
1− qkqit

)
Fq [−qk+2] (t)

,

Û
τ
Ì�Ë*Í7ÖkQ�È Õ Î�áâëbÔbÈ � ægÍ$Î*ëØÉwÈÊì

σ ç ÐdÒ"Ú*Ý2Ú�ä�Í�ÏwÉwË*æ è Ý��gé<ÝaX©Í�Î Õ Î�Ë ô ö�Q�ÉwÒ"Ó Õ È�ã®Ò6ì*Ë*ã·ä�Ð�ÒÙÑWÒ"ì�ä�î τ = 1+δ
Ý

� Û&æ÷Í$Û6ã�ÒEÌ$Û6æ¹Ô ×wÒAÔ3Ò�×wÎ*ÈÊËòÍ�Ö�ÔbÈÊË*Ú�×wÎ*Ë�ÉwÈWÛ¹Ü�ÝÊÞ%�®Ð�Ò�×wÎ*ÈÊË&QÊã ä°æ6Ò"É^Ö$ÏwÚ
UR
τ

ÉâÛ Õ Î � Ó Õ È
Aτ õ BR

τ

È
CR
τÖ�Û6æoÌ$Û6æ�Ð�Ò�×wÎ�È�Ë&QÊÈ�QÊÈ�Ó$ã·äíæ6Ò"É^Ö$ÏwÚ

kRτ ç Ú�ä�Í$ÏwÉ{æ�È è ÝÊÞ�È è Ý1ó"é�Ý�àÂ×wÒAÔtÒÙ×wÏ°ÐwÏ{Éwæ^ÖBÏ � þ3ÔbÈ�Ë�ã ä õ ì�Ë Õ Û�ÑWæ�ÛÐ�Ò Õ Î � Ó Õ È
CR
τ

Î*áwÈÊË ô Ûò×{Ò 0 õ ô ×{ä R→∞ Ý O Ë*ÓRQ�ÈmÒ6Î*ÉâÛ Õ Î�ä�ã ä°ÐwÚ�Î*Ë�Î M1

ÔjÛ&Ú�ÖBÒ6Ó$î Õ ÛgÑ�ægÈ0Ð�Ò
Aτ õ Ö$ÒÕ Û�ÑWæ�ÛíÔ;ä�Í7Ö � Ð{Ï�Ì$ë Õ Û Ô ç�è Ý1óS�gé Ì�Ë*Í7Ö)Ú$öAÔbÉâÛ

M1 + lim
R→∞

∫

BRτ

|qit|is|qit|σ| − q−2γ|itqit dt(
1− qkqit

)
Fq [−qk+2] (t)

M1 + lim
R→∞

R∫

c

e−i(t−iτ)s Imρ−1
e−(t−iτ)σ Imρ−1

ei(t−iτ)(log |γ|−Reρ−1)ei(t−iτ)Im ρ−1
dt(

1 + qke−i(t−iτ)Re ρ−1e−(t−iτ)Im ρ−1
)
Fq [−qk+2] (t− iτ)

M1 + e−τs Imρ−1

eτ(log |γ|−Reρ−1)

× lim
R→∞

R∫

c

e−its Imρ−1
e−(t−iτ)σ Imρ−1

eit(log |γ|−Reρ−1)ei(t−iτ)Im ρ−1
dt(

1 + qke−i(t−iτ)Re ρ−1e−(t−iτ)Im ρ−1
)
Fq [−qk+2] (t− iτ)

= M1 +
∣∣q−1γqis

∣∣τM2,

ô ×wÎ�È�Ë�ÐwÚ$Î�Ë*Î M2

Ò"Î*ÉâÛ Õ Î�ä�QÊÈ�Ó$ã·äUÔ3Û6Ú7ÖBÒ"Ó�îÅÒ�×wÐ�ÒAÔbÈÊË*×wÉwÈÊË�Ì ô ÚBÛ6ÉwÈ Õ ä6Ý ê.Ò"Ú$öAÔbÉgÏ�Ì$ë Õ Ö � ÈÊÉ{å�Ò"Ú�ãÅÛ Õ Ì � Î
ç-è Ý=óS�^é3ÈmÐâÛ6ã�È � Ö�Û2Ì$ë Õ õ ì*Ë τ = 1 + δ õ Ò6ÖBÚ�Î�ä�ãòÏ�Ì�Ë�ã ä

∣∣Φq [γ] (s− iσ)
∣∣ ≤ A1 + A2

∣∣q−1γqis
∣∣1+δ

×CQWÛòÐdË�ÔbÉ^ä Õ�� Í7Ö�Û�Ñ�ä Õ��
A1

È
A2

Ý o H�prH 3 H
3547698;:Á6mbdce4k¶ ÔkDÉ·
HqÂAJ�H º)Í�Ö�ÛSQ�ã ä

γ ∈ Γq
Ý ¤ QWÛ

z
Ô¢×wÒZQÊÉwË�ÌjÐ�ö�Ñ�Ð�Ñ�Û6Í$Î Õ Î�ä�¥�ÉwÈ�ËEÎ*×wË�ïâÉwÈÊÏ�Ì�ã ä

ϕγ(z) =
Φq [γ] (z)

Fq [γ] (z)
.

ϕγ
Ì�Ë*Í7Ö³×{Ò"áwÚ$Î�Ë·Î�×wË�ïwÉwÈ�ÒAÔ3Û6Éâëíå�ÏwÉwæ Õ Ì$ë�ã�Ë*Ú�Ò"ã�Ò"Ú�ï Õ Î*ÉâëÙÝ
¤ ÒAÔ3ö�× Ú�öAÔbÉwÒ"Ó Õ È ç ÜÙÝV1Z�^é3ÐwÚ�Î*Ë�ÐwÚ$ÒAÔ3Û6×wÎ*ÈÊã ä Ô Õ Î�Ö$Ë*Ú�Ë Õ�� ægÚ$Ò6æ&Û Õ�� s



è Ý=ó » Õ jl¼ D b Ô c `Z6mc¾½;` Õ ba>g` B _ Õ bd¶¿f�4;_d@ Õ�B ½ÁÀk4 D _Ece>
_ Õ f D b Ô jln&c Fq Þ"Þ2Ü
Þ"Ý
ϕγ

Ì�Ë�Í�Öbå�ÏwÉwæ Õ Ì$ë � ÒZQÊÒ"ã®Ò6Ú�ï Õ Î*Éâë{Ý
óÙÝ
ϕγ

Ì�Ë�Í�Öbå�ÏwÉwæ Õ Ì$ëÅÒ"ægÚ�Ë*Í$ÒAÔ3ë õ ÛoÌ�Ë�ÌbÒ"ægÚ$Ë�Í³É{È�Ë3Ì�Ë*Í7ÖÊQÊÈ Õ Î�áâëíÚ$Î�Ë Õ Î�ägÔbÈ�Í�ÖBë{ÝËX Í�Î Õ Î*Ë ô öZQ�ÉwÒ6Ó Õ È ϕγÚ$Ò"Î�Í$Î*Ë�Ú$Î*Û®Í$È � ×wÒ å�ÏwÉwæ Õ Ì�È Õ Û�ÑWæ6ÒAÔbÈÊÖ$Ë�Ì�Ý
1{Ý
ϕγ

å-Û6æ^ÖBÒ"Ú7äÙÎ�Ï�Ì�Ë°Í$È � ÐwÚ$Î�Ë*Î°Ò�×{ÔbÎ*Ò"Ú�ÒAÔjÛ6É{È�Ë
s 7→ qis õ ÖBÎ*ÉHÝ?È�Í7ÖBÉwÈÊË�Ì�ËÅå�ÏwÉ{æ Õ Ì$Û Õ Û�Ñ�æ&Ò2ÔbÈ�Ö�Û ψγÖ�Û6æ�Û õ ì�Ë

ϕγ(s− iσ) = ψγ
(
qi(s−iσ)

)
.

�wÝ
ψγ

Ì�Ë*Í�Öbå�ÏwÉ{æ Õ Ì$ë�Í�ÖBÛ�Ñ�ë õ Ú$öAÔbÉâë −2πρ Fq (−q2)−1 Ý
è × Þ6Ýià®Ï^Ô3Û ô ÈâÜ�ÝÊÞ¦�)ÔbÈ�Ë�ã ä õ ì*Ëtå�Ï{Éwæ Õ Ì$Û Fq[γ]

É{È�Ë�ãÅÛ)Î*Ë*Ú.Ô ÐâÛ6Í�æ�Ï {z ∈ C : −1 < Im z ≤ 0} õÛíÉâÛ ÐwÚ�Ò"Í�Ö$Ë�Ì
R− i ãÅÛ Õ Ò®ÉwÛ2Ì7Ô;ä�ì*Ë�ÌyÌ�Ë*×wÉwÒ Î�Ë*Ú$Ò{Ýtê.Ò"ÉâÛ6×ÙÖBÒoÌ�Ë*Ó�QÊÈHå�ÏwÉwæ Õ Ì$Û Fq [γ]

ÐdÒ"Í�ÈWÛ6×âÛòÎ�Ë*Ú�Ò®ÉâÛÐ{Ú$Ò"Í7ÖBË�Ì
R− i õ ÖBÒØÌ�Ë*Í7Ö)Ö$Ò Î*Ë*Ú�Ò®Ð{È�Ë*Ú7ÔbÍ$Î�Ë ô Ò�Ú$Î � ×wÏmÝê.ÒÙ×wÒ6áwÉwÈ�Ë@Ì$Û6æ�Ô ÐwÚ�Î�ä�ÐâÛ6×wægÏ¹å�ÏwÉwæ Õ Ì�È Fq [γ]

ã�Ò"ì*ÉâÛEÔ;äÙæ�Û6Î*Û6î õ ì�ËoÎ*ËoÔbÎ�Ò"Ú$Ï ç ÜÙÝ21 � é@Ô;ä�ÉwÈÊæ&Û õ ì*Ë×�QWÛíæ�Û6ì*×wË ô Ò t ∈ R
Φq [γ] (t− i)= (1 + qitq−1γ)Φq (q

itq−1γ).

ç Ð�Ò6Ú*ÝAÔ;ä�ÐwÚ$ÒAÔ3Û6×wÎ*Ë�ÉwÈ�ËtÔbÎ*Ò"Ú�Ï ç ÜÙÝ1ó��^é�é�ÝEX©Í$Î Õ Î�Ë ô öZQÊÉwÒ"Ó Õ È2Ì�Ë�Ó�QÊÈ Fq[γ] (t0 − i)= 0
×�QWÛbÐ�Ë�ÔbÉwË ô Ò t0 ∈

R õ ÖBÒ Φq [γ] (t0 − i) = 0
È.Î*Ë�ÚBÛ®Ö$Ë Í$È � Í�ægÚBÛ Õ Û2Ì$ë{ÝÌXUä�æ�Û6Î
Û�QÊÈ�Ó�ã ä¹ÔbÈ ��Õ õ ì*Ë ϕγ Ì�Ë�Í�Ö � ÒZQ�Ò6ã®Ò"Ú7ï Õ Î�ÉâÛÉwÛÂÒ6ÖBÒ Õ Î�Ë*ÉwÈÊÏ ÐâÛ6Í$æ�Û {z ∈ C : −1 ≤ Im z ≤ 0} Ô ×wÒZQÊÉwË�Ì ÐdöÙÑ�Ð�Ñ�Û6Í$Î Õ Î�ä?¥�ÉwÈ�Ë ç Õ Î � Ó Õ È;ÏwÚ$Ò2Ì�Ò"ÉwËÎ�Ë*Ú°å�ÏwÉwæ Õ Ì�È Fq [γ]

ÍBëÍQ�È Õ Î*áwÛ6ã®È Õ Û�ÑWæ6ÒAÔbÈÊÖ�ä�ã�È õ ÔbÈ ��Õ ã®Û6ã ä¦ÉâÛ
Ô3Ë�Ö � ÒZQÊÒ"ã�Ò"Ú�ï Õ Î*ÉwÒ6Ó$î Ô¥ÐâÛ6Í�ægÏ
{z ∈ C : −2 < Im z ≤ 0} é�ÝàmÛ6Ï^Ô3Û6ì*ã·ä Ì�Ë*×wÉâÛ&æ õ ì�Ë�×wÎ*È � ægÈ0Ú$öAÔbÉâÛ6É{È�Ò"ã ç ÜÙÝ1óÙÞ2é3È ç ÜÙÝ21 � étã®Û6ã ä ×�QWÛ t ∈ R

ϕγ(t− i) =
Φq [γ] (t− i)
Fq [γ] (t− i) =

(1 + qitq−1γ)Φq [q
−1γ] (t)

(1 + qitq−1γ)Fq [q−1γ] (t)
= ϕq−1γ(t). ç�è Ý1ó"Ü"é

¨böAÔbÉwÒ"Ó�î�ÖBÛ÷ÐwÚ�Î*Ë�ÉwÒ"Í$È@Í�È � ÉâÛ
t
Q�Ë�ì
ë Õ ËíÔµ×wÒZQÊÉwË�ÌoÐdöÙÑ�Ð�Ñ�Û6Í$Î Õ Î�äÙì�ÉwÈ�Ë&Ý�X4ÈÊ×wÎ*ÈÊã äÂÎ*Û&ÖBË�ã õ ì*Ë�áâÛ6×wÛ�ðÉ{È�Ë � ÒZQ�Ò6ã®Ò"Ú7ï Õ Î�ÉwÒ"Ó Õ Èmå�ÏwÉwæ Õ Ì�È

ϕγ
ÔZæ&ÒZQ�Ë�Ì�É^ä Õ�� ç Î
Û Õ�� ÒÙ×wÎ*ë Õ ä Õ�� ÉâÛ�Í$ÈÊË*áwÈÊË·È Ò6Ö�Ô3Û6Ú�Ö�ä Õ�� é)ÐâÛ6Í$æ�Û Õ��Í�ÐwÚ$ÒAÔ3Û6×wÎ*Û�Í�È � ×wÒ áâÛ6×wÛ6ÉwÈWÛ � ÒZQ�Ò"ã�Ò"Ú7ï Õ Î�ÉwÒ"Ó Õ È�å�ÏwÉ{æ Õ Ì�È

ϕq−kγ
Ô Ò"áwÍ�Î
Û6Ú�Î*Ë�Ò"ã�ö2ÔbÈÊÒ"É^ä�ã ÐdÒ2Ô;ä�ì�Ë�Ì�Ý

X Í$Î Õ Î*Ë ô öZQÊÉwÒ"Ó Õ È ϕγ Ì�Ë*Í�Ö � Ò�Q�Ò"ã�Ò"Ú�ï Õ Î*ÉwÛíÔ ×wÒZQÊÉwË�ÌjÐdöÙÑ�Ð�Ñ�Û6Í$Î Õ Î�ä?¥�ÉwÈ�Ë õè × óÙÝ#�³Ò"Ú�Î�ä�Í�ÖBÛ2Ì$ë Õ |N | ÚBÛ6Î�ä¹Î*ËsÔbÎ�Ò"Ú$Ï ç-è Ý=ó"Ü6é3Ò6ÖBÚ�Î�ä�ãòÏ�Ì�Ë�ã ä¹×CQ�Û t ∈ R
ϕγ(t− |N |i) = ϕq−|N|γ(t) = ϕqit0γ(t),

×�QWÛíÐ�Ë�ÔbÉwË ô Ò t0 ∈ R õ Ì$Û6æ6Ò ì�Ë q−|N | ∈ Γq,0 ç ÐdÒ"Ú�Ý ç ÜÙÝ��gé�é�ÝkX Í�Î Õ Î*Ë ô öZQ�ÉwÒ6Ó Õ È

ϕγ(t− |N |i) =
Φq [q

it0γ] (t)

Fq [qit0γ] (t)
=

Φq [γ] (t+ t0)

Fq [γ] (t+ t0)
= ϕγ(t + t0)

QÊÏwá°È�ÉâÛ Õ Î*Ë�Ì
ϕγ
(
t− (t0 + |N |i)

)
= ϕγ(t)×�QWÛ¹ÔbÍ$Î�ä�Í7ÖBægÈ Õ��

t ∈ R ÝÅÇØÛ÷ã®Ò Õ ä � ÒZQ�Ò"ã�Ò"Ú7ï Õ Î�ÉwÒ"Ó Õ È ϕγ Ú�ö2ÔbÉ{Ò"Ó$î�Ö�Û°Î
Û Õ�� Ò�×wÎ�Èt×CQ�Û t Ô ×wÒZQÊÉwË�ÌÐdöÙÑWÐ�Ñ�Û6Í�Î Õ Î�ä�¥*ÉwÈÊË6Ý � Î*ÉwÛ Õ Î*Û�Ö$Ò õ ì*Ë ϕγ Ì�Ë*Í�Ö � Ò�Q�Ò"ã�Ò"Ú�ï Õ Î*ÉwëØå�ÏwÉwæ Õ Ì$ë·Ò"ægÚ�Ë*Í$ÒAÔ3ë·ÒEÒ"ægÚ$Ë�Í$È�Ë t0 + |N |i ÝX Í$Î Õ Î*Ë ô öZQÊÉwÒ"Ó Õ È ϕγ Ú$Ò"Î�Í$Î*Ë�Ú$Î*Û®Í$È � ×wÒíå�ÏwÉwæ Õ Ì�È Õ Û�ÑWæ6ÒAÔbÈÊÖ$Ë�Ì�Ý



Þ"ÞAß ��` D ^A> h bdce>Abac Õ

è ×Î1{Ý ¤ QWÛíæ�Û6ì*×wË ô Ò s ∈ R ã®Û6ã ä
ϕγ(s) =

Φq [γ] (s)

Fq [γ] (s)
=

Φq (q
isγ)

Fq (qisγ)
.Ò"ÚBÛ&Î

ϕγ
(
s− (t0 + |N |i)

)
= ϕγ(s) =

Φq

(
qi
(
s−(t0+|N |i)

)
γ

)

Fq
(
qi
(
s−(t0+|N |i)

)
γ

) .

ç ÐâÛ�ÖBÚ$Î ç ÜÙÝ��gé$é<Ý��ÈÊË*×{ä�Î�ã®ÈÊË*ÉwÉâÛ
z
ÐwÚ$Î�Ë*áwÈÊË ô Û·×wÚ$Ò ô � Ò�× s ×wÒ s− (t0 + |N |i) õ Î*ã�È�Ë�ÉwÉâÛ qizγ ÐwÚ$Î�Ë*áwÈÊË ô Û·×wÚ$Ò ô �Î
Û6ã�ægÉwÈ � Ö�ëòÎ*Û Õ Î�äÙÉwÛ2Ì$ë Õ ë�È0æ6ÒZ� Õ Î
ë Õ ë Í$È � Ô¢ÐwÏwÉwæ Õ È�Ë

γqis
ÝkX4ÈÊ×wÎ*ÈÊã ä õ ì*ËsÔbÎ*ö"Ú

ψγ(q
iz) = ϕγ(z)×wË�ïwÉwÈ�Ï�Ì�Ë å�ÏwÉwæ Õ Ì �

ψγ
ÉâÛ
C \ {0} Ý�� Ò6ì*ÉâÛ÷Ì�Ë�×wÉâÛ6æ�Ú$Ò"Î�Í$Î�Ë*Ú$Î�ä�î å�Ï{Éwæ Õ Ì �

ψγ
ÉâÛ
C õ ÐdÒ"ÉwÈ�Ë�ÔjÛ&ì

Φq [γ] (s− iσ)
Ò"ÚBÛ&Î

Fq [γ] (s− iσ)
×âë&ì
ë ×wÒ

1 õ ô ×{ä s → −Im (ρ)∞ ÈyÎ�áwÈ�Ë�ì*ÉwÒ6Ó$îòÖBÛ�Ì�Ë*Í7Ö3Ì�Ë*×wÉwÒ�ðÍ�ÖBÛ2Ì�ÉâÛ·ÔbÎ ô Q � ×wË*ã σ
Ý ¤ Ò6æâÑ�Û6×wÉwÈÊË�Ì õ ×CQWÛ�å�ÏwÉwæ Õ Ì�È Fq õ Í�Ö�ÔbÈÊË*Ú$×{Î*Ë*É{È�Ë�ÜÙÝ�Þ2ó�ã®öAÔbÈdÒòÎ*áwÈÊË*ì�ÉwÒ"Ó Õ ÈHÉwÈÊË*ã®Û�QÌ�Ë*×wÉ{Ò"Í�ÖBÛ2Ì�ÉwË�Ì�Ý � Û6æÅÍ$Û6ã�Òíã®Ò"ì�ÉâÛ Ô;ä�æ�Û6Î
Û6îsÉ{È�Ë*ã®Û�Q^Ì�Ë*×wÉwÒ6Í�Ö�ÛAÌ�ÉâëíÎ*áwÈÊË*ì*É{Ò"Ó$îs×wÒ Φq(0)

×CQWÛEå�ÏwÉwæ Õ Ì�È
Φq

Ý ¤ Î�È � ægÈ0ÐdË*Ú�È�Ò�×{ä Õ Î*É{Ò"Ó Õ È0Î*áwÈÊË*ì*É{Ò"Ó$î�Ö�ÛíÍ�ÖBÛ2Ì�Ë�Í$È � Ì�Ë�×wÉwÒ"Í7Ö�Û2Ì�ÉwÛ{Ý
è ×Ï�{Ý5º)Í�Ö�ÛSQ�ã ä 0 < δ < 1

2

Ò6ÚBÛ6Î
γ ∈ Γq

Ý·ÇØÛ ã�Ò Õ ä ÐwÏwÉwægÏÏ .þ Í7Ö�ÔbÈ�Ë*Ú�×wÎ*Ë�ÉwÈWÛ÷ÜÙÝ1ó�Y ÈÊÍ�ÖBÉ{È�Ë�Ì$ëÍ�ÖBÛ�Ñ�Ë
A1

È
A2

ÖBÛ6ægÈ�Ë õ ì*Ë
∣∣Φq [γ] (s− iσ)

∣∣ ≤ A1 + A2|q−1γqis|1+δ

×CQWÛ�ÔbÍ$Î�ä�Í7ÖBægÈ Õ��
s ∈ R È

0 ≤ σ < 1
Ý ¤ QWÛ

s → Im (ρ)∞ õ æ&Ò"Ú$Î�ä�Í�Ö�ÛAÌ$ë Õ Î Ò"Í$Î*Û Õ ÒAÔ3Û6ÉwÈWÛ ç ÜÙÝ21"ó"é õãÅÛ&ã ä
∣∣ϕγ(s− iσ)

∣∣ ≤ A1

Ξγ(s− iσ)|q−1γqis|σ
A1

Ξγ(s− iσ)
|q−1γqis|1+δ−σ. ç-è Ý1ó6ß^é

¨)Ò"Î�ÔjÛ&ì*ã ä ÖBË�ÚBÛ6ÎUÔjÛ6Ú7ÖBÒ"Ó Õ ÈEå�ÏwÉwæ Õ Ì�È
ψγ

Î*×wË�ïâÉwÈÊÒ2Ô3Û6ÉwË�Ì Ô¾Ð{ÏwÉwæ Õ È�ËÐ1ÙÝ ÉâÛ�æ�Ú�Î�ägÔtË�Ì
Υ =

{qi(s−iσ)γ : s ∈ R} Ý Ñs×{ä s→ Im (ρ)∞ õ Ò�×wÐ�ÒAÔbÈÊË*×wÉwÈâÐ{ÏwÉwæ^Ö�ÉâÛ Υ
Ï Õ È�Ë*æ�Û�×wÒ�ÉwÈ�Ë�Í$æ&ÒZ� Õ Î�Ò"ÉwÒ"Ó Õ È�Ý� Í$Î
Û Õ ÒAÔjÛ&ÉwÈ�Ë ç-è Ý=ó&ß^é3Ð�Ò6æ&Û&Î*Ï�Ì�Ë õ ì*Ë�×CQWÛ z ∈ Υ

ãÅÛ6ã·ä
|ψγ(z)| = o(|z|2).¨)Ò6Î�Ô3Û6ì
Û2Ì$ë Õ Ú�Ò"Î�ÔbÈÊÉwÈ ��Õ ÈÊË Õ Û�ÑWæ6ÒAÔbÈÊÖ$Ë�ÌØå�ÏwÉwæ Õ Ì�È

ψγ
ÔµÍ�Î*Ë*Ú�Ë ô Ð�Ò&Ö � ô Ò2Ô;äÂÎ*áwÈÊË*ì*É^ä ÉwÛ C õ Ñ�Û&Ö�ÔtÒ÷Í$È �ÐwÚ$Î�Ë*æ&Ò"ÉâÛ6î õ ì�Ë ψγ Ì�Ë*Í�Ö)ÐdÒ"Í�ÖBÛ Õ È

ψγ(z) = ψγ(0) + ψ′γ(0)z.

O Ë*ÓRQ�È�Ì�Ë�×wÉâÛ6æ σ > 1− δ õ Ö$Ò 1 + δ − σ < 2δ < 1
ÈmÔ æ&Ò"ÉwÍ�Ë*æ^Ô3Ë�É Õ Ì�È

∣∣ψγ(z)
∣∣ = o(|z|).X4È�×âÛ&îoÔbÈ �*Õ õ ì*Ë ψ′γ(0) = 0

È
ψγ(z) = ψγ(0)

×�QWÛ ÔbÍ$Î�ä�Í�ÖBægÈ Õ��
z
Ý � Õ Î�ägÔbÈ�Ó Õ ÈÊË

ψγ(0) = lim
s→−Im(ρ)∞

ϕγ(s) =
Φq (0)

Fq(0)
= −2πρFq (−q2)−1

ç ÐâÛ�ÖBÚ$ÎsÐ{ÏwÉwæ^ÖòÿâþjÍ7Ö�ÔbÈ�Ë�Ú$×wÎ�Ë*ÉwÈ�Û ç ÜÙÝ=óSY^é$é<Ý o H�prH 3 H



è Ý21 ÒW_ D ^ Õ
Γq
:;< Õ _Ä8kÓ|bl\kjl¼G6 Õ _ B 4kÔ¿jlck^ Õ _ Õ @¡> B _ D Þ"Þ �

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5 ÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕ
q

Γq,0

¨bä�Í$Ï{ÉwË*æ è Ý=Ü?stàHáwÈÊö"Ú Γq
×CQ�Û

ρ = −1
4

+ i 8
2π

« ¨RÖ × ¯?À¹­÷´
Γq

¶°Ã�´ ¯aØÚÙ;»í¬ÅÄ ® ²µ´�¯d± ±5Û Ä3¼ ­÷´s¯?´E¿ ºË±0¯yÀ
ê.Ò"ÉwÈÊì*Ë�ÌØÐwÚ�Î*Ë�×wÍ�ÖBÛAÔbÈÊã ä Ú7äÙÍ�ÏwÉwægÈ ô Ú�ÏwÐ^ä Γq

×CQ�ÛÅÚ$ö"ì�É^ä Õ�� Ô3Û6Ú�Ö$Ò"Ó Õ È?ÐâÛ6Ú$Û6ã®Ë�ÖBÚ�Ï
q
ÝP�sÈ�Ë�×{ä

q
ÐwÚ$Î�Ë�ðá{È�Ë ô Û Î*áwÈÊö"Ú õ ægÖ$ö"Ú$Ë ô Ò Õ Î � Ó$î ÐwÚ�Î*Ë�×wÍ�ÖBÛAÔbÈ�Û¹Ú�ä�Í$ÏwÉ{Ë*æ ÜÙÝ�Þ õ ô Ú$ÏwÐâÛ Γq

Ì�Ë�Í�Ö�æ6Ò�Q�Ë*æ Õ Ì$ë¹ÐâÛ6Ú�Î�ä�Í�Ö$Ë�ÌoÈ�QÊÒ"Ó Õ ÈÍ�ÐwÈ�Ú$Û�Q�È"Q�Ò ô Û&Ú�ägÖBã�È Õ Î*É^ä Õ�� Ý O Ë*×wÉâÛ Î�ÉwÈ Õ�� Î
Û
ÔbÈÊË*ÚBÛ ÐwÏwÉ{ægÖ 1 ∈ C Ý O Ë*Í7ÖbÖBÒ�Ð�Ò�× ô Ú�ÏwÐâÛ Γq,0
Î2Ñ�Ò"ì�Ò"ÉâÛÎ�Q�È Õ Î�á�ÐdÒ"Í�ÖBÛ Õ È

qit õ ô ×{Î*È�Ë t ∈ R Ý4ÇØÛUÐ�Ò"É{È�ì*Í�Î�ä Õ�� Ú7äÙÍ�ÏwÉwæ�Û Õ�� ÐdÒÙ× ô Ú$ÏwÐwÛ ÖBÛ Î*Ò6Í�Ö�ÛgÑ�ÛUÔ;ä�Ú�ö"ì�ðÉ{È�Ò"ÉâÛ ô Ú�ÏwáwÍ�Î
ëÜQ�È�É{ÈWë{Ý?àmÛ6Î*ÉâÛ Õ Î*Ò6ÉwÒ®Ú�öAÔbÉwÈ�Ë�ìEÐ{ÏwÉwæ^Ö q Ý�êyÛ6ã�È � Ö�Û6ã·ä õ ì�Ë Imρ = N
2π
õ ô ×wÎ*ÈÊË N Ì�Ë*Í�ÖÐwÛ6Ú$Î�äÙÍ7Ö�ërQÊÈ Õ Î�áâë Õ Û�Ñ�æ&ÒAÔbÈÊÖ�ë õ Ú$ö6ì*ÉâëØÒ�×òÎ�Ë*ÚBÛÙÝMÑ�Ú�ÏwÐâÛ Γq

Í$æwÑ�Û&×âÛØÍ$È � Î |N | Í$ÐwÈÊÚBÛ�QÊÈ,Q�Ò ô Û6Ú�ägÖBã�È Õ Î*É^ä Õ�� ÝÑs×{äòÔ3Û6Ú�Ö$Ò"Ó$îbádË*Î�ÔbÎ ô Q � ×wÉâÛ q Ì�Ë�Í�Ö�áCQ�ÈÊÍ$æ�Û�Ì�Ë*×{ÉwÒ"Ó Õ È õ Γq ÉwÈ�Ë;Ò�×wáwÈÊË ô ÛoÎ�á^ä�Öt×âÛ�QÊË*æ&ÒEÒ�× Î*áwÈÊÒ"Ú$Ï õ ΓÚ�Ò"Î�Ô3Û6ì*Û6ÉwË ô ÒoÔ�Ð{ÚBÛ Õ ä � 1{Þ&��Ý?Ç³ÛØÚ�ä�Í�ÏwÉwægÏ è Ý1Ü³ÐwÚ$Î�Ë*×wÍ7Ö�Û
ÔbÈ�Ò6ÉwÒ Γq
Ô�ÐwÚ$Î�ä�ÐâÛ6×wægÏ õ ô ×Ùä |q| ' 0.862 õÛ

N = 8
ÝàHã�ÉwÈ�Ë�Ì�Í$Î*Û2Ì$ë Õ¹Õ Î � Ó�î Ú�Î*Ë Õ Î�ägÔbÈ�Í7Ö�ë

ρ õ ÒÙ×{×âÛ�QWÛ&ã ä q Ò�×�Ð{È�Ë*Ú7ÔbÈWÛ6Í7ÖBæ�ÛÂÎ·Ì�Ë*×ÙäÙÉ{æ�ÈbÐdÒ"Í�ÖBÛ Õ È
e

2πi
NÔbÎ�×�Ñ�Ï{ìØÍ$Ðdö�Ì�ÉwË�ÌtÍ$æwÑ�Û&×wÒAÔ3Ë�ÌjÎ�áwÈ�Ò6Ú$ÏÅ×{Ò"ÐwÏwÍ�Î Õ Î*Û�Q�É^ä Õ�� ÐâÛ6Ú$Û6ã�Ë�ÖBÚ�öAÔ ç Ú7äÙÍ�ÏwÉwË�æ ÜÙÝ�Þ2é<ÝiÇØÛEÚ�ä�Í$ÏwÉ{æ&Û Õ��è Ý1ß õâè Ý � È è Ý2�íã®Û6ã äÅæ6ÒZQÊË�Ì�ÉwÒ q ' 0.765e−i0.75 õ q ' 0.682e−i0.68 È q ' 0.7e−i0.485 Ý¨;ä�Í$ÏwÉwægÈ è Ý=Ü õÙè Ýlß õ{è Ý � È è ÝV�òÐwÚ$Î�Ë*×wÍ7Ö�Û
ÔbÈWÛAÌ$ë ô Ú$ÏwÐ � Γq

×�QWÛ
Imρ > 0

ÝkX Ö�Û&æ�ÈÊã ÐwÚ$Î�äÙÐwÛ6×wægÏ
|qit| ×âë6ì�ä°ÒÙ×°ÉwÈÊË*Í$æ&ÒZ� Õ Î*Ò"ÉwÒ6Ó Õ È õ ô ×{ä t→∞ õ Û ×{Ò®Î�Ë*ÚBÛ õ ô ×{ä t→ −∞ Ý

�sÈ�Ë�×{ä Õ Î�Ë*Ó$îØÏwÚ$Ò�Ì�Ò6ÉâÛ
Imρ

Î*ã�È�Ë*É{ÈWÛsÎ*ÉâÛ&æ õ Í$ÐwÈÊÚBÛ�QÊËÌQÊÒ ô Û6Ú7ägÖBã�È Õ Î�ÉwË;Í$ægÚ �*Õ ÛAÌ$ëòÍ$È � Ô ÐwÚ�Î*Ë Õ ÈÊÔbÉâëÍ7ÖBÚ�Ò"É � Ý)Ç³Û®Ú�ä�Í�ÏwÉwægÏ è ÝV��ÔbÈÊ×wÎ*ÈÊã ä ô Ú�ÏwÐ � Γq
×�QWÛ

N = −6
Ý)àmÛ6Ï^ÔjÛ6ì�ã ä õ ì*ËEÖBË�ÚBÛ6Î qit Ï Õ È�Ë�æ�Û®×wÒÉ{È�Ë*Í�æ6ÒZ� Õ Î*Ò6ÉwÒ"Ó Õ È õ ô ×{ä t→ −∞ õ Û Î�áwÈ�Ë ô Ûí×wÒ 0 õ ô ×{ä t→∞ ÝàHáwÈÊÒ"Ú�ä

Γq
È

Γq
Ò�× ô Ú�ägÔ3Û2Ì$ë Ú�ÒZQ �WL æ^Ô3Û6É^ÖBÒAÔ;ä Õ�� N ÔtË*Ú�Í�Ì�È C \ {0} È C ç Ð�Ò"Ú�Ý Ð�Ò�×wÚ$Ò6Î*×wÎ�ÈWÛ�Ñ � ÝlßÈ � ó � ��é<ÝÅàmÛ&ÏgÔ3Û6ì�ã ä õ ì*Ë ægÈ�Ë�×{ä q Î*á�Q�È�ì*Û¹Í$È � ×{Ò 1 õ Î�áwÈ�Ò6Ú�ä Ö$Ë Õ Ò"Ú$Û6Î ô � Ó Õ È�Ë�ÌsÔ;ä�ÐdË�Ñ�É{ÈWÛ2Ì$ë C \ {0}ç C ÒÙ×wÐdÒAÔbÈ�Ë�×wÉwÈ�Ò^é�Ý ¤ QWÛ°ÐwÚ$Î�äÙæwÑ�Û6×wÏ Î*Û6ã®ÈÊË*Í�Î Õ Î*Û6ã ä Ú7äÙÍ�ÏwÉwË�æ è ÝÊÞ%Y õ ÉâÛ÷æ^ÖBö"Ú7äÙã¥Ð{Ú$Î*Ë�×wÍ�ÖBÛ
ÔbÈ�Ò"ÉwÒ

ô Ú$ÏwÐ � Γq
×�QWÛòÐâÛ6Ú$Û6ã�Ë�ÖBÚ�Ï

q
áâÛ6Ú�×wÎ*Ò�áCQ�ÈÊÍ$ægÈ�Ë ô Ò 1

s |q| ' 0.9 õ Arg q ' −0.02
Ý
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1 2 3 4 5−1−2−3−4−5 ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝ q

Γq,0

¨;ä�Í$ÏwÉwË�æ è Ýlß�s�àHáwÈ�ö6Ú Γq
×CQWÛ

ρ = −1
2

+ i 8
2π

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5 ÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞÞ q

Γq,0

¨;ä�Í$ÏwÉ{Ë*æ è Ý � s�àHáwÈÊö"Ú Γq
×CQWÛ

ρ = −1 + i 8
2π



è Ý21 ÒW_ D ^ Õ
Γq
:;< Õ _Ä8kÓ|bl\kjl¼G6 Õ _ B 4kÔ¿jlck^ Õ _ Õ @¡> B _ D Þ"Þ%�

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5 ßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßßß q

Γq,0

¨;äÙÍ�ÏwÉwË�æ è ÝV��stàHáwÈ�ö"Ú Γq
×�QWÛ

ρ = −2 + i 8
2π

1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

àààààààààààààààààààààààààààààààààààààààààààààààààà q

Γq,0

¨bä�Í�ÏwÉwË*æ è Ý2�?s3àHá{È�ö"Ú Γq
×CQ�Û

ρ = −3
2
− i 6

2π



Þ2ó�Y ��` D ^A> h bdce>Abac Õ

áááááááááááááááááááááááááááááááááááááááááááááááááá
1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

Γq,0

¨;ä�Í$ÏwÉwË�æ è Ý�Þ%Y�s�àHáwÈÊö"Ú Γq
×CQ�Û

ρ = −10 + i 14
2π

ÇØÛÂÚ�ä�Í�ÏwÉwægÏ Ö�äÙã¾ÐwÏwÉwæ^Ö
q
Ì�Ë*Í�Ö Ô Ó�Ú$Ò�×wægÏ áwÈWÛ�ÑWË ô Ò æ6ÒÙÑ�Û õ áâÛ6Ú�×wÎ*Ò áCQÊÈ�Í�æ6Ò 1 ∈ C ÝÏ�sÈ�Ë�×{ä qÎ*áCQÊÈ�ì*ÛòÍ$È � ×wÒ Ò"Í�È0Ú$Î�Ë Õ Î�ägÔbÈ�Í�Ö$Ë�Ì õ Î*áwÈÊö"Ú Γq

ÏwÐdÒÙ×âÛ&áwÉwÈWÛíÍ�È � ×wÒ�Î*áwÈÊÒ"Ú$Ï Cq
Ú�Ò"Î�Ô3Û6ì*Û6ÉwË ô Ò®Ô Ð{ÚBÛ Õ Û Õ��

� ó6Ü¿� õE� ó6ß¿� õE� ó � �mÈ � 1{Þ õwè ÐwÐdË*É{×wÈãâ è �:Ý



ä ¤
å° Èæ §çåÇèéæ §

� Þ&� p¡HAFWê >Eë
ìÚ!�� � � ~ *�/&í �R����î ¹ Û6ãòáwÚ�È�× ô Ë � Ú$Û Õ Ö$Í�ÈÊÉ	� Û&Ö � Ë*ã®Û&ÖBÈ Õ Í�ï?  õ ¹ Û6ãòáwÚ�È�× ô Ë�º³ÉwÈãð"Ë�Ú$Í$È�Ö�äê@Ú�Ë*Í�Í õ ¹ Û6ãòáwÚ�È�× ô ËíÞ%�Z�ZY{Ý
� ó���ñ H À HTF�B \kc Õ ¼óò ô H�õÜH [ Õ <?<
ë5ö÷!%øÆ!��9! ~ ! * �ù! �	* ��!��%�Æ��îbÎ°ægÍ$ÈWë&ì*ægÈÌú ~ *�/&í ��� . �I�Æ�?� í�/ �
Kø / !���� õ ¹ Û6Í$Í�Ë&Q�ÍÌû ñâÚRü � Q�È Õ�� Ë*×wÍ�Ý õxè Õ Û6×wË*ã�È Õ êiÚ�Ë*Í$ÍEÞ%�"ßZýÙÝ
� 1S�Üþ HÐÿsÕ�Õ n�ë������
� / � / �Æ
���
 . !�� ��� * � ~ .�� � /]+ � * ��!��%� /�� �����Æ
 .	� � / Eµ(2) +�/�
 !���!��"!�� . � - î¹ ÝA¨EÝ è Õ Û6×mÝxêyÛ&Ú$È�Í õ Ö
Ý
�0ÿ,  õ §
� Ú�È�Ë¡U õ.ç Þ%�Z�^ó"é õ Þ%Y"óÙÞ��dÞ%Y"ó6ß{Ý
� ���Üþ H
ÿsÕ�Õ n ò Ò H þ Ô�Õ bd: Õ <?ce¶|ë��d� . 
0��� .0/ ����� ~ . � ~ . ����
 . � � / 
 + ��� ~ . 
��k�Æ!��?� ~ / �k�Æ! .y+ � . 
e�Ê����! . �����

+�/ C∗ � � ~ * � í � / ��î è É{ÉmÝâÍ Õ È�Ë*É^Ö*Ý�� Õ ÝxÇ³Ò"Ú�ã Ý § ÏwÐmÝ õ 4e Í � Ú$ÈÊË õ Ö*Ý���� ç Þ¦�Z�Z1^é õ �gó"Ü��|�,�Z�{Ý
� Ü�� FIH��9H�ÿRÕ _ DdB òv» H »r½ljl` Ô�Õ ë��7ø / !����¡! �a* ��!��%�Ü� / �
� / � / �Æ
���
 . !�������� + ���,� ~ . ����
 . !�����î^êkX ÇêvÒZQÊÈ�Í � § Õ È�Ë�ÉgÖ$ÈÊï Õ êiÏwá�Q�È�Í � Ë*Ú�Í õ XuÛ6Ú$Í�Î
Û
Ô3Û Þ%�Z��Y{Ý
� ßS� õ	H�ÿ _E`�>A`|c �d¶ Ô c�ë"!Ë�C���Æ
y�?� øÆ!��9! *�/ � / !��|�Í������� / ����� � �C���Æ
y�?� � �A!�
 .0/ �Æ
�������� / ��î O Ý� Û&Ö � Ýxê � ä�Í*ÝÄ�Äï ç Þ%�Z�"ß^é õ ó�1��Z�#�{ó�1��Z�{Ý
� ý��%$ H ôÊce4k_'&Õ ba>A¶¿j D ò)( H�* ¶¿ce:;8�ëÆúÊ�
� ~ �S
 . � *�/ � / ����
�!���� � !���!�� / � �����R��� / 
 / � * ��!��%�Æ��î � Ò � Ò6æ�Ï� Û&Ö � Ý O Ý���+ ç Þ%�Zý6ß^é õ 1^óZý��?16ß^óÙÝ
� �S�-, H 35c�.;@¡ce>A_Më

C∗ � � ~ *�/&í �����P��� + 
Kø /�. ��� / �
� / � / �Æ
���
 . !�����îHÇ³Ò"Ú7Ö �0/ ÒZQqQWÛ6É{×ÂÞ%�,ýZý�Ý
� �S�21 H43�ÕCB `|bd>A<?¶¿4kb#ëùúÊ� . �Æ
y��! + �Æ��
 . !�� 
�!óø������9!�� . � ���
� ~ �%� . ��î O Ò � É X4ÈqQ�Ë�ä û § Ò"ÉwÍ

U�É Õ Ý Þ%�"ß��{Ý
� Þ%Y��65 H73 _ D ¶¿`Z\8�d¶ Ô c#ò þ H ( H []4k_"4;ba476mcejl`Aë"ú��"!�� � ��!�������
���
 . 9�/;:Ì/ ~ � ��� + ��< � . �	�����W
Kø / �!�� / �5î O Ý � ÐmÝ � � Ë�Ò"Ú�ä=+ ç Þ%�Z�^ó6é õ 16ß{Þ��?1Z���{Ý
� Þ"Þ��Wñ H�ÿPH ( Õ ba:a¶ B�Õ :�ë } �C� ~ . 
y� 
eø / !���� � !��Ï��! 9 ��� . ���Æ
P���%��
 / �5��î � Ú$Û6ÉwÍ*Ý è � § �C �+ õ Ç)ÒwÝ;óç Þ%�,ýS�^é õ ó6ó�1#�{ó6ßZýÙÝ
� Þ2ó¿� õ	H ñ Õ ¶ D : Õ ë>1 H@?vÕ�Ô±ÕBA§Õ @¡cEò²þ H ( H []4k_"4;ba476mcejl`Aë

C∗ � � ~ *�/&í �R� . � � �R��� / ��!���� � !�� 
Kø /
+ �C� ~ . 
y�m! �C� �����Æ
y�?� * ��!��%�Æ��îHÔ¢ÐwÚ$Î�ä ô Ò6ÖBÒAÔ3Û6ÉwÈ�ÏHÝ

� Þ%1�� 3ªH ñ Õ7D _Eceb#ë�� / 
�! + ���
� -�/ ��
y� -�/ � . ì . ~ í�/ ��
���îjêkX ÇfêvÒ�Q�È�Í � § Õ È�Ë�ÉgÖ$ÈÊï Õ êiÏwáCQ�ÈÊÍ � Ë�Ú$Í õ X Û6Ú�ðÍ$Î
Û
Ô3Û Þ%�6ß,ýÙÝ
Þ2óÙÞ



Þ2ó"ó (kc B >
_ ÕCBED _ Õ

� Þ¦��� 3IH ñ ÕlD _Eceb÷ë :Ì/ � / �R� ~ /�.ã*�/ � � ���"��
 . !�� /ED ������� . !����Ú��� + ��� . 
������9� / �
� / � / �Æ
0��
 . !�����! � 
�!��Æ! �~ ! *�. ��� ~ * ��!��%�Æ��î0êkX Ç êvÒZQÊÈ�Í � § Õ È�Ë�É^ÖBÈÊï Õ ê@Ï{áCQ�ÈÊÍ � Ë�Ú$Í õ XuÛ6Ú�Í$Î
Û
Ô3Û Þ%�6ßZ�{Ý
� Þ2Ü��ÜÒ H�3IH 5Ë>A:;>A_E¶¿>Ab÷ë

C∗ � � ~ *�/&í �R������� + 
eø /�. � ����
�!��9!����Æø . ��� * ��!��%�Æ��î è Õ Û6×{Ë*ã�È Õ êiÚ�Ë*Í$Í;Þ¦�,ý��{Ý
� ÞAßS�-5 H 5�4;:;<�>
Ô|ëGF��Æ
y��! + �A��
 . !�� 
�! � �����Æ
y�?� * ��!��%�Æ��î êiÚ�Ë*ÐwÚ�È�É^Ö�� Û&Ö � Ë*ã®Û&Ö$È�Í � Ë*ÍÈU�É{Í�ÖBÈ�ÖBÏ{Ö

©0Ïw×{ÔbÈ ô ð � Û¿â{ÈÊã®ÈqQ�È�Û6ÉwÍ7ð�º³ÉwÈãð"Ë�Ú$Í$È�Ö�H&Ö÷�JIwÉ Õ�� Ë�É Þ%�Z�"ßÙÝ
� Þ¿ý��P[ H 5 D ¶¿` ò þ H ( H []4;_"4kbd476mcejl`AëÚú � �C���Æ
y��� GL(2,C) * ��!��%�ó��
	��!%!�
K� ! � �?� . 
y�¿î¨bË*ÐmÝ
� Û�Ö � Ýâê � ä�Í*Ý
 7ï õ Ç³ÒwÝA1 ç óSYZY{Þ2é õ �,1{Þ��|�^ß^óÙÝ
� Þ%�S�P[ H » D :;ceb#ëAúÊ�
� ~ .ã- ��� -�/ � - ��� . ��
�� ."-�/ ���Æ! ~ !��
��îdêkX Ç¢êvÒ�Q�È�Í � § Õ È�Ë�ÉgÖ$ÈÊï Õ êiÏwáCQ�ÈÊÍ � Ë�Ú$Í õ XuÛ6Ú7ðÍ$Î*Û
ÔjÛ÷Þ%�Z�Z�{Ý
� Þ%�S�P[ H » D :;ceb#ë?úÊ�
� ~ .ã- � � �����,�K�¦!��
� ~ �
��îÙêkX ÇRêvÒ�Q�È�Í � § Õ È�Ë�ÉgÖ$ÈÊï Õ êiÏwáCQ�ÈÊÍ � Ë�Ú$Í õ X Û&Ú$Í$Î*Û
ÔjÛsóSYZY{Þ"Ý
� ó�YS�-5 H ñ H þ
4 h|B�Õ bÈò þ H ( H []4k_Ä4kba476mcejl`Aëlú�� / �	�����m!��g�	���
� *�/ � í ~ / ��� ~ 
 . � ~ . ����
 . 9�/ ��� . �
0��� .0/ ��î7©0Ë�Ö�Ö
Ý
� Û&Ö � Ýxê � äÙÍ�Ý�K"ï ç ó�Y�Y{Þ2é õ ó�1Z�#�{ó6Ü"óÙÝ
� óÙÞ&�-5 H ��_ êcÕ �a¶ Ô c�ëÄúÊ�
� ~ .ã- � + ~ �Ü��
y� +�/ �Æ
����ML - �¿� . î7�P��� ñ õ XuÛ6Ú�Í$Î
Û
Ô3Û Þ%���Z�{Ý
� ó"ó�� FIH8N�Õ b 3 Õ >A<�>dë'�7ø / ì¡�,����� / �����?� / !��Ï�%!�� / ~ !%��� ~e~ �Î��!��Ê������
 � �����Æ
y�?� * ��!��%�Æ��îiÐ{Ú$Ë�ðÐwÚ�È�É^Ö � èPO Y{Þ%YZ��YZY��wÝ
� ó�1S�Üþ H ( H [ç4k_"4kbd476mcejl`Aë } ��� ~ . 
 � . �m
Kø / C∗ � � ~ *�/&í ���5
eø / !����¿î�êiÚ�Ò Õ Ý,U�ÉgÖ*Ý ¹ Ò6É ô Ú*Ý�� Û&Ö � Ý,XuÛ6Ú7ðÍBÛ
Ô Þ%�Z�Z1 õ ê X Ç ê.ÒZQ�ÈÊÍ � § Õ ÈÊË*É^ÖBÈ�ï Õ êiÏwáCQÊÈ�Í � Ë*Ú$Í õ X Û&Ú$Í$Î*Û
ÔjÛ õ Þ%1S�|ý��dÞ%1"Ü6ß{Ý
� óS���Üþ H ( H []4;_"4kbd476mcejl`AëQ�E� í !���� +�/�+²/ ~ / � / �Æ
e���ER ~ . ��
 /�+ � . 
eø C∗ � � ~ *�/&í �R���]��� + �"!�� ���!��Ê������
 � �C���Æ
y��� * ��!��%�Æ��î ¹ Ò"ã®ã÷ÝÆ� Û&Ö � Ýxê � ä�Í*Ý.ÿ���� ç Þ%���{Þ2é õ 1Z�Z�#�|�,1^óÙÝ
� ó"Ü��Üþ H ( H []4k_Ä4kbd4l6ªcejl`
ë�Sa� / �R��
�!�� /T� �C� ~ . 
 .0/ �¡� / ~ ��
 /�+ 
�!Ü
Kø /U� �C���Æ
y�?� E(2) * ��!��%�Æî ¹ Ò"ã�ã Ý� Û&Ö � Ýxê � äÙÍ�Ý.ÿ| A  ç Þ%�Z�^ó6é õ �{Þ¿ý����góS�{Ý
� ó6ßS�Üþ H ( H []4k_Ä4kbd4l6ªcejl`
ë � �����Æ
y�?� E(2) * ��!��%� ��� +i. 
e�WV !��Æ
 ����� *�. � + ��� ~ î�©0Ë�Ö�Ö
ÝÊ� Û&Ö � Ýê � äÙÍ�Ý��
� ç Þ%�Z�ÙÞ2é õ ó"ÜÙÞ��{ó&ßZ1{Ý
� óZý��Üþ H ( H []4k_"4;ba476mcejl`AëkúÊ� /ED ���Ê� ~ / ! � � í �R� .y+�/�+ ~ !%��� ~e~ ����!��Ê������
 * ��!��¿�Æî?Î�ægÍ�ÈWë6ì�æ�ÈU!Ë� ����Æ
y�?� * ��!��%�Æ��î � !����	� ~ . ��� ��� + ���,� ~ . ����
 . !�����îUV÷��!%� /�/�+�. � * ��! �YXZX[X 
eø�\5��������� - � . �Æ
 / ��%��øÆ!%! ~ . �É
eø / !�� / 
 . ��� ~ �Æø��%� . ��� õ êkX Ç êvÒ�Q�È�Í � § Õ È�Ë�É^ÖBÈÊï Õ êiÏwáCQÊÈ�Í � Ë*Ú�Í õ XuÛ6Ú$Í�Î
Û
ÔjÛ ç Þ%�Z�^Ü6é õÞ2Ü"Ü]�dÞ¿ýÙÞ"Ý
� ó��S�Üþ H ( H []4k_Ä4kbd4l6ªcejl`
ë

C∗ � � ~ *�/&í �R��� *�/ � / �R��
 /�+ í � ��� í !��?� +�/�+]/ ~ / � / �Æ
e��îÇ¨bË�ðdÝW� Û&Ö � Ýê � äÙÍ�Ý7ï õ Ç)ÒwÝÆ1 ç Þ¦�Z�^Ü"é õ �,�{Þ��ÙÜ"óÙÞ"Ý
� ó��S�Üþ H ( H []4k_Ä4kbd4l6ªcejl`
ë�^"��!������ ~ 
 . � ~ . ����
 . 9�/ �?� . 
0��� .0/ �¡
�! � �����Æ
 ��� * ��!��%�Æ��î"U�É^Ö*Ý O ÝÆ� Û&Ö � Ýï õ Ç³Ò{Ý0Þ ç Þ%�Z�"ß"é õ Þ2ó�ý��dÞ¦�,�ÙÝ



(kc B >A_ ÕCBED _ Õ Þ2ó�1

� 1ZY���þ H ( H [ç4k_"4kbd476mcejl`AëC!Ë�����Æ
 ��� /ED �Æ!�� / �Æ
 . � ~ � ���"��
 . !���î�¨)Ë�ð�Ýk� Û&Ö � Ýiê � äÙÍ�Ý;ÿ_� õ Ç³ÒwÝyß õç ó�YZY�Y^é õ �Zý�1#�?�^óSY{Ý
� 1{Þ���þ H ( H []4k_Ä4kba476mcejl`AëP!Ë�����Æ
 ��� `

az + b aC* ��!��¿�i!��=��!��Ê� ~ /ED � ~ ��� / î#U�É^Ö
Ý O Ý;� Û&Ö � Ý�ÿ
� õÇ³ÒwÝÆ� ç óSYZY{Þ2é õ �^ß{Þb�{Ü�YZ1{Ý
� 1^ó¿��þ H ( H [ç4k_"4kbd476mcejl`�ò 3ªHc?vÕ ^Ace8k_ Ô 476m¶ Ô c�ëdSa� / �R��
�!��Ú
Kø / !���� . �ù
eø / C∗ � � ~ *�/&í �R� � ��� �� / ��!����%î7¨bË*ÐmÝA� Û&Ö � Ýxê � ä�Í*Ý"�0ÿ ç Þ¦�Z�^ó"é õ 1^Ü�1#��1,ýÙÞ"Ý
� 1Z1���þ H ( H []4k_Ä4kbd4l6ªcejl`vò þ He*�Õ±Ô _E`|>Æ6ª¶ Ô c�ëf!Ë�C���Æ
y��� `

ax + b a÷* ��!��%�Æîª¨bË�ðdÝÚ� Û&Ö � Ýê � ä�Í*Ývÿ,  õ Ç³Ò"Í�Ý
ý�û � ç ó�YZY"ó"é õ ýS�,ý��?�^óS�{Ý


