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Rozdziat 1

Wstep

1.1 Cel pracy

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie konstrukcji nowych deformacji grupy afinicznych
przeksztalcen plaszczyzny zachowujacych orientacje. Grupa ta, znana pod nazwa grupy
,az + 0" jest dobrze zbadang grupa Liego podawang zwykle jako podstawowy przyktad
grupy nieunimodularnej (patrz [5]).

Teoria grup kwantowych zajmuje sie uogélnieniem pojecia grupy w duchu tak zwanej
nieprzemiennej geometrii, w ktorej przestrzenie (na przyktad lokalnie zwarte przestrzenie
topologiczne) zastepuje sie algebrami (na przyklad C*-algebrami) grajacymi role algebr
funkcji na badanych obiektach. Jednym z zadan teorii grup kwantowych jest konstruowanie
przyktadéw tychze grup kwantowych. W dalszych rozdzialach tej pracy zaprezentujemy
konstrukcje rodziny grup kwantowych numerowanej zespolonym parametrem ¢, ktoéra ze
wzgledu na pewne dodatkowe wtasnosci bedziemy mogli nazwaé¢ deformacja grupy ,,az+b".
Matematycznie precyzyjne sformutowanie tego zagadnienia postaramy sie przedstawié¢ w
nastepnych rozdziatach.

Konstrukcje takich rodzin zostaly juz przeprowadzone przez S.L. Woronowicza dla para-
metréow ¢ bedacych wybranymi pierwiastkami z jednoéci oraz dla rzeczywistych ¢ lezacych
pomiedzy 0 a 1 ([31]). W niniejszej pracy parametr deformacji bedzie liczba zespolona o
wartodci bezwzglednej Scisle mniejszej niz 1, spetniajaca pewien dodatkowy warunek. Jest
to wariant po$redni pomiedzy parametrem rzeczywistym, a pierwiastkiem z jednoéci.

We wspomnianej wyzej pracy [31] konstrukcja deformacji zostala przeprowadzona w
oparciu o pewien do$¢ skomplikowany schemat dziatania. Procedura ta zostanie w calosci
powtdrzona dla nowych wartodci parametru deformacji. Okazuje sie, ze zmiana zakresu
zmiennosSci parametru prowadzi do deformacji grupy ,,az + 0" majacych wiele cech wspol-
nych z badanymi w [31], ale rachunkowa strona zagadnienia zmienia sie w sposob bardzo
istotny. Zmiana ta pozwala glebiej zrozumie¢ wyniki S.L. Woronowicza oraz dokonaé
uproszczen w wielu dowodach.

Poniewaz nasze oznaczenia niewiele sie roéznia od stosowanych w pracy [31], wiele formut
wyglada identycznie, badZ niemal identycznie, jak w owej pracy. Ich dowody nie zawsze
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4 1 WSsTEP

daja sie jednak sprowadzi¢ do powtoérzenia znanych dowodéw dla zbadanych parametrow
deformacji. Nalezy ponadto pamieta¢, ze rozwazane funkcje specjalne sa zdefiniowane na
zbiorach zaleznych od parametru ¢, oraz, ze badane operatory spetniaja relacje komuta-
cyjne takze zalezace od tego parametru. Tym samym formuta

SR = ¢*RS,

cho¢ wyglada identycznie jak jeden ze wzoréw podanych w [31, Proposition 2.1|, dotyczy
wielkoSci o innym charakterze niz rozwazane w owej pracy. Innym przyktadem jest wzor

F,(VF, (¢*v~") = Galg'y)

wigzacy funkcje specjalne o i F, (podrozdzialty 5.3 i 5.4), ktory rozni sie tylko nieznacznie od
wzoru (1.8) z [31]. Jednak jego wyprowadzenie jest dalece bardziej skomplikowane (patrz
uzupelnienie A.1) dla nowych warto$ci parametru g.

Skonstruowana w niniejszej pracy grupa kwantowa dziala na pewnej przestrzeni kla-
sycznej. Dzialanie to jest zbadane i opisane w podrozdziale 7.6.

1.2 Uwagi bibliograficzne

Praca pos$wiecona jest teorii grup kwantowych na poziomie C*-algebr. Teoria ta czerpie
inspiracje z analizy harmonicznej, teorii algebr Hopfa i analizy funcjonalnej. Istnieje wiele
podrecznikéow i monografii traktujacych te dzialy matematyki. W pracy korzystamy z
wynikow i konwencji opisanych w [9], [1], [19], [13] i [14]. Elementy teorii algebr Hopfa i
x-algebr Hopfa sa w prosty sposob przedstawione w pracy [16]. Oprocz monografii [19] i
[13], wyniki dotyczace teorii operatoréw dzialajacych na przestrzeniach Hilberta czerpiemy
takze z prac [25] oraz [30].

W pracy bedziemy korzystaé¢ z zaawansowanych elementow teorii C*-algebr. Podstawy
tego dzialu matematyki opisane sa w dobrze znanej i obszernej monografii [8]. Réwnocze-
$nie odsytamy do prac [24] i [32] jako do doskonaltych Zrodet na temat kategorii C*-algebr.
W szczegblnoéci w pracach tych zdefiniowane sg pojecia morfizmu C*-algebr i elementu
stowarzyszonego z C*-algebrg. Definicje C*-algebry generowanej przez elementy stowarzy-
szone znajdzie czytelnik w [28]|. Elementy teorii iloczynow krzyzowych C*-algebr, z ktorych
korzystamy w rozdziale 7 pochodza z ksiazki [15] i pracy [11].

Wykorzystywane w pracy elementy teorii C*-algebraicznych grup kwantowych pochodzg
gltownie z pracy [29] (patrz takze [20]) oraz z [12]. Innymi Zrédlami wiedzy o grupach
kwantowych na poziomie C*-algebr sa prace [4] i [16].

1.3 Struktura pracy
W rozdziale 2 ustalamy podstawowe oznaczenia i konwencje notacyjne. Szczegdlng uwage

po$wiecamy gtéwnym narzedziom pracy — teorii operatorow (podrozdzial 2.2) i teorii C*-
algebr (podrozdzaial 2.3). W podrozdziale 2.4 proponujemy pewna konwencje notacyjna
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dotyczaca obiektéw rozwazanych w pracy. Dzieki niej mozliwe jest bardziej przejrzyste i
krotsze zapisywanie wynikow.

Rozdzial 3 stanowi wprowadzenie do tematyki niniejszej pracy. Przedstawiamy tam
klasyczna grupe ,,az + b’ na trzech poziomach. Poziom x-algebry Hopfa opisujemy w pod-
rozdziale 3.1. W nastepnych podrozdziatach przechodzimy na poziom przestrzeni Hilberta
i C*-algebry. Taka prezentacja wynikow dotyczacych klasycznej grupy pozwala uzasadnié¢
dalsze postepowanie w dazeniu do skonstruowania kwantowych wersji tej grupy, a ponadto
dostarcza argumentéw za tym, by otrzymane w dalszych czesciach pracy obiekty identyfi-
kowaé¢ z deformacjami klasycznej grupy ,,az + b”.

W rozdziale 4 prezentujemy znane kwantowe grupy ,az + 0’. Zaczynamy od wersji
algebraicznych, w ktorych nie naktada sie zadnych warunkéw na parametr deformacji. W
podrozdziale 4.1 prezentujemy takze wyniki dotyczace rozktadu biegunowego koodwrotno-
$ci na poziomie x-algebry Hopfa (stwierdzenie 4.1). Nastepnie w podrozdziale 4.2 pokrotce
opisujemy przyklady C*-algebraicznych kwantowych grup ,,az + 0” skonstruowane przez
S.L. Woronowicza w pracy [31]. Ponadto zamieszczamy tam uwagi dotyczace relacji po-
miedzy algebraicznymi i C*-algebraicznymi kwantowymi grupami ,,az + b’ i opisujace role
tak zwanych warunkow spektralnych.

Rozdzial 5 rozpoczyna czes¢ pracy, w ktorej przedstawiamy konstrukcje kwantowej
grupy ,az + b’. Zawiera on definicje podstawowych obiektow zaleznych od parametru
deformacji q. W podrozdziale 5.1 wyjasniamy dokladnie jakimi warto$ciami parametru
bedziemy sie zajmowaé. W kolejnych podrozdziatach 5.2, 5.3, 5.4 definiujemy i badamy
obiekty, ktore postuza do dalszej konstrukcji grupy kwantowej: grupe I, oraz funkcje ¥,
a i F,. Te ostatniag nazywamy kwantowq funkcja wyktadniczq ze wzgledu na wlasnosé
(6.33) (por. [25], [30]). Wiele wynikow dotyczacych funkcji F, ma charakter rachunkowy.
Zebralismy je w podrozdziatach 5.4.115.4.2, aich dowody przeniesliémy do uzupetnien A.11i
A.2. Ostatni podrozdzial 5.5 zawiera kilka definicji i lematow, ktore wielokrotnie pozwalaja
przettumaczy¢ niektore zagadnienia zwigzane z rozwazanym w pracy parametrem ¢ do
podobnych kwestii dla znanych parametrow deformacji.

W rozdziale 6 rozwazamy relacje komutacyjne

SR = ¢*RS, SR* = R*S,

gdzie R i S s3 normalnymi operatorami dzialajacymi na pewnej przestrzeni Hilberta, a ¢
jest opisanym wczesniej parametrem deformacji. Definiujemy dziedziny operatorowe (patrz
podrozdzial 6.2) 2 oraz 2 i wyprowadzamy wszystkie wazne dla naszych celow wlasnosci
operatoréw spetniajacych rozwazane relacje komutacyjne. W szczego6lnosci pokazujemy, ze
pary operatoréw nalezace do dziedziny 2 maja te wlasnos¢, ze ich suma jest (po domknie-
ciu) operatorem normalnym. W ostatnim podrozdziale dowodzimy, ze dziedzina Z jest
w pewnym sensie najwieksza dziedzing operatorows majaca opisane wcze$niej wlasnosci.
Rozdzial ten czerpie wiele z prac [25] i [31].

Najwazniejszy w pracy rozdzial 7 podaje konstrukcje kwantowych grup ,az + b’ dla
opisanych wyzej wartoéci parametru deformacji. Korzystamy w nim z wynikow rozdziatow
51 6. Konstrukcja przebiega w oparciu o teorie porecznych ([29]) i modularnych (|20])
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operatoréw multyplikatywnych unitarnych. Operatory takie potrzebne do konstrukcji no-
wych kwantowych grup ,,az 4+ b” definiujemy w podrozdziale 7.1. Kluczowe okazujg sie tu
wyniki dotyczace funkcji specjalnych. Aby przeprowadzié¢ dalsza konstrukcje potrzebujemy
pewnych twierdzen wiazacych rozwazane w pracy funkcje specjalne i relacje stowarzysze-
nia (patrz [24]). Twierdzenia takie byly juz znane dla innych parametréw deformacji (|31,
Sect. 5]), ale ich dowody podane w podrozdziale 7.2 s3 nowe. Wykorzystuja one pojecie
C*-algebry generowanej przez kwantowa rodzine elementéw stowarzyszonych wprowadzone
w pracy [28]. W nastepnym podrozdziale przypominamy najwazniejsze elementy teorii ilo-
czynéw krzyzowych C*-algebr. Definiujemy C*-algebre A , i dowodzimy istnienia pewnych
wyr6znionych elementéw stowarzyszonych z A.,, generujacych te C*-algebre. Wyniki te
potrzebne s3 w podrozdziale 7.4, w ktorym ostatecznie identyfikujemy wszystkie obiekty
zwigzane z kwantowa grupa ,,az + b’. Okazuje sie, ze C*-algebra A grajaca role algebry
funkcji cigglych, znikajacych w nieskonczonosci na grupie kwantowej jest izomorficzna z
opisana wczesniej A,,. W podrozdziale 7.5 powtarzamy rozumowanie z 31, Sect. 7| i wy-
kazujemy, ze grupa dwoista do kwantowej grupy ,,az + 0’ jest izomorficzna z jej grupa
przeciwng. Ostatni podrozdziat poswiecamy konstrukeji przestrzeni jednorodnej dla kwan-
towej grupy ,az + b”. Poniewaz rozwazana grupa kwantowa nie jest zwarta (innymi stowy
wspomniana wyzej algebra A nie ma jedynki), pojecie przestrzeni jednorodnej nie jest jed-
noznaczne. W naszym podejsciu podajemy konkretng C*-algebre, ktérg mozna z jednej
strony identyfikowaé¢ z przestrzenig elementéw niezmienniczych na dzialanie pewnej pod-
grupy kwantowej grupy ,,az + 0", a z drugiej strony jest ona podalgebra w A (a wlasciwie w
M (A)) taka, ze komnozenie na A daje, w obcieciu do tej podalgebry, lewe dzialanie kwan-
towej grupy ,,az+b”. Jest to sytuacja dos¢ wyjatkowa (patrz [6]) i ciekawa. Do konstrukcji
wykorzystujemy twierdzenie Landstada bedace zaawansowanym wynikiem teorii iloczynow
krzyzowych C*-algebr. Proponowana definicja przestrzeni jednorodnej jest przystosowana
do kwantowej grupy ,,az+0". Jest ona doé¢ elegancka dzieki nieznanemu wcze$niej lematowi
7.29 zasugerowanemu przez S.L. Woronowicza.

Jak juz wspomnieliSmy wyzej, w uzupelnieniach zamiesciliémy rachunki zwigzane z
funkcjami specjalnymi. Ponadto w uzupeinieniu A.3 mozna znalez¢ rysunki podstawowego
obiektu — grupy [,, na ktorej zdefiniowane sa uzywane przez nas funkcje specjalne.

1.4 Najwazniejsze wyniki

7 punktu widzenia konstrukcji nowych deformacji grupy ,,az 4+ b” najwazniejszym stwier-
dzeniem pracy jest wniosek 7.13. Moéwi on, ze skonstruowany operator multyplikatywny
unitarny jest modularny, a co za tym idzie mozemy przeprowadzi¢ konstrukcje grupy kwan-
towej w oparciu o teorie przedstawiona w [20] i [29]. Wynik ten opiera sie glownie na
rownoéciach operatorowych wyprowadzonych w rozdziale 6, a te ostatnie korzystaja z wta-
snoéci rozwazanych funkcji specjalnych. Kluczowe znaczenie majg wlasnosci analityczne
funkcji F, (twierdzenie 5.11), zwiazek funkcji F, i v (twierdzenie 5.16) oraz wzér na trans-
formate Fouriera funkcji F, (wniosek 5.22). Pozostate wyniki sa formalnie bardzo podobne
do analogicznych stwierdzenn dla innych wartosci parametru deformacji. Autor staral sie
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jednak zadbaé¢ o jak najpelniejsza prezentacje tych wynikéw. Tam gdzie to mozliwe, za-
lozenia twierdzen zostaly ostabione, a dowody dla przypadku nowych wartosci parametru
uproszczone badz zupelnie zmienione.

1.5 Podziekowania

Autor chcialby wyrazi¢ serdeczne podziekowania dla profesora S.L.. Woronowicza, ktérego
roli w przygotowaniu niniejszej pracy nie sposéb przeceni¢. Ogromng pomoc otrzymat
autor takze od dr. hab. Wiestawa Pusza i dr. hab. Jana Dereziriskiego, ktorzy zechcieli
poswieci¢ czas na wielokrotne dyskusje na tematy zwigzane z przedmiotem jego pracy.



Rozdziat 2

Podstawowe definicje 1 notacja

2.1 Uzywane oznaczenia

W pracy bedziemy stosowa¢ ogoélnie przyjete oznaczenia podstawowych obiektéw mate-
matycznych. Symbolami N, Z, Q, R i C bedziemy oznacza¢ odpowiednio zbiory liczb
naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych i zespolonych. Ponadto przyjmiemy
nastepujace oznaczenia

Z-‘r =NU {0}7

R, ={teR:t>0}.

Dla liczby zespolonej z, symbole Re z oraz Im 2 beda oznacza¢ odpowiednio cze$¢ rzeczy-
wistag i czeS¢ zespolong z. Jesli z # 0, to symbol Phase z bedzie oznacza¢ liczbe o wartosci
bezwzglednej 1 wystepujaca w rozkladzie biegunowym liczby z. Bedziemy takze traktowaé
Phase jako funkcje zdefiniowang na C \ {0} o wartosciach w S i stosowa¢ te funkcje do
operatoréw.

Bedziemy takze uzywaé tak zwanych oznaczen ,,0” i ,0”. Przypomnijmy, ze notacja ta
ttumaczy sie odpowiednio na ,rzedu mniejszego niz” i ,rzedu nie wiekszego niz”. Innymi
stowy jesli dwie zespolone funkcje f i g sg okreslone na podzbiorze £ pewnej przestrzeni
metrycznej, a p jest punktem skupienia zbioru F, to

f(z) = o(g(x)) przy = — p

0znacza
lim M =0.
w—p g(z)
Podobnie
f(z) = O(g(2)) przy = — p

oznacza, ze wyrazenie

jest ograniczone przy r — p.
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2.2 Przestrzenie Hilberta i operatory

lNloczyn skalarny dwoch wektoréw x iy z przestrzeni Hilberta H oznacza¢ bedziemy symbo-
lem (x|y). Wszystkie przestrzenie Hilberta beda osrodkowymi przestrzeniami nad cialem
liczb zespolonych, a iloczyn skalarny bedzie liniowy w drugim argumencie, a antyliniowy
w pierwszym argumencie. Osrodkowos¢ jest potrzebna, aby skorzysta¢ z twierdzen z prac
[20] i [29].

Jesli T' jest operatorem liniowym na przestrzeni Hilberta H, a x i y sa wektorami
z przestrzeni H, przy czym y nalezy do dziedziny operatora 7', to element macierzowy
operatora 1" pomiedzy wektorami = i y bedziemy zapisywaé¢ na dwa sposoby:

(z|Ty) = (z|T|y).

Dla przestrzeni Hilberta H przestrzen zespolenie sprzezong H definiujemy jako zbiér {7 :
x € H} ze struktura przestrzeni wektorowej nad C z iloczynem skalarnym dana przez

T+Yy=r+y,
T = Mz,
(|y) = (ylx)

dla wszystkich 2,y € H i\ € C. Z ta struktura H jest przestrzenia Hilberta, a odwzorowa-
nie H > x — T € H jest antyunitarne. Dla gesto zdefiniowanego i domykalnego operatora
T dziatajacego w przestrzeni H definiujemy operator transponowany 7' dzialajacy na H
w nastepujacy sposob: D (TT) = D(T*) oraz

T'7 =T*x

dlax € D(T™). Przestrzen operatoréw ograniczonych na przestrzeni Hilberta H oznaczamy
symbolem B(H). Jesli m € B(H), to m' jest operatorem ograniczonym na H takim, ze

(@|m'[7) = (ymlz)

dla wszystkich z,y € H. Odwzorowanie B(H) 3> m — m' € B(H) jest antyizomorfizmem

C*-algebr. Ktadac T = x identyfikujemy H z H. Przy takim utozsamieniu mamy m'' = m

dla wszystkich m € B(H).

Bedziemy takze uzywac tak zwanej ,,notacji numerowania nég” operatoréw dziatajacych
na iloczynach tensorowych przestrzeni Hilberta. Bedziemy ja stosowaé jedynie do opera-
torow dziatajacych na iloczynie H @ H. Jedli V jest operatorem dzialajacym w H ® H, to
operatory Vi, Vo3 i Vi3 83 operatorami dzialajacymi w H ® H ® H takimi, ze

‘/12:V®[7
‘/23:[®V7
V=l o) (Ve )Ie),

gdzie I oznacza operator identyczno$ciowy, a > operator zamieniajacy kopie przestrzeni H
w H®H:
Nroy)=you.
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Wazng role odgrywa w niniejszej pracy przestrzen funkcjonaléow liniowych na B(H)
bedacych granicami kombinacji liniowych funkcjonaléw postaci

B(H) > m+— (x|m]y) € C.

Jest to tak zwana przestrzen predualna do B(H) i oznaczamy ja symbolem B(H),. Prze-
strzen te mozna takze wyrézni¢ jako zbior funkcjonatéw na B(H) ciaglych w o-slabej
topologii. Nietrudno sprawdzi¢, ze jesli ¢ € B(H)., a m € B(H), to funkcjonalty

B(H) 31+ ¢(mr) € C,
B(H) > r+— ¢(rm) e C

takze naleza do B(H).. Funkcjonaly te bedziemy oznaczaé¢ symbolami ¢om i me odpo-
wiednio. Odwzorowania

B(H), x B(H) > (p,m) — om € B(H),,
B(H) x B(H)s > (m,p) — myp € B(H),

zadaja na B(H), strukture bimodutu nad B(H). Struktury tej bedziemy uzywaé¢ w roz-
dziale 7.

Niech a bedzie operatorem normalnym na przestrzeni Hilberta H. Woéwczas twierdzenie
spektralne mowi, ze

0 /)\dE(A),
Spa

gdzie E jest miara spektralng zwiazana z operatorem « i dla dowolnej funkcji borelowskiej
f na R mamy

ﬂ®=/ﬂMMM%
Spa

Niech x bedzie ewaluacja logiczna zdania:

X (fatsz) = 0,
X (prawda) = 1.

Teraz jesli R jest jednoargumentowy relacja zdefiniowang na zbiorze liczb rzeczywistych, to
fr(A) = x(R(X)) jest funkcja charakterystyczng zbioru A = {\ € R: R(A)} i (jesli tylko
A jest zbiorem mierzalnym) fz(a) = E(A) jest rzutem spektralnym odpowiadajacym A.
W dalszym ciagu bedziemy pisa¢ x (R(a)) zamiast fr(a):

xm@%i/MMMMMMzﬂM-
Spa

Obraz tego rzutu bedziemy oznacza¢ symbolem H (R(a)).
W ten sposob nadaliSmy sens wyrazeniom takim jak x (|a| < 2), x(a® = 1), x(a # 0)
itp. Dla przykladu H(a = 1) jest podprzestrzenia wlasna operatora a odpowiadajaca
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wartosci wlasnej 1, a x(a = 1) jest rzutem na te podprzestrzeri. Ogolnie jesli A C R jest
podzbiorem borelowskim, to H(a € A) jest podprzestrzenia spektralng odpowiadajaca A,
a x(a € A) jest odpowiednim rzutem spektralnym.

Na koniec niniejszego podrozdzialu wymienimy kilka konwencji dotyczacych operacji
algebraicznych na operatorach. Jesli R i S sa operatorami dzialajacymi na przestrzeni Hil-
berta H, to symbolem RoS bedziemy oznaczaé zlozenie operatoréow R i S. W szczegélnosci

D(RoS)={x € D(S): St € D(R)}.

Dla x € D(RoS) bedziemy pisa¢ (RoS)z = RSx. Mimo to symbol ,,RS” (bez wektora)
zarezerwujemy dla domkniecia operatora RoS (nie bedziemy stosowaé tego oznaczenia w
przypadku, gdy RoS nie jest domykalny). Podobnie sume operatorow R i S, oznaczang
R+ S, definiujemy przez

D(R+S) = D(R)N D(S).

Jedli suma R + S jest operatorem domykalnym, symbol R + S oznaczaé¢ bedzie domknie-
cie sumy operatoréow R i S (patrz uwaga 6.17). W pozostatych przypadkach domkniecie
operatora X bedziemy oznaczaé¢ X.

Ostatnim waznym pojeciem, o ktérym nalezy w tym miejscu wspomnie¢ jest istotna
dziedzina operatora. Niech T bedzie operatorem domknietym dziatajacym w przestrzeni
Hilberta H. Podzbior liniowy D C H nazwiemy istotna dziedzing dla 7', jesli D C D(T)
oraz L

T = Tlp.

W podrozdziale 6.2 podamy uogolnienie tego pojecia pochodzace z pracy [17].

2.3 (*-algebry

W pracy bedziemy bardzo czesto korzystaé z teorii C*-algebr. W szczegé6lnosci dla C*-
algebry A bedziemy rozwaza¢ algebre M(A). Jako zbior M(A) mozna identyfikowaé z
przestrzenig operatoréw liniowych a na A, dla ktorych istnieje operator liniowy a* takze
dziatajacy na A taki, ze
b ac = (a*b)*c
dla wszystkich b,c € A. M(A) jest C*-algebra z jedynka, a A zanurza sie w M(A) jako
istotny ideal. Ponadto jesli B jest C*-algebra z jedynka zawierajaca A jako istotny ideat,
to istnieje epimorfizm z M (A) na B bedacy identycznoscia na A. Kazdy element a € A wy-
znacza element M (A) dany przez mnozenie z lewej strony przez a. W rozdziale 7 bedziemy
wielokrotnie uzywaé pojecia topologii strict na M(A). Jest to topologia wyznaczona przez
rodzine péorm
M(A) 3 a— [laz|| + [[a"y|

gdzie x,y € A. Innymi slowy jest to najstabsza topologia, w ktorej dla kazdego x € A

odwzorowania
M(A) > ar— ax € A,

M(A)sar—a'ze A
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sa ciagle.
Drugim waznym pojeciem jest morfizm C*-algebr. Morfizmem z C*-algebry A do C*-
algebry B nazywamy x-homomorfizm ¢ dzialajacy z A do M (B) taki, ze zbior

p(A)B

jest gesty w B. Warunek ten (zwany warunkiem niezdegenerowania) pozwala na przedtu-
zanie ¢ do odwzorowania M(A) — M(B), a to z kolei umozliwia sktadanie morfizmow.
Zbior morfizmoéw z A do B oznaczamy Mor(A, B).

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Algebre operatoréw zwartych dziatajacych w H
oznaczamy symbolem IC(H). Zbiér Mor(A, K(H)) mozna utozsamic ze zbiorem wszystkich
niezdegenerowanych reprezentacji A w przestrzeni Hilberta H.

Oprocz elementoéw M (A) rozwazaé bedziemy tak zwane elementy stowarzyszone z C*-
algebrg A. Gesto zdefiniowany operator 7' dzialajacy na C*-algebrze A nazwiemy stowa-
rzyszonym z A, jesli istnieje z € M(A) taki, ze ||z]| < 1 oraz

< z € D(T) ) — ( istnieje a € A taki, ze )

y="Tzx x= (I —2"2)2a oraz y = za

dla wszystkich x,y € A. W takim przypadku piszemy T'n A. Kazdy element a € A
wyznacza element stowarzyszony z A dany przez mnozenie z lewej strony przez a. Okazuje
sie, ze morfizmy C*-algebr przedluzaja sie na caly zbior elementow stowarzyszonych. W
szczegdlnosci dla morfizmu 7 € Mor(A, B) i T'n A mamy «(T') n B.

Zbior elementow stowarzyszonych z C*-algebra K(H) mozna utozsamié¢ ze zbiorem
¢ (H) wszystkich domknietych operatorow dziatajacych w H. Podobnie dla niezdegenero-
wanej C*-podalgebry B C B(H), zbior elementéw stowarzyszonych z B identyfikujemy z
podzbiorem w €(H)

Przechodzimy teraz do ostatniego zagadnienia niniejszego podrozdziatu. Niech A bedzie
C*-algebrg i niech Ti,...,Tx beda elementami stowarzyszonymi z A. Powiemy, ze C*-
algebra A jest generowana przez T1,...,Tk, jesli dla dowolnych przestrzeni Hilberta H,
niezdegenerowanej C*-podalgebry B C B(H) i reprezentacji m algebry A w przestrzeni H
mamy

<7T(T1), . 1(Tx) nB) — <7r € Mor(A, B)).

W podrozdziale 7.2 wprowadzimy uogoélnienie pojecia C*-algebry generowanej przez
elementy stowarzyszone.

2.4 Wazna konwencja

W konstrukeji kwantowej grupy ,,az + b’ bedziemy uzywaé¢ parametru deformacji ¢, ktory

bedzie postaci
g=exp{(e+is) '},
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gdzie x jest liczba rzeczywista mniejsza od zera, a N jest parzysta liczba catkowita r6zna
od zera. W rachunkach i oznaczeniach bedziemy wielokrotnie uzywaé¢ indekséw przebiega-
jacych zbior {0,1,...,N — 1}, jesi N > 0 lub {N + 1, N +2,...,0}, jesli N < 0. Aby
uprosci¢ i skroci¢ zapis wszedzie uzywamy notacji dla N > 0. PrzyjeliSmy konwencje,
wedle ktorej, jesli N < 0, to symbole typu

{0,1,...,N—1}

lub

z
L

i

0

0

nalezy rozumie¢ odpowiednio jako {N + 1, N +2,...,0} i > . Taka konwencja nie
k=N+1

utrudnia zrozumienia tresci matematycznej tekstu, a pozwala unikngé pisania duzej ilosci

wzoréw w dwoch wariantach — jednego dla N > 0, a drugiego dla N < 0.



Rozdzial 3

Klasyczna grupa ,,az + 0”

3.1 Grupa i jej x-algebra Hopfa

Klasyczna grupa ,,az+0b” jest grupa afinicznych przeksztatcen plaszczyzny zespolonej C za-
chowujacych orientacje. Bedziemy te grupe oznacza¢ symbolem G¢,. Jest ona generowana
przez translacje

Coz+—2z+0beC,

gdzie b jest dowolng liczbg zespolong, oraz zespolone homotetie
Cozr—azeCC,

przy czym a € C\ {0}. G¢ jest oczywiscie grupa Liego dyfeomorficzng z rozmaitoscia
(C\ {0}) x C. W naturalnym uktadzie wspolrzednych operacja mnozenia w G, wyglada
W nastepujacy sposob:

(a,b)(a’, V") = (ad’, ab’ +b).

Powyzsza regula mnozenia sugeruje, by utozsami¢ G¢, z grupa macierzy postaci

(g ll’) , (3.1)

gdzie a € C\ {0}, a b € C. Przy tym utozsamieniu dzialanie elementu (3.1) na z € C
opisane jest mnozeniem macierzowym, pod warunkiem, ze utozsamimy z z kolumnowym

wektorem (7):

a b\ (z\ [(az+b

01 1) 1 '
Opiszemy teraz algebre o7, funkcji wielomianowych na grupie G¢,. Algebra ta generowana
jest przez dwie funkcje wspolrzednosciowe

o (‘5 ﬁ) @' e C\ {0},

fd Y ,
b: (0 1)HbE(C.

14
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Mnozenie elementoéw o7, pochodzi z (przemiennego) mnozenia funkcji na zbiorze G¢;. W
algebrze tej istnieje jedynka I, tj. funkcja tozsamosciowo rowna 1. Zauwazmy, ze element
a € g, jest odwracalny. Ponadto sprzezenie zespolone pozwala wprowadzi¢ na o7, struk-
ture x-algebry.

Operacje algebraiczne grupy G nadaja algebrze <7, dodatkowsa strukture. Mnozenie
elementéw grupy pozwala zdefiniowaé dla dowolnej funkcji f € o7, funkcje dwoch zmien-
nych

A(f)(91,92) = f(9192)-

Poniewaz mozemy utozsamié¢ przestrzenn wielomiandéw dwoch zmiennych na G, z algebra-
icznym iloczynem tensorowym .o/, ® g, otrzymujemy s-homomorfizm

A f«%l E— JZ{01 X JZ{C]-

Element neutralny e € G, wyr6znia charakter € na x-algebrze o dany przez
e(f) = [f(e).
Wreszcie operacja brania elementu odwrotnego pozwala zdefiniowa¢ odwzorowanie
K: Do — Ao

wzorem k(f)(g) = f(g~1). Jako pochodzace od przeksztalcenia zbioru G, odwzorowanie
k takze jest x-homomorfizmem.
Latwo sprawdzamy, ze na generatorach a i b zdefiniowane wyzej odwzorowania przyj-
muja nastepujace wartosci:
Aa) = a®a,
AD)=a®b+b® 1,
oraz
€(a) =1, k(a) = a1,
e(b) =0, k(b) = —a~1b.
Odwzorowania A, € i k nazywamy odpowiednio komnozeniem, kojedynka i koodwrotnoscia
lub antypodem, natomiast strukture (o, A, €, k) *-algebra Hopfa ([1]) funkcji wielomia-
nowych na grupie ,az + b”. Nietrudno sprawdzi¢, ze macierz

a b

jest koreprezentacja <7, (patrz [1]).

3.2 Poziom przestrzeni Hilberta

Lewostronnie niezmiennicza miara Haara na grupie G, jest absolutnie ciggla wzgledem
miary Lebesgue’a na (C\ {0}) x C z waga

p: (C\{0}) x C>(z1,2) — 1 eR,,

|21 [*
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tak wiec oznaczajac te miare przez hy, mamy

dx dy dz dt

/fdhL: / flx 4y, z +it) TR

Gan (R2\{(0,0)}) <2

Prawostronnie niezmienniczg miare Haara hy mozna obliczy¢ korzystajac z zaleznosci

[ram= [str)an,

Gal Gal

i wzoru na koodwrotnosé k:

(K()(z2) = fz7 —=71).

Otrzymujemy
, drdydzdt
/fth: / f(x‘i‘Zy,Z‘i‘Zt)W

Ga (R2\{(0,0)}) xR?

W szczegdlnoscei funkcja modularna grupy G, dana jest wyrazeniem

dh

d—h?(z, 2 = |z
Teraz mozemy rozwazyé przestrzei Hilberta H = L*(Gq, hy). Funkcje a i b generujace
x-algebre Hopfa o7, (patrz podrozdzial 3.1) mozemy teraz zrealizowac jako domkniete, ge-
sto zdefiniowane operatory na H, ktorych dzialanie polega na mnozeniu przez te funkcje.
Oczywiscie operatory te s3 mocno przemienne, a ich spektra sa rowne calej ptaszczyznie ze-
spolonej. Ponadto operatory te sg normalne. Dokladnie te same wlasnosci majg operatory
(a®a,a®b+b® I) dzialajace w przestrzeni H ® H. Bedziemy utozsamiaé¢ funkcje ciagte
na G, z odpowiednimi operatorami mnozenia na H i uzywaé¢ dla tych (a priori réznych)
obiektéw tych samych oznaczen.

3.3 Poziom (C*-algebry

Majac przestrzen Hilberta H = L?*(Gg, hy) mozemy przystapi¢ do konstrukeji operatora
Kaca-Takesakiego dla grupy G, (patrz [12]). Jest to operator unitarny dzialajacy w prze-
strzeni H @ H = L?(G¢, x Gg,) zdefiniowany wzorem

W i)y, 9") = flgg.d)

dla f € H® H i prawie wszystkich g, ¢ € G¢,. Operator ten ma wiele ciekawych wtasno-
ci. Przede wszystkim jest to tak zwany operator multyplikatywny unitarny (patrz [4]).
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Zawiera on cala informacje o grupie G, oraz wszystkich jej reprezentacjach unitarnych.
W szczegolnosci

{(u} ® ld)W Cw 6 B(H)*}domkniqciewnormie _ COO(GCI),
{(ld ® u})W Cw 6 B(H)*}domkniqciewnormie _ C:(GCI),

gdzie algebra C. (G ) jest (wiernie) wyreprezentowana w przestrzeni H jako opera-
tory mnozenia przez funkcje, a C!(G,) jest zredukowana C*-algebra grupowa Gg, to
znaczy C*-algebra generowang przez operatory prawej regularnej reprezentacji G na
H = L*(Gg, hg).

Operatory a i b sa stowarzyszone (patrz [24]) z C*-algebra C, (G ), a ponadto operator
a~!, ktoérego dzialanie polega na mnozeniu przez funkcje g — a(g)~! takze jest z nig sto-
warzyszony. Mozna takze udowodni¢, ze C(Gg,) jest generowana (w sensie |28, Definition
3.1]) przez a, a~! oraz b.

Podobnie jak dla algebry o7, wielomianéw na G, mozemy zdefiniowaé¢ koprodukt A,
kojedynke x i koodwrotnosé e dla C*-algebry Ac, = Coo(Ge). Tym razem sa to morfizmy
w kategorii C*-algebr zdefiniowanej w [24]. Dla dowolnego elementu f € Ag (tj. funkcji
ciaglej, znikajacej w nieskorniczonosci na G¢,) operator mnozenia przez A(f) (tj. funkcje
ciagla i ograniczona na G¢, x G¢ taka, ze A(f)(g,9') = f(gg’)) na przestrzeni Hilberta
H® H = L*(Gy x Go) wyraza si¢ wzorem

A(f) =W(f & W™, (3.2)

Korzystajac ze wzoru (3.2) mozemy obliczy¢ wartos¢ komnozenia na generatorach a i b
algebry Ag:
Aa) = a®a,
Ab)=a®@b+b® 1.
C*-algebra C,,(G¢,) opisuje topologie lokalnie zwartej przestrzeni G, natomiast mor-

fizm A zawiera informacje o strukturze grupy topologicznej na tej przestrzeni. Innymi
stowy para (Ag, A) jest C*-algebraiczna wersja lokalnie zwartej grupy Go,.
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Kwantowe grupy ,,az + 0”

4.1 Algebraiczne kwantowe grupy ,,az + 0’

Przedstawimy teraz jednoparametrowsg rodzine kwantowych deformacji algebry funkcji wie-
lomianowych na grupie ,,az+b". Parametrem deformacji bedzie liczba zespolona ¢ € C\{0}.
Rozwazmy x-algebre o7, generowana przez elementy a,a”! oraz b spelniajace nastepujace
relacje:

ata=aat=1,
a*a = aa*, b*b = bb*, (4.1)
ab = ¢*ba, ab* = b*a.

Mozemy wyposazy¢ te algebre w strukture x-algebry Hopfa ktadac

Aa) = a®a,
Ab)=a®@b+b®1

oraz
e(a) =1, k(a)=at, k(a*) = a* L,

e(b) =0, r(b)=—-a""b, w(")=—a"""b".

Koodwrotnosé « jest odwzorowaniem antymultyplikatywnym, a wiec mozemy je rozszerzy¢
na calg algebre o7,. Zauwazmy, ze w przypadku klasycznym, tj. ¢ = 1, algebra o7, = o/,
jest przemienna, a co za tym idzie antymultyplikatywnosé jest tym samym co multyplika-
tywno$¢. Ponadto x spetnia

k(k(c)") =c (4.2)

dla wszystkich ¢ € 7.
Korzystajac z powyzszych definicji tatwo obliczamy kwadrat «:
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Podobnie jak w przypadku klasycznym macierz

(gge%@®%

jest dwuwymiarowa koreprezentacja *-algebry Hopfa 7.

Aby sformutowa¢ nastepne wlasnosci algebry .27, zauwazmy, ze mimo, iz nie zdefinio-
waliSmy na niej zadnej topologii, mozemy rozwaza¢ analityczne odwzorowania C — 47,.
Powiemy, ze odwzorowanie f: C — 47, jest analityczne, jesli dla dowolnego funkcjonatu ¢
na </, funkcja z — ¢(f(z)) jest analityczna. W szczegolnosci jesli (7;).cr jest grupa auto-
morfizméw algebry o7, i potozymy f(t) = 7(c) dla pewnego c € <7, to mozemy rozwazaé
istnienie przedtuzenia analitycznego funkcji f. Jesli przedtuzenie takie istnieje, bedziemy
pisaé¢ 7,(c) zamiast f(z) dla z € C.

Stwierdzenie 4.1 ([22]) Istnieje inwolutywny *-antyautomorfizm R algebry <7, oraz jed-
noparametrowa grupa (T;)ier *-automorfizmow <, taka, ze t — 7(c) jest odwzorowaniem
analitycznym dla kazdego c € 7, oraz

Kk = RoTjs = Tj00RR.
Ponadto dla kazdego c € <7, orazt € R mamy

A(R(c)) = o(R@ R)A(c),
A(Tt<0)) = (. ®1)A(c),

gdzie przez o oznaczyliSmy odwzorowanie 2y @ Hy 3 c@d— d® c € Ay, Q@ .

DOWOD. Zaczniemy od definicji grupy (73)cgr. Niech z bedzie taka liczbg zespolona, ze
q = e*. Polozmy

(a) = a,

Tt<b> — q2itb — €2itzb. (43)

Poniewaz elementy 7;(a), 7:(a) "' i 7;(b) spelniajg te same relacje co a,a™' i b, (4.3) definiuje
automorfizmy algebry o7,. Nietrudno réwniez sprawdzié¢, ze (7):cr jest jednoparametrowa
grupa automorfizmoéw, i ze dla kazdego ¢ € o7, odwzorowanie ¢ — 7;(c) posiada analityczne
przedtuzenie na caly plaszczyzne zespolona, przy czym 71,07, = 7, dla wszystkich
2,7 € C. Ponadto mamy

A(n(e)) = (7 & 7)A() (4.4

dla wszystkich t € R.

Zanim zdefiniujemy R zauwazmy, ze dla dowolnego 1" € R odwzorowanie 7,7 jest homo-
morfizmem algebry o7, w siebie, ale 7,7(¢*) = 7_;r(c)*, tj. 7, nie jest *-homomorfizmem.
Niech R = koT7_;j;. Poniewaz  jest odwzorowaniem antymultyplikatywnym, a 7_;/, jest
homomorfizmem, R jest antyhomomorfizmem o7, — 7,. Wiadomo ([1]), ze  jest antyko-
multyplikatywne, tj.
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dla wszystkich ¢ € <7, a wiec na mocy (4.4), R takze jest antykomultyplikatywne.
Zbadajmy zachowanie R wzgledem inwolucji na 7. Mamy 7,0k = ko, dla wszystkich
t € R, a wigc z analitycznosci wynika, ze 7_; 0k = KoT_;/5. W szczeg6lnosci

R = (koT_ip2) ' = (7_ijp0k) ' =k 'oTip

(koodwrotnosé¢ x-algebry Hopfa jest zawsze odwracalna ([16])). Rachunek

R(c") = K(T,i/g(c*)) = /1(7'@-/2(0)*) = /fl(np(c))*,
(por. (4.2)) pokazuje, ze
R(c*) = R '(e)* (4.5)

dla wszystkich c € «7,. Dalej policzmy

R*(a) = r*(7i(a)) = £*(a) =

RB) = w2 (5) = () = Pt = b
Widzimy zatem, ze R* = id, lub innymi stowy R = R™!, co w zestawieniu z (4.5) mowi
nam, ze R jest inwolutywnym *-antyhomomorfizmem. Q.E.D.

Rozklad koodwrotnoéci k = RoT;/, nazywany jest rozktadem biegunowym. Grupa
(7¢)ier nosi nazwe grupy skalujgcej, a antyautomorfizm R nazywamy unitarnym antypodem.
Obiekty te zwiazane sa zazwyczaj z C*-algebraicznymi grupami kwantowymi ([29], [12]),
ale w przypadku kwantowych grup ,az + b’ istnieja juz na poziomie x-algebry Hopfa.
Mozemy obliczyé warto$ci R na generatorach algebry .27

R(a) = k(a) = a1,
R(b) = k(7—ij2(b)) = gr(b) = —qa™'b,

oraz

R(b*) = —qa=1"b".

Na poziomie C*-algebr bedziemy stosowa¢ zapis ¢ zamiast R(c).
Rozwazmy algebre %, generowana przez elementy ¢, ¢! i d spelniajace relacje:

cle=cct =1,
cc=cct, d*d=dd*,
cd = g %de, cd* = d'c,
czyli relacje (4.1) dla ¢~ w miejsce ¢. Innymi stowy %, = o7,-1. Oznacza to w szczeg6lno-
Sci, ze %, ma strukture x-algebry Hopfa. Ponadto nietrudno sprawdzi¢, ze odwzorowanie

B, > c—at e,
By dvr— a b e o
jest k-izomorfizmem algebr oraz antyizomorfizmem koalgebr. Tym samym badanie kwan-

towych grup ,,az + 0" dla parametrow ¢ € C sprowadza sie do badania przypadkéw, gdy
gl < 1.
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4.2 Przyklady S.L. Woronowicza

W pracy [31] S.L. Woronowicz przeprowadzil konstrukcje dwoch kwantowych deformacji
grupy ,,az + b” na poziomie C*-algebry. W opisanych tam przyktadach dla pewnych szcze-
g6lnych wartosci parametru ¢ skonstruowana zostata C*-algebra A wyposazona w komno-
zenie bedace morfizmem A z A do AR A. Algebra A jest generowana przez stowarzyszone z
nig (patrz [28]) nieograniczone elementy a,a™! oraz b spelniajace relacje odpowiadajace al-
gebraicznym relacjom (4.1) uzupelnione o tak zwany warunek spektralny. W zastosowaniu
do owych wyréznionych elementéw, komnozenie dziata tak jak w przypadku generatorow
«-algebry Hopfa <7, (tj. wyraza sie tymi samymi wzorami):

Aa) = a®a,
Ab)=a®@b+b®1,

przy czym w drugim wzorze nalezy wzia¢ domkniecie sumy operatorow.

Konstrukcje przyktadéow S.L. Woronowicza przeprowadzone sg w oparciu o teorie po-
recznych operatoréw multyplikatywnych unitarnych rozwinieta w pracy [29]. Operator taki
dostarcza informacji nie tylko o samej grupie kwantowej rozumianej jako para (A, A), ale
takze o koodwrotnosci x, bedacej w tym przypadku gesto zdefiniowanym i domknietym
operatorem na przestrzeni Banacha A, oraz jej rozkladzie biegunowym.

Szczegblne wartosci parametrow, dla ktorych skonstruowano kwantowe grupy ,,az + 0’
zwigzane sg $ciSle z wspomnianymi wyzej warunkami spektralnymi. Gléwna cze$é pracy
[31] jest poswiecona badaniu sytuacji, gdy

2mi
q = e N Y
gdzie N jest liczbg parzysta i N > 6. Warunek spektralny naktadany na generatory algebry
A mowi, ze spektra tych elementéw maja by¢ zawarte w domknieciu zbioru

N-1

U ¢"R, c C.

k=0

Wyjatkowa cecha tego warunku jest to, ze moze on by¢ wyrazony algebraicznie, przez
. . N ., N . . . .
zadanie, aby elementy a2 i bz byly samosprzezone. Na poziomie x-algebry Hopfa prowadzi
to do ilorazu algebry o7, ktory takze okazuje sie by¢ x-algebra Hopfa. Najwazniejsza jednak
czeScig pracy [31] jest konstrukcja C*-algebraicznej wersji tej grupy kwantowe;.

Druga deformacja grupy ,,az + b” analizowana w [31] jest przypadek, gdy ¢ jest liczba
rzeczywista wiekszg od 0 i mniejszg niz 1. Odpowiadajacy mu warunek spektralny mowi,
ze spektra elementow a i b maja by¢ zawarte w domknieciu zbioru

{z€C:|z| € ¢*}.

Warunek ten byt juz wcze$niej znany w literaturze na temat grup kwantowych ([26], [25],
[3]). Warunek ten nie jest algebraiczny, a co za tym idzie C*-algebra A nie odpowiada



22 4 KWANTOWE GRUPY ,,az + b’

ilorazowi *-algebry Hopfa <7,. Jest to jednak wdzieczny przyklad C*-algebraicznej grupy
kwantowe;j.

Warto réwniez wspomnieé¢ o tym, ze warunki spektralne moga mie¢ wpltyw na algebra-
iczne wtasnosci C*-algebry A, nawet jesli ich natura jest czysto analityczna. Przykladem
takiej sytuacji moze by¢ fakt, ze podczas gdy na algebrze <7, grupa skalujaca (7;)icr nie
jest wyznaczona jednoznacznie (niejednoznacznos$é pochodzi od wieloznacznosci wyboru z
takiego, ze ¢ = €*), w przypadku 0 < ¢ < 1, warunek spektralny wyklucza mozliwos¢ skalo-
wania generatoré6w o dowolng liczbe dodatniag. Okazuje sie, ze na odpowiedniej C*-algebrze
istnieje jednak grupa skalujgca i jest ona wyznaczona jednoznacznie przez warunki opisane
w stwierdzeniu 4.1.

Kolejne przyktady C*-algebraicznych kwantowych grup ,az + b’ rozwazane beda w
rozdziale 7 niniejszej pracy. Rozwazane parametry beda liczbami zespolonymi o wartosci
bezwzglednej $cisle mniejszej od 1, spelniajacymi pewne dodatkowe warunki. Okazuje sie,
ze konstrukcja kwantowej grupy ,,az + 0”, przejawia zaréwno cechy podobne do sytuacji
pierwiastka z jedynki, jak i liczby rzeczywistej.



Rozdziat 5

Funkcje specjalne

5.1 Parametr Deformacji

Wszystkie obiekty, ktérymi bedziemy zajmowa¢ sie w rozdziatach 5, 6 1 7 beda zaleze¢ od
parametru ¢, ktéry bedziemy nazywaé parametrem deformacji.
Parametr ¢ bedzie niezerowsg liczba zespolong taka, ze |¢| < 11 Imgq # 0. Mozemy
zapisaé
g=c",
gdzie pjest liczba zespolong o Scisle ujemnej czesci rzeczywiste] i niezerowej czesci urojone;j.
W ten sposob ujednoznaczniliémy zespolone potegi parametru ¢: od teraz

ol
dla wszystkich z € C.
W dalszych podrozdziatach bedziemy naktada¢ na p dodatkowy warunek: bedziemy
zakladaé, ze czes$¢ urojona p nalezy do zbioru

{%:NEQZ\{O}}.

Przy takim p parametr ¢ nalezy do zbioru, ktoérego czes¢ przedstawiono na rysunku 5.1.

5.2 Grupa [

Niech ¢ = exp{p~'} bedzie parametrem deformacji takim, ze |¢| < 1 and Imgq # 0.
Symbolem T, oznaczaé¢ bedziemy multyplikatywna podgrupe C\ {0} generowana przez q i
{¢" : t € R}:

I,={¢"¢":n€Z teR}. (5.1)

Grupa I, zawiera jednoparametrowa podgrupe I,, = {¢" : t € R}. Jako podzbiér C,
podgrupa I, , jest spiralg logarytmiczng.

23
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Rysunek 5.1: Dopuszczalne
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Lemat 5.1 Niech z = €'’ bedzie niezerowq liczbg zespolong. Wowczas
rRep!
ZF 0 — exp{ <Q0 + W) }Fq,O'

1

DowoOD. Obliczmy
zqit _ ereicpe—tlmp_leitRep_
— er—tim p*lez‘(¢+t Rep~ 1)
= exp { <ﬁ — t) Imp~ 1} exp {z [gp + <t Imp_l) Rep~! + rliepp:ll} }
_exp{ <g0+ rf‘n‘iz 1)}6_(t TP 1)Imp 1ei(t W)Rep&

= exp {i o+ gt ) ol i),

Poniewaz dla ustalonej liczby 7 € R odwzorowanie

T,02¢" ¢ eT,,

jest bijekcja widzimy, ze z[, , powstaje z I, , przez obrot o kat ¢ + Tlgep”__ll. Q.E.D.

Whniosek 5.2 Mamy , .
qu,o _ e—z(lmp) Fq,o- (52)

DowOD. Korzystamy z lematu 5.1. Mamy ¢ = eR¢P ™ ¢/~ wiec

R —1\2 I —1)\2 R —1)\2
qu:exp{i (Imp‘l—%w)}l“qﬁ:exp{i(mp ) +(lep )}Fq’o

Imp Imp~

lub inaczej

~112
quO—eXp{z’ P ‘I}qu
Imp~
Wzér (5.2) wynika teraz z tozsamosci
2P -
dla wszystkich z € C\ R. Q.E.D.

Zdefiniowana na poczatku niniejszego podrozdziatu grupa I, jest lokalnie zwarta grupa
abelowg, jesli wyposazymy ja w topologie odziedziczong z C. Mozna zatem rozwazaé
grupe dualng do I, w sensie Pontriagina. Przypomnijmy, ze lokalnie zwarta grupe abelowa
G nazywamy samodualng, jesli jest izomorficzna z grupa dualng G.

Stwierdzenie 5.3 Grupa T, jest samodualna wtedy i tylko wtedy, gdy Tm p € 771Q.
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DOwOD. Zestawiajac wzor (5.1) z faktem, iz T, jest podgrupa w I, widzimy, ze

I, = U qqu,o-

keZ

Na mocy wniosku 5.2 zbiér ten ma skoriczong liczbe spojnych sktadowych wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba (Im p)~! jest wspotmierna z 7. Jest jasne, ze w takim wypadku T,
jest izomorficzna z R (wtedy i tylko wtedy, gdy Im p = (2k7)~!, dla pewnego k € Z)
albo z Zy X R, gdzie N jest liczba spdjnych sktadowych I,. Oczywidcie obie te grupy sa
samodualne.

Jesli (Im p)~! nie jest wspotmierna z , to I, ma nieskoriczenie wiele spojnych sktado-
wych i w konsekwencji jest izomorficzna z Z x R. Jak wiadomo, ta ostatnia grupa nie jest
samodualna. Q.E.D.

Elementy v € T, mozna przedstawia¢ w postaci v = ¢"¢". Jesli jednak Im p € 7 1Q,
przedstawienie to nie jest jednoznaczne. Mimo to owa niejednoznaczno$¢ mozna kontrolo-
waé. Przypu$émy, ze I, ma N skladowych. Oznacza to, ze ¢~ € T, tzn.

dla pewnego t € R. Rozwiazuja powyzsze réwnanie wzgledem ¢ otrzymujemy

1

Rep~ Rep

Imp-1! Im p

Widzimy zatem, ze

qnqit _ anqui(thf:Z) (54)

dla wszystkich n € Z it € R.

W uzupelnieniu A.3 przedstawiliémy rysunki zbioru I, dla r6znych wartosci parametru
q.

Jako lokalnie zwarta grupa abelowa I, posiada obustronnie niezmiennicza miare Haara
wyznaczong jednoznacznie z doktadnosciag do dodatniego czynnika normujacego. Przyj-
mijmy

N-1 T

/ Fo)dh() =3 / F(dq) dt (5.5)
I, k=0

— 00

gdzie N jest liczbg sktadowych I, (gdy I, ma nieskoriczenie wiele sktadowych nalezy oczy-
wiscie zastapi¢ N — 1 w powyzszych wzorach przez co).
Na koniec niniejszego podrozdzialu zajmiemy sie funkcja

I,2y—7v€eC. (5.6)

Stwierdzenie 5.4 Ustalmy spdjng sktadowq ¢"T,, grupy T,. Funkcja (5.6) obcieta do tej
sktadowej rozszerza sie do funkcji holomorficznej na otoczeniu ¢"T,, w C\ {0}.
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DowOD. Niech

Mamy

n it

Niech v = ¢"¢" € ¢"I,,. Woéwczas

q2n,}/p — q2ananit — qanit — 7
Funkcja v +— ¢%"? jest oczywiscie holomorficzna wszedzie tam gdzie okreslona jest holo-
morficzna galaz logarytmu. Q.E.D.

Stwierdzenie 5.4 wprowadza nas w zagadnienia, ktérym po$wiecona bedzie wieksza czesé
niniejszego rozdziatu. Aby unikngé rozszerzania funkcji zdefiniowanych na T, na obszary
o skomplikowanym opisie algebraicznym, bedziemy stosowaé przeksztalcenie z — logz
(patrz podrozdziat 5.4).

5.3 Bicharakter i funkcja «

W tym podrozdziale bedziemy zakladaé, ze grupa I, jest samodualna. Ponadto bedziemy
wymagaé, aby Imp = &, gdzie N € 27\ {0}. W szczegdlnosci I, ma |N| spojnych
sktadowych. Zatozenie to bedzie szczegdlnie istotne w rozdziatach 6 i 7.

Na kazdej lokalnie zwartej, abelowej grupie G takiej, dla ktorej istnieje homomorfizm
¢ w grupe dualng G mozemy zdefiniowa¢ bicharakter, tj. funkcje dwoch zmiennych na G o
warto$ciach w S' bedaca homomorfizmem ze wzgledu na kazda zmienng z osobna. Funkcja
ta dana jest przez

GxG>(g,9)— (9.0(g)) € S".

W ponizszym twierdzeniu zdefiniujemy pewien bicharakter na samodualnej grupie T,.

Twierdzenie 5.5 Niech Imp = %, gdzie N € 27\ {0}. Wowczas istnieje ciggta funkcja
x: T, x T, — St bedgca symetrycznym i niezdegenerowanym bicharakterem na T,, tzn.

X)) =x(7),
XY Ix(r ") = x (v, ") (5.7)

dla wszystkich v,~'y" € T, oraz

( x(v,7) =1 dla ) . (7 _ 1), (5.8)

wszystkich v € T,
Funkcja ta jest wyznaczona jednoznacznie przez warunks:

x(7,q) = Phase~,
x(v,q") = |y|*
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dla wszystkich v € T, i t € R. Ponadto istnieje ciggta funkcja o: T, — S* taka, ze dla
dowolnych v,~' € T,

: a(yy)
xX\7) = . 5.10
0= e 10
Funkcja o ma takze te wtasnosé, ze
a(y)=a (™) (5.11)

dla wszystkich v € T,.

DowOD. Kazdy element v € T, jest postaci v = ¢"¢", jest zatem jasne, ze réwnania (5.9)
wyznaczaja symetryczny bicharakter na I, jednoznacznie. Wystarczy wiec poda¢ wzoér na
X 1 sprawdzié, ze spelnione sg wszystkie wymagane warunki.

Niech v = ¢"¢"* i v/ = ¢" ¢"". Zdefiniujmy
X(,y’,y/) =X <qnqit7 qn’qit’) _ ei(nn’ftt’)lmp’lei(nt’Jrn’t)Rep*l. (512)
Pierwsza rzecza, ktora nalezy sprawdzi¢ jest czy réwnanie (5.12) okresla funkcje na T,

n it n' it

tzn. czy prawa strona (5.12) nie zalezy od przedstawien v = ¢"¢", v/ = ¢" ¢"" . Mamy
X <q(”+N giliVEg), q"'q”’> = Ax (q”q”, q”’(J”’) :
gdzie czynnik A mozemy obliczy¢ korzystajac z tozsamosci (5.3) i zatozenia o Im p:
A\ = exp {z [(Nn’ + t’N%) Imp~!+ (Nt’ — n’N%) Rep_l] }

— exp {z [(Nn _ t'NReP’1> Imp~' + (Nt’ n n/N}’;ggj) Rep‘l} }

Imp—1

= exp {z [Nn’ Imp~! + Nn’i(Repfl)Q} }

Imp—1
= exp {iNn/(Imp)~'} = e¥?™ = 1.

Dzieki oczywistej symetrii prawej strony (5.12) wzgledem zamiany (n,t) i (n/,t') widzimy,
ze wzor ten definiuje symetryczng funkcje y na I,. Sprawdzimy warunki (5.9). Mamy

1

' Rep™ _ Phage (qn/qit,>

oraz '
n' it i

n at' it\ _  —itt'Imp~ ! in'tRep~ 1 __
x(qq,q)—e P e P =1q"q

Dalej piszac 7" = ¢"" ¢"*" sprawdzamy, ze

X () x (") = x (¢"q", ¢ ") x ("¢ ¢ ¢"")
— ei(nn’—tt’)Im p ! ei(nt’—l—n/t)Re p !

% ei(nn"—tt”)lm pt ei(nt”—l—n"t)Re p~ !

_ ei[n(n’+n”)7t(t’+t”)}1m p~! ei[n(t/th”)Jr(n/Jrn”)t]Re p~!

_ (qn’ qit7 qn’+n”qi(t/+t”)) =y (% 7'7”) 7
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co pokazuje, ze x spelnia warunki (5.7).

Aby sprawdzi¢ warunek (5.8) pokazemy, ze dla kazdego v € T, takiego, ze v # 1 istnieje
element 7/ € T, taki, ze x(v,7') # 1. Istotnie: niech v # 1. Woéwczas Phasey # 1 lub
|v] # 1. W pierwszym przypadku wystarczy polozyé¢ 7/ = ¢, a w drugim 7/ = ¢* dla
t & (log |y|)™'27Z. Z (5.9) wynika, ze x(7,7) # 1.

Do zakonczenia dowodu musimy jeszcze zdefiniowaé¢ funkcje . Niech

A ; iy - t)?
a(,y) . (qnqzt) _ 6§(n2_t2)1mp 1emtRep 1 = exp {zlm%} (513)

Podobnie jak w przypadku definicji funkcji x prawa strona (5.13) nie zalezy od przedsta-
wienia 7 = ¢"¢". Wlasnosci (5.10) i (5.11) wynikaja bezposrednio z podanego wzoru na
funkcje a. Q.E.D.

Uwaga 5.6 Traktujac S' jako trywialny I'-modul mozemy uwazaé¢ funkcje I,” — S' za
kotaricuchy na T, o warto$ciach w S* ([2]). Zauwazmy, ze

(dx) (71572, 73) = X (Y2 v3)X (172, ¥3) T x (715 72 73) X (Y1, 72) T

= x(72, ¥3)x (71, 73) " X (2, ¥3) T Ix (v, v2) X (715 v3) X (1, 2)
=1,

1

a wiec x jest 2-kocyklem. Roéwnanie (5.10) mowi, ze x = (da)~!. Widaé stad, ze nie

mozna liczy¢ na jedynosé funkcji . Mimo, iz w wielu miejscach bedziemy korzystaé¢ tylko
z whasnosci (5.10) funkcji o, w dalszych czeSciach pracy bedziemy uzywaé postaci funkcji
a danej wzorem (5.13).

Uwaga 5.7 Prawa strona wzoru (5.12) jest konsekwencja warunkéw (5.9). Z dowodu
twierdzenia 5.5 wida¢ zatem, ze bicharakter o zadanych wtasno$ciach istnieje na I, wtedy
i tylko wtedy, gdy Im p = £, gdzie N € 27\ {0}.

5.4 Funkcja F,

W niniejszym podrozdziale bedziemy bada¢ funkcje specjalng F,. Funkcja ta okreslona jest
na domknieciu I', w C, ktore bedziemy oznaczaé

T,=T,u{o0}.

Dlayel,,v#—1,—q 2 —q¢*,... zdefiniujmy

[e o]

1+ ¢*y
F,(y) =] — (5.14)
g L™y



30 5 FUNKCJE SPECJALNE

Uwaga 5.8 Punkty {—¢ % : k € Z,} naleza do I, wtedy i tylko wtedy, gdy grupa ta
jest samodualna (tj. liczba spojnych sktadowych jest skoriczona) i liczba sktadowych jest
parzysta. Istotnie: punkt —1 nalezy do I, wtedy i tylko wtedy, gdy po pewnej liczbie
obrotow o kat — (Im p)_1 spirala logarytmiczna I, , obrdci sie o kat m. Oczywiscie oznacza
to, ze spirali postaci

q'T,,

jest skoniczenie wiele i liczba ich jest parzysta. Z drugiej strony, jesli grupa I', ma skonczenie
wiele sktadowych i liczba tych sktadowych jest parzysta, to punkt —1 musi do jednej z tych
sktadowych naleze¢. Poniewaz q € I, z definicji grupy I',, mamy

({—q_% keli}C Fq) = (—1 . Fq).

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy zalozenie, ze punkty {—q 2 : k € Z, } sg ele-
mentami [,. Jesli tak nie jest, rozumowania dotyczace nadawania funkcji F, wartoSci w
tych punktach nalezy pominag¢.

Stwierdzenie 5.9 Iloczyn nieskoriczony (5.14) jest niemal jednostajnie zbiezny na I, \
{—q % : k € Z,}. Funkcja F, rozszerza sie do funkcji ciggtej T, — S*. Po rozszerzeniu
F,(0) =1 oraz

(L+E,(7) = L +T)E(¢*) (5.15)
dla wszystkich v € T,.

DowODp. lloczyn nieskoniczony

[e o]

IT @+ %) (5.16)

k=0
jest zbiezny dla dowolnego v € C i zbiezno$¢ ta jest niemal jednostajna na C. Mamy

oczywiscie
I1 (1 + q%’y)
F,(7) = &2

o0

;Eo (1+ q*)

dlay €T, \ {—¢ % :k € Z,}. Niemal jednostajna zbieznoéé¢ iloczynu (5.16) pokazuje, ze

limF,(y) = 1. (5.17)

y—0

Jedli v € T, zbiega do —¢ 2" dla pewnego n € Z,, to mozemy przyjac, ze v = —q "¢

i rozwazac¢ t — 0. W tej sytuacji

n—1 o

L+¢*y 1+¢*y
IE‘<’V):1_[ 2hn, 2y
i L@ty T+g™y

ﬁ 1+ g%y
2k
k=n-+1 1 + ey
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1 mamy

Lo ltey 17" —p

lim T oo = l1im i = —.

y——g=2n 1 +¢*"y =0 1 —q p
Widzimy zatem, ze
—p =21 2k
Iy [ES (5.18)
- P Lt g%y
k#n

W swietle (5.17) i (5.18), widzimy, ze F, rozszerza sie do funkcji cigglej T, — S*.
Wzor (5.15) wynika wprost z definicji funkcji F,. Istotnie: na mocy (5.14) mamy dla
dowolnego vy € T,\ {—¢ * : k€ Z,}

1+

_1+7E@%) (5.19)

F, ()

Mnozac obie strony tego wzoru przez 1 + ~ i korzystajac z ciagtosci obu stron wzgledem
zmiennej v otrzymujemy (5.15) dla wszystkich v € T,. Q.E.D.

Uwaga 5.10 Jest jasne, ze wzor (5.19) obowigzuje dla wszystkich v € T,\{—1}. Jedli —1 €
I, (a takim przypadkiem bedziemy sie zajmowaé¢ w dalszych rozdzialach), przechodzac do
granicy v — —1 w (5.19) otrzymujemy wzor

(—1) = %pm—q?), (5.20)

F,
ktory bedzie p6zniej uzyteczny.

7Z kazdg funkcja f: I, — C i punktem v € T, mozemy zwigza¢ funkcje zmiennej rze-
czywistej f[y] wzorem

)= fla™).

W dalszych rozwazaniach wiele uwagi poswiecimy badaniu przedtuzer analitycznych tego
typu funkcji.

Twierdzenie 5.11 1. Dla dowolnego v € T, funkcja F,[y] ma przedtuzenie meromorficzne
na calq ptaszczyzne zespolong.

2. Przedtuzenie to jest holomorficzne w dolnej potptaszczyinie wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Imp = 3%, gdzie N € 27\ {0}.

3. Jesli spetniony jest warunek z punktu 2., to zachodzi wzor

F[g7] (=)= (L + E[](0)= (1 +7)E (7). (5.21)
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Dowop. Ad 1. Niech v = ¢"¢"". Przyjmijmy oznaczenia

A(t):ﬁ<1+exp{2k+n—ﬁi(t+r)})’

k=0
o . (5.22)
B(t) = H <1+exp{2k+n+z(t+r)}) |
k=0 p
gdzie t € C. Mozemy teraz zapisaé F, [y] (¢) jako iloraz
_ A
F,[v] ()= B (5.23)

Funkcje A i B maja oczywiscie przedtuzenie holomorficzne na calty ptaszczyzne C. Ponadto
wszystkie zera funkcji B sa zerami pierwszego rzedu. Oznacza to, ze (5.23) definiuje funkcje
meromorficzng od ¢t € C.

Ad 2. Zera funkcji A tworzg zbior

2Z+1)mp —i(2Z4 +n) —, (5.24)
natomiast zera funkcji B tworza zbioér
Z+1V)mp+i(2Zy +n)—r. (5.25)

Przypusémy, ze Im p = %, gdzie N € 27\ {0}. Niech z = (2p+ 1)mp+i(2l+n) —r bedzie
zerem funkcji B takim, ze Im z < 0. Zauwazmy, ze

p=p+p—-p=p+2lmp=p+i¥

Mamy zatem

2= 2p+1)mp+i2l+n) —r
=2p+Drp+i2p+1)N+i(2l+n) —r
=@2p+Drp+i((2p+ 1N +2l+n)) —r
=2p+1)rp+i(2pN+N+20+2n—n) —r
=2+ Dmp+i2[pN+ 5 +14+n]—n)—r
=2p+Drp—i(2[-pN =5 —l—n]+n) -7

Liczba — [pN 4+ & 4 1 4+ n| jest catkowita i dodatnia, gdyz
2

0>Imz=2p+1)rImp+20+n
=(2p+ D1 +20+n
N
=pN+ 5 +2l+n
= [pN+ T +1+n] +1,
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a wiec
—[pN+ S +1+n] >1€Z,.

Oznacza to, ze z jest zerem funkcji A. Poniewaz wszystkie zera funkcji A i B sa pierwszego
rzedu, widzimy, ze osobliwosci F,[v] lezace w dolnej polplaszczyznie sa usuwalne.
Z drugiej strony, przypus$émy, ze lezace w dolnej polptaszczyznie zero funkcji B

z=7mp—i(2h+n)—r (5.26)
jest rownoczesnie zerem funkcji A, tzn.

z=mp+i(2ly+n)—r. (5.27)
Przyrownujac czesci urojone (5.26) i (5.27) otrzymujemy

. 2([1 —|—l2—|—n)

I ="
ne 27
Ad 3. Przyjmijmy oznaczenia
~ = 2 1—i(t
i) :H <1+exp{ k+n+_ i( —|—r)}) |
k=0 p
~ o 2k 1+i(t
B(t):H<1+exp{ +n+ +Z(+r)})
k=0 p
(to nie sg te same funkcje co w (5.22)). Wtedy
A(t)
Fq t - = .
[7] (t) )
Ponadto
. oo 2 oo
A(—z):H(1+exp{ k—i_IH_ZT} :H(1+q2k7)’
k=0 p k=0
~ ~ 2k+1)+n+ar =
B(—z):H<1+exp{ ( ) }):H(1+q2k7),
k=0 p k=1
co pokazuje, ze
Il (1 +q*y i
. + g%y
F,[qy] (—i) = =2 = (1+ )H1+ 7 = (L +)F, ()
[T (1 +¢*) ko T
k=1

Q.E.D.
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Stwierdzenie 5.12 Dla kazdego ¢ > 0, v € T, i dowolnego M > 0 istnieje R > 0 takie,
ze dla wszystkich T € R takich, ze |7| < M i dla wszystkich t > R mamy

F,[7] (~Im (p) t —iT)— 1] <e.

DowOD. Zauwazmy, ze dla rzeczywistego ¢ mamy

e 0
t—Im(p)oco

oraz
it 0
i——Tm(p)oo

7 dowodu stwierdzenia 5.9 wiemy, ze funkcja
(07

T (1+ )

—18

k
w ——

8|4

jest ciaglta w otoczeniu 0 i dazy do 1 dla w — 0. Jest rowniez jasne, ze dla ustalonego
v €T,, M >0 oraz 7 takich, ze |7| < M mamy

i(t—it) O,

t——Im(p)oo

7q

jako ze |’yqi(t_”)| = e_tlmpileTRep_1|

Stad wniosek, ze

ok

F,

q

M (=T (p) ¢ —ir) — 1

jednostajnie dla || < M, co chcielismy wykazaé. Q.E.D.

Proste zastosowanie wzoréow (5.15) i (5.21) daje nam

Whiosek 5.13 Dla dowolnego v € T, mamy

IFq [_Q'Y] (_2) = (1 - V)Fq (_QQ’Y)' (528)

Uwaga 5.14 Niech Imp = 2°, gdzie N € 2Z \ {0}. Wéwezas dla dowolnego v € T,
holomorficzna w dolnej potplaszczyznie funkcja F,[v| nie ma zer w pasku

{zeC:—-1<Imz <0}

Wynika to natychmiast ze wzoru (5.24), ktory w szczeg6lnosci mowi, ze czesci urojone zer
funkcji F,[v] sa liczbami catkowitymi.

Zauwazmy takze, ze dla dowolnego ¢ € R oraz ¢ > 0 mamy F,[y] (¢t — ic) = F,[¢"7] (—ic).
Istotnie: dla s € R zachodzi

F,[v] (t + s)=F,[¢"] (s),
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a co za tym idzie, mamy takze réowno$¢ dla s w dolnej poélplaszczyznie. Wynika stad,
ze funkcja T[] posiada co najwyzej jedno zero na prostej {t — i : t € R}. Istnieje ono
wtedy i tylko wtedy, gdy v € q%“l“q,o. Whioskujemy o tym ze wzoru (5.21), ktéry mozemy
przepisa¢ jako

F,0 (t—i)= (1 +q" ¢ F, (¢ "¢"y). (5.29)

Podobnie wzor (5.28) mozna zapisa¢ ogolniej jako

F,[—q7] (t — i) = (1 — ¢")F,(—¢*¢") = (1 — ¢")F, [—¢*7] (t) (5.30)
dla v € T,

Mozliwa jest oczywiscie dokladniejsza analiza zer funkcji F,[y]: z dowodu punktu 2.
twierdzenia 5.11 widzimy, ze zera funkcji B (patrz (5.23), (5.24), (5.25)), ktore leza w dolnej
polplaszczyznie skracaja sie z zerami funkcji A. Poniewaz wszystkie zera sa pierwszego
rzedu, jedynymi zerami funkcji T, [y] (w dolnej polplaszczyznie) sa te elementy zbioru
(5.24), ktore nie sa elementami zbioru (5.25). Oznacza to, ze wszystkie zera funkcji F, [v]
(w dolnej polplaszczyznie) leza ponizej prostej

Rp + (—r + ni),

gdzie v = ¢"¢"". Dla pewnego, konkretnego v wyznaczymy te prosta w nastepujacym
przyktadzie:

Przyklad 5.15 Niech k € Z i niech v = —¢**2. Zapiszmy ~ w postaci ¢"¢"". W naszym
przypadku mamy

N .
_ 5 +k+2 ir
=492,
gdzie ry wyznaczamy z rOwnania
—rolmp*1 iro N -1 —ﬂRep*1
e = ‘q ‘ =1q2 = 2 ,
czyli
NRep~! N Rep
To = = —mRep

- 2Imp!' 2Imp
Dla takiego 7 wszystkie zera funkcji F,[v] leza ponizej proste;

Rp+ (tRep +i(§ +k+2)) =Rp+i(k+2).

5.4.1 Formula wiazaca funkcje F, i o

Odtad bedziemy stale zakladac¢, ze Im p = %, gdzie N € 27\ {0}.
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Twierdzenie 5.16 Dla dowolnego v € I, zachodzi wzor

F,(VF,(>77") = Galg'y), (5.31)

gdzie

[e o]

-1
C, = Phase (qé H (1 + q2k)4> )

k=0

Dowod twierdzenia 5.16 jest dos¢é skomplikowany, a przeprowadzone w nim rachunki nie
sa wykorzystywane w dalszych czeSciach pracy. W zwiagzku z tym dowdd ten zamieszczamy
w dodatku A.1. Wzor (5.31) bedziemy nazywaé formutq iloczynowq.

Uwaga 5.17 Mozna znalez¢é prostsze wyrazenie na stata C,. Uzywajac oznaczen wprowa-
dzonych w dowodzie twierdzenia 5.16 mamy

C, = e 3™P" (Phase Go(0)) 2.

7 drugiej strony poniewaz

Go(0) = [T+ ¢*) JT(1 +¢*),
k=0 k=1
mamy
(Phase Go(0))* = -G = . (E, ()
Stad

G, = e 2P 'F ()F, (¢%) = e 2P 'F, (1),

q

gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliSmy ze wzoru (5.15) dla v = 1.
Oczywiscie wzor ten mozna rowniez uzyska¢ wstawiajac v = 1 we wzorze (5.31) i
korzystajac z definicji funkcji o danej przez (5.13).

Twierdzenie 5.16 pozwala na analize tempa wzrostu przedtuzenia holomorficznego funk-
cii t = F,(¢").

Whniosek 5.18 Funkcja F,[y] ma nastepujgce zachowanie asymptotyczne:

[E, ] (t —ir)| = Z,(t —iT)lg " q"4I" (5-32)

gdziet, 7 € R oraz

t_}rlnr(r;)oo =, (t—ir) =1



5.4 FUNKcIA F, 37

DowOD.  Funkcja

t = F, [y (OF, [¢*y7'] (=)= F,(¢"NF, (¢*(¢") ") = Galg'¢")
rozszerza sie do funkcji catkowitej. Ze stwierdzenia 5.12 wiemy, ze przy ograniczonym 7

F,[¢*y7 '] (-t —it) ——— 1.

t—Im(p)oo

Oznaczajac odwrotno$¢ wartosci bezwzglednej tej funkcji przez =, mamy

[, [y] (t = am) |2 (t —i7) ™" = |afg '] (t —iT).

Pozostaje wiec zbadaé¢ zachowanie asymptotyczne przedtuzenia holomorficznego funkcji a.

m 1S

Piszac v = ¢"™¢" i korzystajac z definicji funkcji o (5.13), mamy

alg=] (t — ir)| = | (D =Hmm?)imp™ i) st tiryie o

_ —(s+t)T Imp~! eT(m—l)Re p1

1 it|T — it|7"

=g~ lg™ g

Q.E.D.

5.4.2 Transformata Fouriera funkcji F,

Przejdziemy teraz do rozwazan dotyczacych transformaty Fouriera funkcji F,. Transfor-
mate te rozumie¢ bedziemy jako transformate dystrybucji temperowanej na grupie I',. W
tym celu zdefiniujmy przestrzen .7 (I,) jako przestrzen tych funkcji ¢ na T, dla ktorych
wszystkie funkcje

R > t+— 9(q°q")
(k=1,...,N —1) naleza do przestrzeni Schwartza szybko znikajacych funkcji gtadkich na
R. Rozwazmy funkcje

H(y) = X —a %)y
(1 =7)F,(=¢*7)
zdefiniowang dla v € T, \ {1}. Funkcja ta zadaje dystrybucje temperowang na I',. Dla
funkeji f, ktorych nosnik nie zawiera punktu 1 € I, jest to po prostu

N-1

(f, H) = / F()HE()

Dla dowolnej funkcji f € .(I,) musimy omina¢ biegun funkcji H. Robimy to zmieniajac
kontur catkowania, tj. catkujac po R + ie zamiast po R i biorac granice € \, 0, przy czym
funkcje H przedtuzamy holomorficznie na obszar zawierajacy nowy kontur catkowania, a

/f Fq"YH(q"q") dt. (5.33)

=0 —00
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Rysunek 5.2: Kontur [ z zaznaczong orientacja

dla funkcji probnej definiujemy rozszerzenie, jako f(t +ic) = f(t). Oczywiscie w sumie po
prawej stronie (5.33) procedure te wystarczy stosowaé tylko do sktadnika, w ktérym & = 0.
W pozostalych prowadzi ona do wyjsciowej definicji.

Teraz rozwazmy transformate Fouriera dystrybucji H. Formalnie mozemy ja zapisa¢
jako

+oo+-ie .
/X(7 VH(Y) dh(+') = lim X a)x(d", —a*)g"
| N ) -7 (e

Iy —ootig

it

N 1 YA YA
N %qkqt (¢q", —q~ )qkqtdt
Z (1- F, (—q"+2 ’
7" ")F, (—q*2¢")

gdzie w pierwszej calce bierzemy przedtuzenie holomorficzne funkcji podcatkowej do proste;j
R + e.

Korzystajac z holomorficznosci funkcji podcatkowej i wlasnosci (5.8) mozemy zapisac
te catke jako

N-1 it -2, k it) kit
Z/X%qq x(d*q™, Z/ 0 q)ata (5.34)
prd 1-g"q ")F, (- q’f+2 1 =G ")F,(—¢*2¢")

q

gdzie [ jest konturem przedstawionym na rysunku 5.2 (w czesci [ lezacej poza osia rzeczywi-
sta dokonujemy przedtuzenia holomorficznego funkcji podcatkowej). Oczywiscie dla k # 1
mozemy catkowaé po R zamiast [, ale ze wzgledu na holomorficznosé funkeji podcatkowych,
wynik jest ten sam, gdy stosujemy ten sam kontur we wszystkich catkach.

Nalezy pamietaé, ze catka (5.34) jest dobrze zdefiniowana dystrybucja temperowana.
Jej dziatanie na funkcje probna polega na scatkowaniu wyrazenia (5.34) z ta funkcja probna
wzgledem ~, a nastepnie wykonanie catki wzgledem ¢. Dystrybucja ta jest transformata
Fouriera dystrybucji H.

Poniewaz rachunki potrzebne do dowodéw przedstawionych ponizej stwierdzen 5.19,
5.20 oraz wniosku 5.21 sg do$¢ zawite i nie maja zwiagzku z dalsza czescia pracy, dowody
te zostaly zgromadzone w uzupetnieniu A.2.



5.4 FUNKcIA F, 39

Stwierdzenie 5.19 Catka (5.34) jest zbiezna jako catka niewtasciwa. Doktadniej istnieje

granica
k it

k Zt k it
(7.9 q q 4", a4 *)d"q
) = lim E dt 9.35

+(7) R—Tm(p)oo / O, (—gk+2q) ’ (5:35)

gdzie 1% jest czesciq konturu | biegngeq od —oo do punktu R € R w przypadku gdy Im p > 0,
a od R do +o0o, gdy Im p < 0. Ponadto mamy nastepujgce wyrazenie na ®,(7y):

N-1 —2iz zz

_ 2\ —1 —2 \k h/‘ |Q‘
q)q<7) = —271'qu<—6] ) + (q Phase — q /7) / (1 qkq*w)ﬂ? [ qk+2] (Z)
k=0

dz, (5.36)

R—ir
gdzie T jest dowolng liczbg z przedziatu 10, 1[.
W nastepnym stwierdzeniu zajmiemy sie analitycznymi wtasnosciami funkcji &, .

Stwierdzenie 5.20 1. ®, jest funkcjq cigglq na T, i rozszerza sie do funkcji ciggtej na T,.
Ponadto
hr% (I)q (7) = _Zﬂ-ﬁ]Fq <_C]2)_1-
y—

2. Dla dowolnego v € T, funkcja ®,[y] : R > t — ®,(¢"y) € C ma przedtuzenie holomor-
ficzne na dolng potptaszczyzne.

3. Dla dowolnego ~y € T, zachodzi wzor
@, (7] (=)= (1 +7)2,[7] (0) = (1 +7)®, (7). (5.37)

4. Dla ustalonego § > 0 i dowolnego v € T, istniejq state A i Ay takie, ze dla kazdego
0<o<1mamy '
|, [7] (s —i0)] < A+ Aslgyg™ .

Ze stwierdzenia 5.20 mozemy wyciagnaé nastepujacy wniosek:
Whiosek 5.21 Funkcje ®, i F, sq proporcjonalne:
F, = —27pF,(—¢*) ', (5.38)

Mozemy teraz zapisa¢ funkcje [, w postaci catkowe;j:

Whiosek 5.22 Dla kazdego v € I\, mamy

 E(—¢) [ x(=a>)x(n)
50 =5 [T SR ey )

Iy

w sensie teorii dystrybucyi.
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5.5 Potrzebne lematy

W niniejszym podrozdziale podamy kilka lematéw potrzebnych do udowodnienia wynikow
z podrozdziatu 6.4. Wyniki te beda sie opieraly na twierdzeniach zawartych w pracach [30] i
[31]. Aby skorzystaé¢ z wynikow tych prac musimy wprowadzi¢ kilka oznaczen i zdefiniowaé
nowe obiekty.

Rozwazmy funkcje Ph: T, — S! dang wzorem

Ph(¢"q") =e 5,
gdzie N =2rIm p € 2Z \ {0}, czyli | N| jest liczba spojnych sktadowych grupy T,.

Lemat 5.23 Dla kazdego v € I, ma miejsce tozsamosé

2miRep
I

v = Ph(v)]y (5.39)

DowOD. Zauwazmy, ze v i Ph(y) naleza do tej samej spojnej sktadowej grupy T',. Ozna-
cza to, ze ich iloraz jest elementem I :

v =Ph(y)¢"

dla pewnego t;, € R. Z réwnosci

| =g = eotmer

_ logly|

wnioskujemy, ze tg = Tmp-T 1

_; log |y

v = Ph(7)q ‘e T = Ph(y) exp {—z’ (Rep~t+ilmp™!) %}

Rep_1 Rep

1—1= T i
= Ph(y)[y| e = Ph(q)|y| e,

co w zestawieniu z zalozeniami o Im p daje (5.39). Q.E.D.

Uwaga 5.24 Funkcja Ph jest charakterem grupy [,, a wiec istnieje element 7/ € I, taki,
ze Ph(v) = x(v,7/) dla wszystkich v € T,. Ponadto Ph(y)" = 1 dla kazdego , co oznacza,
ze 7' jest elementem rzedu co najwyzej | N|. Z drugiej strony mamy Ph(q) = e~ N, a zatem
7' jest elementem rzedu doktadnie |[N|. W T, istnieje tylko jeden taki element, mianowicie
jedyna liczba o module 1 nalezaca do spirali ¢I', ,. W konsekwencji otrzymujemy

Ph(y) = x (7,¢ %) (5.40)

dla wszystkich v € T,.
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ith

Y

Rysunek 5.3: Obszar Q0

W pracy [30] dla parametru —7 < i < 7 zdefiniowany zostal obszar
Qf ={2€C\{0}: hargz >0, |argz| € [0,|h|]}.

Obszar ten dla A > 0 przedstawiony jest na rysunku 5.3.
Wazng role odgrywa takze przestrzen
f jest holomorficzna na wnetrzu Q) oraz
Hi =14 feC () dladowolnego A > 0 funkcja 2z — e MG f(z)

. . +
jest ograniczona na €2}

9

gdzie ((z) jest galezig gtowna logarytmu:
l(z) =log|z| +iarg 2.
Uwaga 5.25 Z zalozen o parametrze p wynika, ze —7 < Im p~! < 7. Istotnie: mamy

2

N\? N
om?|p|? = 27% |(Rep)® + <%) ] =212 (Rep)’ + - > |N|

(pamigtamy, ze Im p = 2, gdzie N € 2Z \ {0} oraz Rep # 0). Stad

27

1‘ _ \Imp| o |N| <

1 - —
o™ = " = anjop

1

Oznacza to, ze Im p~" moze pelnié¢ role parametru h.
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Lemat 5.26 Dla k € {0,..., N — 1} oznaczmy przez fi funkcje na R, dang wzorem
filr) = F, (51258

Wowczas dla kazdego k € {0,...,N — 1} funkcja fr rozszerza sie do ciggtej funkcji na

+ L . + . .
lep,l, ktora jest holomorficzna na wnetrzu € o1 Oznaczajgc to rozszerzenie tym sa-
+

TImp—1-

mym symbolem mamy fi. € H;:n o1 Ponadto dla kazdego T €]0, 1] funkcja fk_1 eH

DowOD. Mamy

. 2mik 27i,Re p ., . . .
gdzie v = e~ r'T7~ . Latwo sprawdzi¢, ze v = ¢*¢", gdzie

1 _
t = I p1 (kRe (p 1) — logr) .
Innymi stowy
fe(r) = F,[7] (—IIL"f,il) (5.41)

dla pewnego v € [,.

Z punktu 2. twierdzenia 5.11 wiemy, ze funkcja F,[y] ma przedluzenie holomorficzne

na dolng polptaszczyzne. Dalej, zauwazmy, Ze argument z ma ten sam znak, co Imp~!, a

. . . o jare z . ., + .
co za tym idzie, gdy zmienna z = re'*%* przebiega zbior lep_l, zmienna

1

t =
Imp—1!

(kRe (p_l) — log z) =1 L (kRe (p_l) — logr — arg z)

mp~!

przebiega pasek {z € C: —1 < Imz < 0} lezacy w dolnej potptaszczyznie. Stad funkcje

z +— fr(z) sa ciagle na Qf;np_l i holomorficzne we wnetrzu tego zbioru.

+

I p1> musimy udowodnié¢, ze dla dowolnego

Aby wykazaé, ze funkcje te nalezg do H
A > 01ikazdego k € {0,..., N — 1} funkcja

20— e MO f(2) (5.42)

(gdzie £(z) = log |z| 4+ i arg z) jest ograniczona. Jest to prosta konsekwencja wzoru (5.32).
Istotnie: zgodnie z (5.41) mamy

ulre) = B, 5] (- 5252,
a zatem, na mocy (5.32)

P
Imp*1

__logr+ip i logrl

5 ( Imp—l ) ’qfl’,?q_lpnp_
5 (-ﬁ%) exp {Imﬁ-l (log [7] = Rep™" +log T)}

[1]

| fr(re™)]

(5.43)

[1]
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Zauwazmy, ze gdy r — 400, mamy

logr

“Tmp — Im (p) o0.
Korzystajac z wniosku 5.18 widzimy, ze funkcja (5.42) jest ograniczona.

Pamietamy, ze zgodnie z uwaga 5.14 funkcja F,[y] nie ma zer we wnetrzu paska {z €
C:—1<Imz <0}. Tak wiec ze wzoru (5.43) wynika, ze dla 0 < 7 < 1, funkcja

Q:_’Imp,l Sz (fk(z))fle_wz) eC

jest ograniczona. Q.E.D.

+

Lemat 5.27 Niech (fi)k—o.. n-1 bedzie rodzing funkcji na QImp

5.26. Wowczas dla dowolnego r > 0 mamy

_1 wprowadzong w lemacie

fi (€107 0) = (14 g7, (a7 19),

, omik | 2miRep
gdziey =e N TN .

DowOD.  Wzér, ktory mamy udowodnié, jest po prostu innym zapisem wzoru (5.21).
Mamy

filr) = E ] (—r).

R9P71 -Rep

gdzie § = ¢Fq'me~T = gkq b . Stad

flreme™) =) (- iy 1)
F |:q—ilogr/1mp*1;3/’] (—Z)

q

log

== <1 + q_lqiiﬁ’f?) Fq [q_lq—ilogr/h’np_l';y/} (0)

- logr i logr
= (1 +q7'q Imflv) F, <q‘1q Imﬂ*17> :

. logr

Dowod koniczymy zauwazajac, ze g me~ly = 7. Q.E.D.

Lemat 5.28 Niech (fi)k—o.. -1 bedzie rodzing funkcji na Qf;n oo wprowadzong w lemacie

5.26. Wowczas dla k € {0, ..., N—1} mamy nastepujqce zachowanie asymptotyczne funkcji
fr:

arg z

|[fi(2)] = On(2)lg™ 2] me

gdzie lim O(z) = 1.

|z| =00



44 5 FUNKCJE SPECJALNE

DowoOD. Tak jak w dowodzie lematu 5.27, dla z = re’? € QF

Im p—1 DAY

filre?) = E,[7] (-5 ).

-Rep_1

i _jRep . . . ;
gdzie 7 = ¢Fq'me T = gFq s, Korzystajac ze wzoru (5.43) i oznaczajac O(re¥) =
- (_logr—‘ricp

5 T p 1 ) otrzymujemy

log

Au2)] = Ou(2) |5

Y 1
Imp - logr

T ~ —i
= O(2) ’q“’yq tmp~T

aj
Imp*1

j;_logr 2mik

Dalej, tak jak w lemacie 5.27, mamy ¢ 'me 'y = e N i+ , & wiec

. logr

~ —g—28T 27ik 2niRep
"flvq T T = |eN PN

=g~ '|r =g "z

Q.E.D.



Rozdzial 6

Relacje komutacyjne

6.1 Sformulowanie problemu

W niniejszym rozdziale zajmiemy sie nadaniem $cistego, analitycznego sensu algebraicznym
relacjom
R*R=RR*, §*S=565%,

SR = RS, SR* = R*S. (6.1)

Na razie mozemy traktowaé¢ R i S jako odwracalne elementy pewnej *-algebry.

Terminem ,analityczna realizacja relacji (6.1)” okresla¢ bedziemy liste warunkow, ktore
nalozone na pare operator6w normalnych (R, S) dzialajacych w pewnej przestrzeni Hilberta
H gwarantuja, ze zlozenia SoR, RoS, SoR*i R*oS s3 domykalne oraz

SR = ¢’RS, SR* = R*S.

7 jednej strony chcielibySmy, aby taka lista warunkéw byta wystarczajaco restryktywna,
by zapewnié¢ pewne dodatkowe wlasnosci (na przyktad mozliwo$¢ utworzenia sumy R+ S,
patrz podrozdzialy 6.4 i 6.5). Z drugiej strony par spelniajacych te warunki powinno by¢
dostatecznie duzo.

Rozwazmy powyzsze zagadnienie na poziomie formalnym. Przypu$émy, ze A i B sg
operatorami dzialajacymi w przestrzeni Hilberta. Dalej zatozmy, ze

(Phase B) |A| = 1| A| (Phase B) ,
|B| (Phase A) = ry (Phase A) | B|,
(Phase B) (Phase A) = ¢'#' (Phase A) (Phase B) ,
| BI[A] = e | A]| B,

(6.2)

gdzie ri,ro > 0 oraz 0 < ¢,y < 27 (ostatnig relacje (6.2) traktujemy na razie jedynie
formalnie). Chcemy, aby A i B byly operatorami normalnymi, a wiec

(Phase A) |A] = |A| (Phase A),
(Phase B) |B| = |B| (Phase B) .

45
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Przypusémy teraz, ze para (A, B) spelnia (wciaz formalnie) warunki

AB = ¢’BA,
AB* = B*A.

Wowczas prosty rachunek pokazuje, ze

r=ra=lql, 1=, €% =Phaseq.

iImp—1

Pamietajac, ze Phaseq = e widzimy, ze powinni$émy rozwazac relacje postaci

(Phase S) |R| = |q||R| (Phase S5) ,
|S| (Phase R) = |q| (Phase R) | S|,
(Phase S) (Phase R) = e!™#"" (Phase R) (Phase S) ,
‘S‘it|R‘it/ — it Imp_1|R‘it/|S|it’

(6.3)

przy czym ostatnia rowno$¢ (6.3) traktujemy jako analityczne wyrazenie algebraicznej re-
lacji
|S||R| = (Phase q) |R||.S|
(patrz [33], [31]).
W dalszych czeSciach niniejszego rozdziatu pokazemy, ze warunki (6.3) stanowia, anali-
tyczng realizacje relacji (6.1). Wyr6znimy rowniez klase operatorow spelniajaca (6.3) oraz
majacyg pewne wazne, dodatkowe wtasnosci.

6.2 Dziedzina operatorowa 7

Definicja dziedziny operatorowej jest Scisle zwigzana z ,mierzalnymi” i ,zwartymi” dzie-
dzinami, ktore sg przedmiotem badan w pracy [10], oraz z W*-kategoriami badanymi w
[23] i [28]. Pod pojeciem dziedziny operatorowej 2 bedziemy rozumieé przyporzadkowanie
kazdej przestrzeni Hilberta H podzbioru 25 w zbiorze € (H)* (gdzie € (H) oznacza zbi6r
wszystkich domknietych operatoréw dzialajacych w H, a k € N jest ustalone) takie, ze

1. dla kazdego odwzorowania unitarnego u: H — K mamy
<(a1, car) € QH) - <(ua1u*, o uapu’) € QK>,

2. dla dowolnego rozkladu H = H, & H,, a; = a; ®a?, i =1,..., k zachodzi rownowaz-

nos¢ : ,
(af,...,a;) € 2,
((al,...,ak)eo@H):»< dla j =12 :

W niniejszym podrozdziale zdefiniujemy pewna dziedzine operatorows i wykazemy, ze za-
daje ona analityczna realizacje relacji (6.1).
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Definicja 6.1 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R, S) bedzie parg domknietych
operatorow dziatajgcych w H. Dziedzine operatorowq & definiujemy nastepujgceg rowno-
wWaznoscuy:

_ R i S sq operatorami normalnymi,
((R, S) e 91{) = ker R = ker S = {0} oraz
para (R, S) spetnia relacje (6.3)

W dalszych rozwazaniach przyda nam sie takze nastepujaca definicja:

Definicja 6.2 ([17], Def. 2.6) Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech 7 bedzie
rodzing domykalnych operatorow dziatajgcych w H. Podprzestrzen D C H nazywamy
istotng dziedzing dla 7, jesli

1. D C D(T) dla wszystkich T € 7,

2. dla kazdego x € H istnieje ciqgg (v,)nen elementow D taki, zZe v, —— x oraz

( e E1)%) ) — (Ton > Tr).

Teraz mozemy przytoczy¢ odpowiednio do naszych celéow przeformutowane i nieznacznie
uogolnione twierdzenie 2.7 z pracy [17].

Twierdzenie 6.3 Niech H bedzie przestrzeniqg Hilberta i niech T, . .., T, bedg normalnymi
operatorami dziatajgcymi w H. Oznaczmy przez 7 rodzine wszystkich ztozen postaci

Tfo---oT.#

1 7

gdzie k € N, iy,... i € {1,...,p}, a T# oznacza T lub T*. Zatézmy, ze dla kazdej pary
wskaznikow i,7 € {1,...,p} spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkdéw:

1. T; 1 T; sq mocno przemienne,
2. (T, Ty) € D,
3. (T;,T)) € Dy.

Wowczas wszystkie operatory z rodziny 7 sq gesto okreslone i domykalne. Ponadto istnieje
istotna dziedzina dla 7 .

7 twierdzenia 6.3 natychmiast wynika nastepujace

Twierdzenie 6.4 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R,S) € Dy. Wowezas
ztozenia SoR, RoS, SoR* 1 R*oS sq gesto okreslone © domykalne. Oznaczajgc przez SR,
RS, SR* 1 R*S odpowiednie domkniecia mamy

SR =¢RS, SR =R'S. (6.4)
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DowOD. Stosujemy twierdzenie 6.3 z p = 2, T} = Ri 1T, = S. Niech Dy bedzie istotng
dziedzing dla rodziny .7, tak jak w twierdzeniu 6.3. Jako ze D, zawiera sie w przecieciu
D(SoR)N D(RoS)N D(SoR*) N D(R*0S) z relacji (6.3) wynika, ze

SRy = ¢*RSy oraz SR*y = R*Sy

dla wszystkich y € Dy. Niech x € D(SR) i niech (x,),en bedzie ciggiem elementow D
opisanym w definicji 6.2. Poniewaz z,, € Dy dla wszystkich n mamy x,, € D(RS) i

RSz, = ¢ >SRx,, —— ¢ >SRu.

Na mocy domknietosci operatora RS oznacza to, ze * € D(SR) i SRz = ¢ RSz, a co za
tym idzie SR C ¢*RS. Tak samo pokazujemy, ze SR O ¢*>RS i otrzymujemy pierwsza z
rownosci (6.4). Druga dostajemy stosujac analogiczne rozumowanie. Q.E.D.

6.3 Dziedzina operatorowa %

Zdefiniujemy teraz najwazniejsza dla nas dziedzing operatorowa, ktora postuzy do kon-
strukcji deformacji grupy ,,az + 0”. Podzbiér I, C C zostal opisany w podrozdziale 5.2, a
funkcja specjalna y w podrozdziale 5.3.

Definicja 6.5 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R, S) bedzie parg domknietych
operatorow dziatajgcych w H. Powiemy, ze (R,S) € Py, jesli spetnione sq nastepujgce
warunki:
R i S sq operatorami normalnyma,
ker R = ker S = {0},
SpR,SpS C T, oraz
X(S, MIX(R, YY) = x(v, V)X (R, )x(S,7)
dla wszystkich v,~" € T,.

Uwaga 6.6 Przyporzadkowanie H — 2y opisane w definicji 6.5 jest dziedzing operato-
rowa.

Uwaga 6.7 Przez analogie do postaci Weyla kanonicznych regut komutacyjnych w me-
chanice kwantowej, rownanie

XS, V)X(R, ) = x(v,7)x(R,7)x(S, ) (6.5)

bedziemy nazywaé relacjg Weyla.

Podamy teraz przyklad pary (R,S) spelniajgcej warunki z definicji 6.5.
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Przyklad 6.8 Niech H = L*(T,), przy czym na I, rozwazamy miar¢ Haara dang przez
(5.5). Na H mamy prawa regularng reprezentacje grupy I,, tj. mocno ciagla rodzine
(U )~er, operatorow unitarnych w H taka, ze

(U,H)() = F(v'v)

dla wszystkich f € H, v € I, i prawie wszystkich v/ € I,. W tej sytuacji twierdzenie
SNAG ([14, Ch. VI, Thm. 29|) zapewnia istnienie miary spektralnej £ na I, = T, takiej,
ze
U, = [ Xt ) dEW) (65)
F‘I
Niech
5= [ e (6.7)
Fq

i niech R bedzie operatorem mnozenia przez funkcje identycznosciows:

(Rf)(7) =1f(7)

dla wszystkich f € H i prawie wszystkich v € I',. Jest jasne, ze R 1.5 sa gesto okre$lonymi,
domknietymi i normalnymi operatorami na H. Aby wykazaé¢, ze (R,S) € Py musimy
jeszcze sprawdzié¢ relacje Weyla. Wezmy f € H. Korzystajac z faktu, ze x(S,v) = U,
(por. (6.6) i (6.7)) obliczamy

(X(S;X(RAN) ) = (X(BA)f) (")

dla wszystkich ~v,7" € T, i prawie wszystkich v/ € T,. Tym samym wykazaliSmy, ze
(R,S) € Zy.

Na podstawie analogii z reprezentacja regul komutacyjnych dla operatoréw pedu i poto-
zenia w mechanice kwantowej bedziemy nazywaé¢ pare operatoréw skonstruowang w przy-
ktadzie 6.8 parg Schrodingera.

Ze stawnego twierdzenia Mackey’a-Stone’a-von Neumanna ([14], Ch. VIII, Thm. 4)
wynika nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 6.9 Niech K bedzie przestrzenig Hilberta i niech (R,S) € Px. Wowczas
para (R, S) jest unitarnie réwnowazna sumie prostej pewnej rodziny par Schridingera.
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Uwaga 6.10 Opisana w przykladzie 6.8 para Schrodingera jest nieprzywiedlna, w tym
sensie, ze zbior {x(9,7)x(R,7') : 7,7 € I,} C B(L*(T,)) jest nieprzywiedlnym zbiorem
operatorow. Stwierdzenie 6.9 pokazuje, ze kazda nieprzywiedlna para (R,S) € Pk jest
unitarnie rownowazna parze Schrodingera.

Stwierdzenie 6.11 Dziedzina operatorowa 2 zawiera si¢ w dziedzinie operatorowej é,
tzn. dla kazdej przestrzeni Hilberta H mamy Yy C Dy.

DowOD. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta i niech (R,S) € Zy. Podstawiajac w
relacji Weyla (6.5) kolejno (v,7) = (¢.4"), (v,7) = (¢".9), (7)) = (¢.0) 1 (v,7) =
(¢, ¢") i korzystajac ze wzordéw (5.9) otrzymujemy
(Phase S) |R|" = |q|*|R|" (Phase S) ,
|S|* (Phase R) = |q|" (Phase R) | S|*,
(Phase S) (Phase R) = ¢!™ "' (Phase R) (Phase S)
|S|z‘t|R|it’ — it Imp*1|R|z‘t’|S|it

dla wszystkich t,# € R. Na podstawie elementarnych wynikéw teorii analitycznych ge-
neratoréw jedoparametrowych grup ([7]) mozemy dokonaé przedituzenia analitycznego w
dwoch pierwszych rownaniach do punktu ¢t = —i. Otrzymujemy wowczas relacje (6.3), co
dowodzi, 7e (R, S) € Dy. Q.E.D.

Uwaga 6.12 Niech (R, S) € Dy 7 ostatniej z relacji (6.3) wynika, ze wyrazenie
i Imp=1| qit| plit it T p=1 | ppjit| afit
Vi=e2 P O |S[TIR[" = e7 2 P | R|Y|S]

definiuje mocno ciagla jednoparametrowa grupe operatoréw unitarnych na H. Uzywa-

jac metod przedstawionych w [30, Example 3.1] mozna udowodni¢, ze ef21mp_l|5||R\ =

5me™! | R[S jest analitycznym generatorem (V;),cr. W szczegélnosci ez ™| R||S| jest

€2
operatorem dodatnim i samosprzezonym.

Stwierdzenie 6.13 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R, S) € Zy. Wdowczas

1. dla kazdego v € T, mamy
a(V)X(R,7)x(S,7) = a(R)"x(S, y)a(R) = a(S)x (R, v)a(S)", (6.8)
2. majg miejsce nastepujgce rownosci
qRS = a(R)*Sa(R) = a(S)Ra(S);

w szczegolnosci RS jest operatorem normalnym i Sp RS C T,
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3. dla dowolnego v € T,
X(¢7'SR, ) = a(v)x(R,7)x(S,7)- (6.9)

DowOD. Ad 1. Z relacji Weyla (6.5) i faktu, ze x jest bicharakterem, wynikaja wzory

XS, V)X (R, v)x(S,7)" = x(v R, '),

6.10
X(RA) XS/ IX(R.7) = X(45.7). (6:10)

Wstawiajac v = ¢ w (6.10) i korzystajac z wlasnosci (5.9) funkcji x otrzymujemy
X (S, 7) (Phase R) x(S, v)" = (Phase) R, (6.11)

X(R,7)* (Phase S) Sx(R,v) = (Phase~) S.

Podobnie kladac 7/ = ¢ w réwnaniach (6.10) i dokonujac przedtuzenia holomorficznego
do t = —1, dostaniemy

X (S, M RIx(S,7)* = IR,

: 6.12
X(RAV ISR, ) = S (012
Pomno6zmy teraz stronami odpowiednie rownania z (6.11) i (6.12). Otrzymujemy
X(S,7)Rx(S,7)" =R,
( )* (5,7) (6.13)
X1, 7)"SX (R, 7) = 7S,
Teraz mozemy zaaplikowaé funkcje o do obu stron obu réwnan (6.13).
X(S, v)e(R)x (S, 7)" = ayR),
X, y) e(S)x (R, v) = a(v5),
co mozna przepisaé jako
X(5;7)a(R) = a(vR)x(5,7),
(5.7)a(R) = a(yRIX(S,7) 610

a(S)x(R,7) = x(R,7)a(y5).
Teraz mnozymy obie strony pierwszego z rownan (6.14) z lewej przez a(R)*, a obie strony
drugiego rownania z prawej przez «(S)*:

a(R)*x(S,7)a(R)
a(S)x(R,y)a(S)" =

a(R)* a(yR)x(S,7),

X(R,7)a(S) a(vS). (6.15)

Pamietajac, ze a(vy)a(y) = 1 dla wszystkich v € I, mozemy przepisa¢ (6.15) jako

a(R)*x(S,7)a(R) = a(y) (a(yR)a(y)*a(R)*)x(S,),
a(S)x(R, y)a(S)* = a(y)x(R,7) (a(vS)a(y)*a(S)*).

Teraz na mocy (5.10) otrzymujemy (6.8).

I
e o
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Ad 2. Kladac v = ¢ w réwnaniu (6.8), otrzymujemy
e 5 e RS| = a(R)*|S|"a(R) = ofS) Rl a(S)" (6.16)
Poniewaz lewa strona (6.16) pokrywa sie z V; (patrz uwaga 6.12), widzimy ze
e2™P 7 R||S| = a(R)"|S|a(R) = o(S)| Rla(S)" (6.17)
Podobnie wstawiajac v = ¢ w (6.8), znajdujemy
2™ (Phase R) (Phase 5) = a(R)* (Phase S) a(R) = o(S) (Phase R) a(5)*.  (6.18)
Dalej zauwazmy, ze dla y € Dy mamy
(Phase R) (Phase S) |R||S|y = |q| (Phase R) |R| (Phase S) |S|y = |q|RSv,
co pokazuje, ze
(Phase R) (Phase S) |R||S| = |¢| (Phase R) |R| (Phase S) |S| = |¢|RS.
Jesli teraz pomnozymy stronami réwnania (6.17) i (6.18), dostaniemy
a(R)*Sa(R) = a(S)Ra(S)* = |¢|e’™ P " RS = ¢RS.

Ad 3. Zgodnie z uwaga 6.12, operator ez "|R||S| jest dodatni i samosprzezony.
Mozemy zatem znalezé rozklad biegunowy operatora ¢~ 'SR:

¢ 'SR = qRS = e'™*""|¢| (Phase R) | R| (Phase S) ||
= '™ P! g| (Phase R) |¢|~" (Phase S) |R||S]
= (eélm’r1 (Phase R) (Phase S)) (eélmp71|R||S|> :

Imp~

Przystepujemy teraz do dowodu wzoru (6.9). Niech v = ¢"¢".
x(¢*SR,~) = (Phase ¢ 'SR)" | SR|"

i - I T o
= e2" 27" [(Phase R) (Phase S)]" e~z m P~ | R|| S|,
gdzie w ostatniej rownosci wykorzystaliSmy fakt, ze znamy grupe unitarna, ktorej anali-
tycznym generatorem jest | SR|. W koncu korzystajac z relacji (6.3) przeksztalcamy:

-1 in(m=1)

X(¢71SR, ) = esnmp T g3y Imp” iy mp”! (Phase R)" (Phase S)" |R|"|S|"
"' (Phase R)" | R|" (Phase S)" | S|
= a(q"q")x(R, ¢"q")x(S. 4" ¢") = a(7)x(R, 7)x(S, 7).

1

i

— e3 (n?—t2)Im p’leint Rep

Q.E.D.

Stwierdzenie 6.13 pozwala na tworzenie nowych par operatoréw spetniajagcych warunki
z definicji 6.5.
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Twierdzenie 6.14 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R,S) € Py. Wowczas
(S R),(R,SR),(RS,S) € 9y

oraz dla dowolnych 1,7, € T,
(71R7 ’YQS) € -@H

DOwOD. Zaczniemy od ostatniego wzoru. Mnozac obie strony relacji Weyla (6.5) przez
X (72, 7)x(71,7) 1 korzystajac z wlasnosci (5.7) funkcji x, otrzymujemy
X128,V )x (1R, ) = x (0, Y )x (R A )x (125, 7),

co na mocy definicji 6.5 oznacza, ze (V1 R, 72S) € Py.
Teraz zastosujmy sprzezenie do obu stron (6.5). Dzieki oczywistym zwiazkom

X(S,y)* =x(S7"7),

X(R, )" = x(R,~'™")
widzimy, ze

-1 - -1 _ -1
X(RATIX(S™H ) =x ()X (ST ) x (B T).
Tym samym (S~ R) € Zj.
Wréémy do pary (R,S) € Py. Jesli zastosujemy do obu operatoréw transformacje

m +— a(R)*ma(R) oraz m — a(S)ma(S)*, to na mocy punktu 2. pary (R, ¢RS), (¢RS,S)
sa unitarnie réwnowazne (R,S). Stad (R,qRS),(¢RS,S) € Zy. Mozemy teraz sko-

rzysta¢ z pierwszego udowodnionego wzoru i faktu, ze SR = ¢*RS, ktore pokazuja, ze
(R,SR),(RS,S) € Zy. Q.E.D.

6.4 Rownosci operatorowe w ¥

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta i niech (R, S) € Zy. Przy pomocy funkcji Ph: T, —
S mozemy utworzy¢ operatory unitarne Ph R i Ph S (patrz podrozdzial 5.5). Poniewaz
Ph(y)Y =1 dla dowolnego ~ € I,, mamy

(PhS)Y =1 = (PhR)".
Korzystajac ze wzoru (5.40) i relacji Weyla (6.5), wyprowadzamy relacje:
(PhS)[R| = |R| (PhS),
S| (Ph R) = (Ph R) [S],
(PhS) (Ph R) = ¢%* (Ph R) (Ph S), (6.19)
|S|it|R|it/ — oitt! Imp_1|R|it/|S|it
dla dowolnych ¢,¢ € R. Ponadto z tozsamosci (5.39) wynika, ze

R = (PhR) |R|"+5,

2miRep 620
S = (Ph S)|S|'*+ V", (6.20)
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Uwaga 6.15 Potézmy A = (Ph R) |R|Pl oraz B = (Ph S) |S|lPl. Wéwczas para operato-
row (A, B) spelnia relacje komutacyjne badane w pracy [31, Sect. 2|, to znaczy

(Phase B) |A| = |A| (Phase B) ,
|B| (Phase A) = (Phase A) |B|,

27i

(Phase B) (Phase A) = e~ (Phase A) (Phase B) ,
‘B|it|A‘it’ — e—tt’%‘A|z‘t’|B‘it’

a dzieki temu, ze (Phase A)N = (Phase B)N = [, para (A, B) spelnia takze warunki
spektralne opisane w pracy [31].

Whniosek 6.16 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R,S) € Py. Wtedy istnieje
jednoparametrowa grupa (Ry)icr, indeksowana multyplikatywng grupg R, operatordw uni-
tarnych na H taka, Ze

(PhR)R, =R, (PhR), (PhS)R,=R,(PhS),

6.21
RJRIR; = |RI", RIISIR, = |S]" (6.21)

dla wszystkich t € R..

DowOD. Niech (A, B) bedzie parg operatoréw rozwazana w uwadze 6.15. Na mocy [31,
Proposition 2.3] istnieje jednoparametrowa grupa operatoréw unitarnych (R;);cr taka, ze

(Phase A) R; = R; (Phase A), (Phase B) R; = R; (Phase B),

6.22
RIAIR; = |Al" R:|BIR, = B (6.22)

dla t € R,. Pierwsze linijki (6.22) i (6.21) sa identyczne, natomiast z drugiej linii (6.22)
przechodzimy do odpowiadajacych jej wzorow dla (R,S) stosujac funkcje R, o r —
rlel™ e R, do odpowiednich operatoréw dodatnich. Q.E.D.

Uwaga 6.17 W nastepnym twierdzeniu zajmiemy sie domknieciem operatora S + Ro.S,
gdzie (R,S) € 2y dla pewnej przestrzeni Hilberta H. Okazuje sie, ze domkniecie to
jest rowne domknieciu operatora S + RS. Istotnie: niech z € D(S) N D(RS) i niech Dy
bedzie podprzestrzenig H skonstruowang w twierdzeniu 6.4 (na mocy stwierdzenia 6.11
twierdzenie 6.4 mozna stosowaé do pary (R, S) € Zy). Istnieje ciag (2, )nen elementow Dy
taki, ze

‘/En x)
n—oo

Sx, — Sk,

n—0o0

RSz, —— RSx.

n—oo

Zatem ciag ((S + ROS)xn)neN jest zbiezny i w konsekwencji x nalezy do dziedziny do-
mkniecia operatora S + Ro.S. Ponadto

(S+ RoS)z = lim (S + RoS)x, = lim Sz, + RSz, = Sz + RSz = (S + RS) .

n—oo n—oo
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Zauwazmy, ze D(S) N D(RS) jest istotng dziedzing dla S + RS, a wiec

S+ RS C S+ RoS.

7 drugiej strony oczywista inkluzja S + RoS C S + RS prowadzi do

S+ RS DS+ RoS.

W dalszym ciggu bedziemy oznacza¢ domkniecie sumy operatoréw znakiem ,, +

S+ RoS=S+RS=S+RS.

Twierdzenie 6.18 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R,S) € Py. Wowczas
suma S + RoS jest gesto okreslonym i domykalnym operatorem, a jego domkniecie

S+ RS =T,(R)*SF,(R). (6.23)
W szczegdlnosci S+ RS jest operatorem normalnym i Sp (S + RS) cT,.

DowoOD. Jak juz zauwazyliSmy w uwadze 6.17, S + RoS jest operatorem gesto zdefi-
niowanym (D, zawiera sie w jego dziedzinie). Nietrudno jest takze wykazac, ze jest on
domykalny: istotnie, wystarczy wykaza¢, ze operator sprzezony do S + RoS jest gesto
zdefiniowany. Oczywiscie (S + RoS)* D S* + S*oR*, a D, zawiera si¢ w dziedzinie tego
ostatniego operatora. Dla dowodu reszty twierdzenia uzyjemy metod rozwinietych w pracy
[31].

Na poczatek wykazemy, ze S+ RS C F,(R)*SF,(R). Niech Hy = H <Ph(R) = 1)

(patrz podrozdziat 2.2). Oczywiscie mamy

H = P Hy. (6.24)

k=1
Z drugiego rownania (6.19) wynika, ze |S| zachowuje rozktad (6.24). Mozemy zatem roz-

wazac¢ kazdy sktadnik prosty oddzielnie.

Zauwazmy, ze przyjmujac h = Im p~! mamy

|R| — 5],

gdzie symbolem ,,—” oznaczyliSmy relacje Zakrzewskiego (patrz [33]). Podobnie dla do-
wolnego 7 €]0, 1| zachodzi

|R| — |S|” przy h=r1Imp " (6.25)

Na mocy twierdzenia 3.1 (2) z [30], na kazdej z podprzestrzeni H) mamy

fi (€07 1RI) 1] € ISIA(IRI),
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co w Swietle lematu 5.27 oznacza, ze
(1 4l R \R|1+2”Re”) F, ( 1% \R|1+2’”Re”) S| C |SIE, ( LR |R\1+2’”Re”) .
Korzystajac z relacji (6.20) i biorac sume prosta po k otrzymujemy
(1+¢'R)F,(¢"'R)[S| C |S|F,(R)
co mozna przepisaé jako
S|+ ¢ 'Ro|S| C F,(¢g7'R)*|S|F,(R). (6.26)

Wreszcie mnozac obie strony (6.26) z lewej przez Phase S, wykorzystujac relacje (6.3) i
biorgc domkniecie obu stron dostaniemy

S+ RS C F,(R)*SF,(R).

Aby udowodnié inkluzje w druga strone, wystarczy wykazaé, ze D(S+ RoS) jest istotng
dziedzing dla F, (R)*SF,(R). W tym celu uzyjemy grupy operatoréw regularyzujacych
wprowadzonej we wniosku 6.16.

Lemat 5.26, relacja (6.25) i twierdzenie 3.1 (3) z pracy [31] m6wig nam, ze dla dowolnego
T €0, 1]

fi (77 [RI) ISI” = |SI fil| ) (6.27)
na Hy. Niech z € D(F,(R)*SF,(R)) = D(|S|F,(R)). Dla k € {0,1,..., N — 1} niech
T =X (PhR ='W I) x. Oczywiscie dla dowolnego 7 €]0, 1] mamy F,(R)x € D(|S|").

Nietrudno takze dowiesé, ze F,(R)x, € D(|S|™) dla wszystkich 7 €]0,1[i k € {0,1,..., N —
1}. Ale na Hy mamy F,(R)y = fx(|R|)y. Oznacza to, ze

Je(|R))ze € D(]S]), (6.28)

przy ki 7 takich jak wyzej.
Z (6.28) i (6.27) wynika

xr € D (fk (e”lm”_l|R\> |S|T> ,
a dzieki (6.21) dostajemy
R,z €D (fk <e”ImP*1|R|T*) |S|> . (6.29)

Przy ustalonym 7 €]0, 1] funkcja R, > r +— ‘fk <e”1m”_17’7_ ) jest oddzielona od 0 i

zachowuje sie asymptotycznie jak r (patrz lematy 5.28 1 5.26). Zatem z (6.29) wynika, ze
|S|R-x, € D(R). Ta ostatnia podprzestrzen jest niezmiennicza dla Phase S, a wiec

SR,z € D(R)
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Biorac sume prosta po k otrzymujemy
R,z € D(9), SR,z € D(R)
dla dowolnego 7 €]0, 1[. Oznacza to, ze
R,z € D(S+ RoS). (6.30)
Ponadto mamy
F,(R)*SE,(R)R,z = F, ((Ph R) |R|1+M‘°‘> SF. ((PhR |R|1+m> R,z

— R,F, ((PhR)|R|T ))* Ph S) 5] (1+*7%*)
XF, ((Ph R) |R|™ (+552))

x.

W polaczeniu z mocng ciaglodcia grupy (R:)«cr, daje to nastepujace zbieznosci:

R,x — x,

T,/1

F,(R)"SF,(R)R-x — F,(R)"SF,(R)z.

Teraz z (6.30) wnioskujemy, ze D(S 4+ RoS) jest istotna dziedzina dla F,(R)*SF,(R), co
chcielismy udowodnié. Q.E.D
Twierdzenie 6.19 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R,S) € Py. Wiowczas

1. Operator S + R jest gesto okreslony i domykalny. Mamy
S+ R=TF,(RS')*SF,(RS™"), (6.31)

oraz
S+R=F,(R'S)RF,(R'S)*. (6.32)
W szczegolnosci S + R jest operatorem normalnym i Sp (S + R) cT,.

2. Funkcja F, ma wtasnosé eksponencjalng:

F,(S+ R) = F,(R)F,(S). (6.33)

DowOD.  Ad 1. Na mocy twierdzenia 6.14 para (S™', R) € 9y, a wiec (na podstawie
tego samego twierdzenia) do %y naleza rowniez pary (R~ S™1), (S,R™1), (S, R719),
(R71S)71 S) = (S7IR, S) i wreszcie (¢>S™'R,S) = (RS, S). Mozemy teraz zastosowac
twierdzenie 6.18 do tej pary i otrzymamy (6.31).

Dla dowodu (6.32) obserwujemy, ze dzieki twierdzeniu 5.16 mamy

F,(v) = Ga(q ")F, (g7 1)
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dla wszystkich v € [,. Zatem
F,(RS™") = Coalg 'RS™HF,(4*SR™)*. (6.34)
ponadto para (¢ RS, S) nalezy do 9y, wiec na mocy punktu 2. twierdzenia 6.13
a(g 'RS™H*Sa(¢ ' RS = R. (6.35)

Wstawiajac (6.34) do (6.31) i uzywajac (6.35) otrzymujemy (6.32).

Ad 2. Oznaczmy T = R~1S. Uzywajac kilkukrotnie twierdzenia 6.14 latwo sprawdzié,
ze jesli (R, S) € Dy, to (R, T),(S,T) € Ty

Dalej, stosujac transformacje m +— F,(R™1S)mF, (R™'S)* do pary (R,T) otrzymu-
jemy (S+ R, T) € 2y, na mocy (6.32). Ponowne uzycie twierdzenia 6.14 daje teraz
(S+R)T,T) € Zy. Wstawiajac te ostatnia pare w miejsce (R, S) we wzorze (6.31) do-
staniemy

F,(S+R)*TF,(S+R) =T+ (S+ R)T, (6.36)

natomiast dzieki temu, ze (R,T),(S,T) € Py, a S jest mocno przemienny z RT, mamy

F,(S)'F,(R)*TF,(R)E,(S) = F,(5)* (T'+RT) F,(S)

— F,(S)"TF,(S) + RT = (T + ST) + RT. (6.37)

Zauwazmy takze, ze T jest mocno przemienny z RS™! = ¢*T 1, oraz ze (RS™!,ST) €
Py (jako, ze (S,T) € Dy implikuje, ze (ST,T) € Py, a stad (RS™,ST) = (T1,ST) €
D). Zatem, na mocy (6.31) i (6.23),

(S+ R)T =F,(RS~)*SF,(RS™1)T
= F,(RS~1)*STF, (RS ") (6.38)
= ST + RS—10ST = ST + RT.

W $wietle rownania (6.38), prawa strona (6.36) jest rowna T + (ST + RT'). Ponadto opera-
tory po prawych stronach (6.36) i (6.37) pokrywaja sie na podprzestrzeni D(7') N D(ST)N
D(RT). Wykazemy, ze

D(T) N D(ST) N D(RT) jest istotng dziedzing dla T+ (S + R)T. (6.39)
Z (6.39) wynika, ze T+ (S + R)T C (T + ST) + RT, a jako ze oba te operatory sa normalne
widzimy, ze T+ (S + R)T = (T + ST) + RT. W takim razie, ze wzoréow (6.36) oraz (6.37)
wynika, ze operator F, (R)F,(S)F, (S + R)* jest przemienny z T', a co za tym idzie jest on

réwniez przemienny z |T'| dla wszystkich ¢ € R:

F,(R)F,(S)F,(S+R)" = |T|"F,(R)F,(S)F, (S + R)*|T|~".

Z drugiej strony, skoro (R, T), (S,T) oraz ((S+ R),T) naleza do Dy, mamy (patrz (6.3))
|T|ztR|T|fzt — (]itR,
TISIT = g
T["(S+ R)T|™ = ¢"(S+R).
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W konsekwencji
F,(R)F,(S)E,(S+ R)" =F,(¢"R)E,(¢"S)F, (¢" (S + R))” (6.40)

dla wszystkich ¢t € R. Teraz gdy ¢t — Im (p) oo, prawa strona 6.40 dazy mocno do I,
natomiast lewa strona nie zalezy od t. Stad wnioskujemy, Ze ma miejsce wtasnosé¢ (6.33).
Wroémy do (6.39). Na poczatek wykazemy, ze

D(T?) N D((S+ R)T) jest istotng dziedzing dla T + (S + R)T. (6.41)

Zauwazmy, ze |T| —o |S + R| jesli przyjmiemy i = —Im p~!. Teraz dla 7 > 0 zdefiniujmy
funkeje f-: QF, , — C wzorem

p
1082 dla z £ 0
fT(Z)_{ 0  dlaz=0.

Latwo sprawdzamy, ze f, jest ciggla i ograniczong funkcja na Qflmp_l, holomorficzng na

Qflmp,l. Ponadto przy = — 0 funkcje f. zbiegaja niemal jednostajnie na Qflmp,l do

funkcji statej, rownej 1. Na mocy twierdzenia 3.1 (2) z pracy [30] mamy
e ™ PTIT)|S + Rl € |S+RIf(T)),
a zatem o
fr(e™P TS+ RIT C |S+ RIT f-(IT)).

Po pomnozeniu obu stron tej relacji z lewej przez Phase (S + R) i skorzystaniu z (6.3) (z
parg (S+ R,T) w miejsce (R, S)), otrzymujemy

Fr(q TS+ R)T C (S+R)Tf-(IT1).

W szczegolnosei dla kazdego © € D((S+ R)T), zachodzi f,(|T|)x € D((S+ R)T). Dalej,
poniewaz funkcja z — |z|2f.(|z]) jest ograniczona, wektor z € D(T?). Teraz ze wzgledu na
wspomniana niemal jednostajna zbiezno$¢ rodziny funkeji (f,),~0, mamy f.(|7])z —

w topologii wykresu T+ (S + R)T. Istotnie:

(T+(S+RT)f(IT)x =Tf(|T))x+ (S+R)TSf(|T))x
= f(IT)Tx + f-(¢ " |T|)(S+R)Tx

i prawa strona zbiega do Tz + (S + R)Tx = (T + (S + R)T)x. Tym samym udowodnilismy
(6.41).

Skorzystamy teraz z wniosku 6.16 dla pary (RS™!, ST, ktora jak juz wczesniej argu-
mentowaliSmy, nalezy do Zy. Istnieje zatem jednoparametrowa grupa operatoréw unitar-
nych (R;)icr, na H taka, ze

Ry RSTHR; = |RSTM!,

R:|STIR: = |ST|! (6.42)
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dla wszystkich ¢t € R,. Wezmy x € D(ST + RT) = D(ST + RS~10ST). Tak samo jak w
dowodzie twierdzenia 6.18, mozna pokaza¢, ze R,x € D(ST) N D(RT) oraz R,z zbiega do
x w topologii wykresu operatora ST + RT, gdy t — 1.

Z relacji RS™! = ¢*T~! i pierwszego z réwnani (6.42) widzimy, ze

RETIR, = |T|" (6.43)

dla wszystkich t € R,. Zalozmy teraz, ze 3 <t < 1, oraz ze x € D(T?). Skoro ¢! < 2,

mamy x € D(|T|"""), a zatem, na mocy (6.43), R,z € D(T). Jesli przepiszemy (6.43) jako
TR = Ry|T|" ',

zobaczymy, ze R;x 7 x w topologii wykresu 7'.
t

Wykazalismy, ze jesli « € D(T?) N D((S+R)T), to przy 3 < ¢t < 1 mamy Rz €
D(T)ND(ST)ND(RT) oraz Rx A topologiach wykresow T'i ST + RT. Stad Rx

zbiega do x w topologii wykresu T+ (ST + RT) = T+ (S+ R)T. Oznacza to, ze (6.39)
wynika z udowodnionego juz (6.41). Q.E.D.

6.5 Wyréznienie dziedziny ¥

W niniejszym podrozdziale zajmiemy sie¢ badaniem opisanych w podrozdziatach 6.2 1 6.3
dziedzin operatorowych i zwigzku miedzy nimi. Pierwszy wynik dotyczacy tych zagadnien
zawarty jest w stwierdzeniu 6.11. Naszym obecnym celem bedzie udowodnienie twierdzenia
6.28, ktore precyzuje relacje miedzy dziedzinami operatorowymi & i &. Twierdzenia tego
typu pojawily sie w literaturze po raz pierwszy w pracy [25]. Poniewaz wyniki te sa
niewielks tylko modyfikacjg przedstawionych w [25, Sect. 2| i [24, Sect. 3|, zamieszczone
ponizej dowody beda ktadly nacisk na idee lezace u podstaw tych zagadnien, nie wdajac
sie zbyt gleboko w kwestie techniczne. B

Twierdzenie 6.4 mowi, ze dla dowolnej przestrzeni Hilberta pary (R,S) € 2y stano-
wiag analityczna realizacje relacji (6.1). Z kolei punkt 1. twierdzenia 6.19 moéwi, ze jesli
(R,S) € Py, to mozemy utworzy¢ sume R + S, ktora jest operatorem domykalnym, a
jego domkniecie jest operatorem normalnym. Okazuje sie, ze wlasnosé ta w duzej mierze
charakteryzuje pary z dziedziny operatorowej &. Zauwazmy, ze poniewaz para (R, S) jest
unitarnie rownowazna parze (R, ¢RS) (punkt 2. stwierdzenia 6.13), mozemy réwnie dobrze
za punkt odniesienia przyjaé¢ teze twierdzenia 6.18.

Stwierdzenie 6.20 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R, S) € Dy. Wowczas
widma operatorow R 1 S sq sumami orbit naturalnego dziatania grupy I', na C.

DoOwOD. 7 relacji (6.3) wynika, ze:

(Phase S) R (Phase S)* = ¢R, |S|*R|S|™ = ¢ R,
(Phase R)" S (Phase R) = ¢S, |R|~*S|R|t = ¢itS.
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Tak wiec jesli punkt v nalezy do widma operatora R, to cala orbita [,y zawiera sie w
Sp R. Podobnie rzecz si¢ ma z operatorem S. Pozostaje zauwazy¢, ze widma operatoréw
normalnych zawsze maja niepuste przeciecie z C.! Q.E.D.

Stwierdzenie 6.21 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (R, S) € @H Zatozimy,
ze para (R, S) jest nieprzywiedlna (patrz wwaga 6.10). Wowczas istniejg niezerowe liczby
zespolone A1, Ao takie, ze

Sp R= /\1Fq,

Sp S = )\QFq.

DowOD. Problem jest symetryczny wzgledem zamiany R i S, wiec mozemy prowadzi¢
rozumowanie przy zalozeniu, ze widmo operatora R jest suma {0} i wiece]j niz jednej orbity
postaci zI',, gdzie z € C\ {0}. Mozemy roztozy¢ Sp R na sume I',-niezmienniczych zbioréw

SpR:AlLJ{O}UAQ

Dla i = 1,2 niech x(R € A;) bedzie rzutem spektralnym R na podzbior A; (patrz podroz-
dzial 2.2). Rzuty te sa oczywiscie przemienne z R, ale takze

(Phase S) x (R € A;) (Phase S)" = x((Phase S) R (Phase S)* € 4;)
=x(qR e A;) =x(Req¢'A) =x(R e A),

gdyz podzbiory A; sa I',-niezmiennicze. Tak samo pokazujemy, ze dla dowolnego t € R
mamy

IS|"x (R € A)|S|™" = x(R € 4)).
Rzuty spektralne x (R € A;) sa niezerowe (jesli oba bylyby réwne 0, to operator R bytby
rowny 0), a wiec w szczeg6lnosci, para (R, S) nie jest nieprzywiedlna, gdyz istnieja nieze-

rowe rzuty przemienne zaré6wno z R jak iz S (por. [14, Ch. V|). Q.E.D.

Poniewaz pomnozenie obu operatoréw R i S przez niezerowy czynnik nie zmienia istot-
nych dla nas wlasnosci sumy S + RS, w dalszej analizie bedziemy zaktada¢, ze Sp .S =T,

Ustalmy przestrzen Hilberta H inieprzywiedlna pare (R, S) € 2y i przyjmijmy oznaczenia:

Qy = S + RS
Q = @7
Q = (Qw)"

Zauwazmy, ze definicja operatora ()’ ma sens, tj. D(Q) C D(Q*). Istotnie: jesli (R,S) €
D, to @ jest normalny (twierdzenie 6.18) i D(Q) = D(Q*). Jesli za$ para (R, S) nie
nalezy do Zp, to na mocy stwierdzenia 6.25 (ponizej) mamy D(Q) = D(|S|) N D(|RS]), a

D(|S) n D(IRS|) = D(|S]) " D(ISR|) = D(5" + (RS)") € D(Q").

1Stosujemy konwencje, wedtug ktérej widmem operatora nieograniczonego jest dopetnienie zbioru re-
zolwentowego w C U {o0}.
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Uwaga 6.22 Operator )y jest domykalny na mocy argumentu podanego w dowodzie
twierdzenia 6.18. Z uwagi 6.17 wynika, ze domkniecie S + RoS jest rowne domknieciu
S+ RS. Oba te fakty byly wczesniej wykorzystywane jedynie dla par (R, S) € Py, ale sa
prawdziwe dla (R, S) € .@H, poniewaz opieraja sie na twierdzeniu 6.3.

Uwaga 6.23 Jak juz wspomnieli$my, nieprzywiedlng pare (R, S) € Py moina pomnozy¢
przez niezerowa liczbe zespolona (a nawet wystarczy rzeczywista lub liczba o module 1)
tak, aby Sp.S = I,. W $wietle definicji 6.5 i stwierdzenia 6.10 oznacza to, ze para taka
jest rownowazna parze powstalej z pary Schrédingera przez pomnozenie operatora R przez
niezerowy, liczbe.

Uwaga 6.24 Para Schrodingera dziata w przestrzeni L?(T,) i mozemy opisa¢ funkcje nale-
zace do dziedziny operatorow R i S w terminach ich wtasnosci analitycznych. Poniewaz R
i .S sa normalne, D(R) = D(|R|) oraz D(S) = D(|S|). Funkcja g nalezy do D(|R|) wtedy i
tylko wtedy, gdy funkcja v +— |v|g(7) jest catkowalna z kwadratem. Korzystajac z tego, ze
grupa (|S|™);cr jest rtéwnowazna grupie translacji na L?(R) oraz z twierdzen |7, Thm. 6.1]
i twierdzenia Paleya-Wienera w wersji podanej w |9, Sect. 7.1] mozna wykazaé, ze funkcja
[ nalezy do dziedziny |S| wtedy i tylko wtedy, gdy dlan =0,1,..., N — 1 istnieje funkcja
fn zdefiniowana na pasku {z € C: —1 < Im z < 0}, holomorficzna we wnetrzu tego paska,
taka, ze dla 7 € [0, 1]
+o0

/

—00

~ 2
fult — 27')‘ dt < const.

oraz funkcje t — f,(t — it) zbiegaja w przestrzeni L2(R) do t — f(q"¢"), gdy 7 \, 0, a
do funkcji t — f,(t — 1), gdy 7 /1. Mowimy, ze funkcja f posiada wlasnos¢ przedtuzenia
holomorficznego (patrz |25, Sect. 1]).

Stwierdzenie 6.25 Jesli Sp R # T, to operator Qq jest domknicty (a zatem Qy = Q) i
nie jest normalny.

DowOD. Korzystamy z uwagi 6.23. Mozemy utozsamic przestrzen H z L*(T,), a operator
S z operatorem opisanym w przykladzie 6.8. Wiemy, ze istnieje liczba A € C\ {0} taka,
ze Sp R = A\I,. Przy powyzszym utozsamieniu

(Rf)(v) = M f(v) (6.44)
dla f € L*(T),).
Poniewaz Sp R # I,, mamy \ ¢ I, a co za tym idzie istnieje stala ¢ > 0 taka, ze

|1+ \y| > c dla wszystkich v € T,. Stad

I+ RS = ell £l
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dla wszystkich f € D(R). Niech (f,)nen bedzie ciagiem elementow D(Qo) = D(S)ND(RS)
zbieznym do pewnego fo € LA(T,) takim, ze ciag (Qofn)nen zbiega do pewnej funkeji
g € L*(T,). Korzystajac z twierdzenia 6.3 mozemy wybra¢ ciag (f!)qen taki, ze

fo— 1 —0,

n—oo

Sfn =5 —0,

n—oo

RSf, — RSf —— 0.

n—oo

Istotnie: wystarczy wzia¢ odpowiedni ciag (f})nen z istotnej dziedziny dla rodziny wszyst-
kich zlozen operatoréow R i S.
Poniewaz dla kazdego n wektor f/ € D(RoS), mamy

IS5~ SFull < ¢ 1Quf — Qupll ———0.
Z domknietosci operatora S wnioskujemy wiec, ze [, € D(95) i
5 = Jim S5, = Jim S5,
Skoro tak, to ciag (RS f!).en takze jest zbiezny, gdyz
RSf, = Qofy, — Sty

Dlatego f, € D(RS) i

RSfy = nh_)lgo RSf = nh_)nolo RS f,..
Wykazalismy wiec, ze foo € D(S) N D(RS) = D(Qy) oraz, ze

Qofoo = 7}1_1&(5 +RS)f, = Jim Qofn = g.

Oznacza to, ze operator )y jest domkniety.
PrzejdZmy teraz do badania normalnosci operatora ()o. Wiemy, ze

Q; = (S+RS) D5+ (RS)" = 5"+ 5*R* D 5" + S oR" = S*o(I + R)*

(w drugiej rownosci skorzystalismy z faktu, ze (RS)* = S*R*, ktorego dowodzi sie tak
samo jak zwigzkow (6.4) wyprowadzonych w twierdzeniu 6.4).

Dziedzina operatora S* jest rowna D(|S]), a wiec do dziedziny S*o(/ + R)* naleza te
funkcje f z L*(T,), dla ktérych funkcja

L,oy— (1+X9)f(7)

jest catkowalna z kwadratem i nalezy do dziedziny operatora |S]|.
Aby wykazaé, ze D(Qf) jest Scisle wigksza niz D(Q)y) ustalmy m oraz t, € R takie, ze
istnieje 7 €]0, 1] takie, ze
_/\—1 _ qmqi(to—iT)
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Rysunek 6.1: Dobor parametrow m i ¢y dla liczby A. Strzalka zaznaczono poczatkowy
fragment trajektorii [0,1] 3 7 — ¢™¢"q".

(patrz rysunek 6.1). Zdefiniujmy funkcje f € L*(T,) ktadac f(¢"¢") = 0 dla k # m oraz

, 1
flg"g") = e ——=.
1 + )\qqut

Pamietajac o opisie dziedziny operatora S podanym w uwadze 6.24, nietrudno sprawdzi¢,
ze funkcja f nalezy do D(S*o(I + R)*) C D(Q5), gdyz funkcja

v (I +R)*f)(7) = 1+ ) f()

nalezy do D(S*) = D(|S]).

Z drugiej strony skonstruowana wyzej funkcja f nie nalezy do D((Q)), poniewaz, jak
wykazaliSmy w pierwszej czesci dowodu, D(Qy) = D(S) N D(RS) C D(|S]). Jest jasne, ze
f nie nalezy do D(|S]), jako ze odpowiednie przedluzenie istnieje (por. uwaga 5.4), ale nie
jest holomorficzne — ma biegun pierwszego rzedu w punkcie t =ty — 7. Q.E.D.

Stwierdzenie 6.26 Dziedzine operatora () opisuje nastepujgca relacja
D(Q) = D(Q") N D(Q"). (6.45)

DowoOD. Jesli (R, S) € Yy, to na mocy twierdzenia 6.18, () jest operatorem normalnym i
Q' = Q. W szczegdlnosci zachodzi 1éwnosé (6.45). Mozemy zatem zatozyé, ze Sp R = AL,
gdzie A ¢ T,.

Jak juz wykazaliSmy w stwierdzeniu 6.25, operator S+ RS jest domkniety na dziedzinie
D(S) N D(RS). Aby poglebi¢ analize tego operatora wykazemy, ze

D(S)N D(RS) = D(RoS).
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Istotnie: niech Dy bedzie istotna dziedzing dla rodziny wszystkich zlozen operatoréow
R,S,R*i5*. Dla f € D(S)N D(RS) istnieje ciag (fn)nen elementow Dy taki, ze

fn—>f7

n—oo

Sfn —— 57,

n—0o0

RSf, — RSY.

n—0o0

W szczegolnosci ciag (S f,)nen jest ciagiem elementow D(R) takim, ze ciag (R(Sf,))
jest zbiezny. W konsekwencji Sf € D(R), czyli f € D(RoS).

Whioskujemy wiec, ze Q = S + RoS = (I + R)oS. Teraz przejdziemy do analizy
operatora QQ*. Najprostszym sposobem wykazania, ze Q* = S*(I + R)* bedzie odwolanie
sie do wynikow pracy [30]. Rozl6zmy przestrzeni Hilberta H na sume prosta podprzestrzeni
wlasnych operatora (Ph R) (patrz podrozdziat 6.4). Na kazdej z tych podprzestrzeni mamy

neN

(I + R)oS = (Phase S) g(e™|R|)o]S],

gdzie h=Imp~!, a

27mik — 27i Re
u(r) = 1 g SR en 1

(por. (6.20)). Teraz mozemy zastosowaé punkt (2) twierdzenia 3.1 z pracy [30] i krotki
rachunek daje
Q" =S*(I+R)".

Stosujac podobne rozumowanie mozna wykazaé, ze
Q' =S(I+qR). (6.46)

Istotnie: Q' = (Q*‘DO)*, jako, ze Dy jest istotng dziedzing dla ). Dalej poniewaz na D,
mozna swobodnie zamienia¢ kolejno$¢ stosowania operatorow R i .S, mamy

Q*
i stosujac taka sama procedure znajdowania operatora sprzezonego jak przedstawiona po-
wyzej dla @, otrzymujemy (6.46).

Rozumowanie zaprezentowane w dowodzie stwierdzenia 6.25 pokazuje, ze operator 5™+
S*R* jest domkniety. Dalej tak jak w przypadku operatora () mozna udowodnié, ze S™* +
S*R* = S*o(I + R)* oraz S+ ¢ 2SR = So(I + ¢ 2R). W szczegdlnosci dziedzing Q* jest
zbior tych funkcji z L2(T,), ktére pomnozone przez v — (1+\¥) sa catkowalne z kwadratem
i maja wlasno$é przedtuzenia holomorficznego, a dziedzine Q' stanowia te funkcje z L*(T,),
ktére pomnozone przez v — (1 + A\g~27) sa calkowalne z kwadratem i maja wlasnos¢
przedtuzenia holomorficznego.

Innymi stowy dziedziny operatoréow Q* i )’ r6znig sie tym, w jakim punkcie zeruje sie
funkcja, przez ktorag mnozymy ich elementy przed przedtuzeniem holomorficznym. Ozna-
cza to, ze funkcje nalezgce do tych dziedzin musza posiada¢ wlasno$é¢ przedtuzenia me-
romorficznego z co najwyzej jednym biegunem i po przedtuzeniu musza byé¢ catkowalne

po = S*(I + R)"

Do = (I + q72R)*S*‘Do
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z kwadratem pomnozone przez v — (1 + |y|). Bieguny te moga pojawi¢ sie w jednym
miejscu dla funkcji z dziedziny Q*, a w innym dla funkcji z dziedziny Q)’. W szczegblnosci
przedtuzenia funkcji z czeSci wspoélnej tych dziedzin nie mogag mieé¢ osobliwosci.

Czescig wspolng tych dziedzin jest zatem zbior funkeji, ktore posiadajg wlasno$é prze-
dtuzenia holomorficznego i sa catkowalne z kwadratem po pomnozeniu przez v — (14 |v|).
Jest to dokladnie dziedzina operatora Q). Q.E.D.

Whiosek 6.27 Niech @ bedzie rozszerzeniem normalnym operatora (). Wowczas @ = Q.

DowOD. Mamy @* C Q*, a poniewaz D(@*) = D(@) D D(Q),

Qoo C Q.
Stad B
QC (Q*D(Q)) = Q'

a co za tym idzie B

D(Q) € D(@). (6.47)
Teraz skoro D(Q) = D(Q*) C D(Q*), na mocy (6.47) i (6.45) otrzymujemy

D(Q) € D(Q).
Jako, ze @ jest rozszerzeniem (), oznacza to, ze @ = Q. Q.E.D.

Teraz mozemy podsumowaé stwierdzenia 6.26, 6.25 i wniosek 6.27 w postaci nastepu-
jacego twierdzenia.

Twierdzenie 6.28 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech para (R, S) € 7 bedzie
nieprzywiedina © znormalizowana tak, ze SpS = I,. Wowczas nastepujgce warunki sq
TOWNOWaAZNE:

1. operator R+ S posiada normalne rozszerzenie,
2. operator R+ S jest normalny,

3. (R,S) € Zy.

DowOD. Tak samo jak w dowodzie punktu 1. twierdzenia 6.19 mozemy podstawi¢ pare
(So, Ro) = (RS™1,S) we wniosku 6.27 i otrzymamy implikacje 1.=2. Wynikanie w prze-
ciwng strone jest oczywiste. Dalej z punktu 1. twierdzenia 6.19 wynika, ze 3. pociaga
za sobg 2. 7 kolei stwierdzenie 6.25 moéwi, ze 1.=2. Poniewaz 1. i 2. sg r6wnowazne,
otrzymujemy roéwnowazno$¢ wszystkich trzech warunkow. Q.E.D.



Rozdzial 7

Nowe deformacje grupy ,,az + b’

Konstrukcje deformacji grupy ,,az + b’ dla nowych wartosci parametru deformacji ¢q roz-
poczniemy od zdefiniowania dziedziny operatorowej pelniacej role przestrzeni grupy.

Definicja 7.1 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (a,b) bedzie parq domknietych
operatorow dziatajgcych w H. Dziedzine operatorowq ¢ definiujemy nastepujgceg rowno-
wWaznosciq:
operatory a 1 b sqg normalne,
Spa,Spb CT,, kera = {0},
((a, b) € %H> = (Phasea) b(Phasea)” =qb | . (7.1)
oraz |al"bla| ™" = ¢"b
dla wszystkich t € R

Uwaga 7.2 Niech H bedzie przestrzenig Hilberta i niech (a,b) € 4. Woéwczas operator
a zachowuje rozklad przestrzeni H na sume prosta H = kerb @ (ker b)L. Oznacza to, ze
mozemy rozlozy¢ pare (a,b) na sume prosta par (ag,0) i (a1, by), przy czym (ag,0) dziata
w przestrzeni kerb, a (ay,b;) dziala w (kerb)". Piszac Hy = kerb oraz H; = (kerb)" i
korzystajac z definicji 6.5 i z elementéw dowodu stwierdzenia 6.11 otrzymujemy

H = Hy & Hy,
a=ay®a, b=0by,
Spay CT,, keray = {0},

(bl,a1)€9H1

((a, b) € %) =

7.1 Operator multyplikatywny unitarny

~

Lemat 7.3 Niech H i K bedg przestrzeniami Hilberta i niech (a,b) € 9y oraz (a,b) € Y.
Wowczas zachodzi nastepujgcy zwigzek pomiedzy operatorami na K ® H:

o~ o~

X@aILLI®a) (b)) =0b®a)x(@xI,I®a). (7.2)

67
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DowOD. Z definicji 7.1 wynika, ze

~

X(@,7)b = 10x(@,7) (7.3)

dla wszystkich v € I,.

Rozwazmy teraz operatory b® a, a ® I oraz I ® a. Wszystkie one sg stowarzyszone
z C*-algebrg K(K) @ Co(T,) C B(K ® H), gdzie algebre C(T,) zanurzamy w B(H)
morfizmem

Co(ly) 3 f +— f(a) € B(H).

Na mocy stwierdzenia 7.20
x@®I,I®a) e M(K(K)® Cx(T},)).

Poniewaz x jest elementem odwracalnym, mamy

o~

x@e LI®a)bel) n LK) © Cx(l),

~

ba)x@xl,I®a) n K(K)® Cyx(T,)

(patrz [24, Example 2]). Wiadomo (|28, wzor (2.6)]), ze zbiér elementow stowarzyszonych
z K(K) ® C(L,) jest rowny zbiorowi funkeji z I, w zbior elementéw stowarzyszonych z
K(K), tj. zbior wszystkich domknietych operatorow dzialajacych w K, ciaggltych w topo-
logii zbieznosci niemal jednostajnej (|28, Sect. 2]). W szczegélnosci aby wykazaé rownosé
dwoch elementow stowarzyszonych z IC(K) ® Co(T,), wystarczy poréwnaé¢ wartosci odpo-
wiadajacych im funkcji. Niech &, bedzie funkcjonatem ewaluacji:

Coo(ly) 3 f— f() € C.

Dla dowolnego v € I, mamy

o~

(ide &)@ L Toabe ) =x@ b,

~

([d®&)boax@e 1o a) =bx(@,n),

co na mocy (7.3), oznacza, ze obie strony (7.2) sa réwne. Q.E.D.

Stwierdzenie 7.4 Niech (a,b) € 9y i niech ker b = {0}. Wowczas operator unitarny

W=F0b laxb)x(b'®I,Ia) (7.4)
spetnia
W )W*=a® a, (7.5)
Wh )W =a@b+b® 1. '
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DowoD. Mamy (a,b™') € Py, wiec kladac @ = b™!, b = a otrzymujemy (@, b), (a,b) €
“y. 7 lematu 7.3 dostajemy wzor

X0 '@ LI®a)(ax b '®I,I®a)"=a®a.

Dalej korzystajac z faktu, ze (b,a) € Yy nietrudno sie przekonac, ze a ® a jest operatorem
mocno przemiennym z b~'a ® b. Oznacza to, 7e
W )W*=F,0blab)x(bla® [, I®a)(a )x(b*®I,1®a)T,(b"ta®b)*
=F,(b'®b)(a®a)F,(b'a®b)*

=a a.

Dla dowodu drugiego ze wzoréw (7.5) zauwazmy, ze para (R,S) = (b® [,a®b) € Dugnu.
Poniewaz b @ I komutuje z x(b™' ® I, I ® a), korzystajac ze wzoru (6.32) otrzymujemy

WhIW*=F,0b0la@b)x(b'@[LI®@a) (b )x(b*®I,I®a)TF, (b la®b)*
=F,(bla®b)(b® IF,(b~'a® b)*
=F,(R7'S)RE,(RS)" = S+ R

=a®@b+b® 1.

Q.E.D.

Stwierdzenie 7.5 Niech H i K bedq przestrzeniami Hilberta i niech (a,b) € Yy, przy

~

czym ker b = {0} oraz niech (a,b) € Y. Wowczas operator W dany przez (7.4) oraz

o~

V=Fbobx@el,la)cB(K®H) (7.6)

spetniajg
Wa3Vig = VigVizWas (7.7)

w przestrzent K @ H ® H.
DOwWOD. korzystajac ze wzoréw (7.5) mamy

WasVis Wy = (I®W)(Fq(/5® I) ®])(I®W)*
xIoW)(x@eLI®a®I)IoW)
—F,(0®@eb+be))y@o Il Ioaa).

Teraz
x@RI®[LI®awa)=x@IR[LI®ax)x@xI®I,I®I®a),

poniewaz funkcja y jest bicharakterem na [,.
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Rozwazymy teraz dwa przypadki. Jesli b= O,toV=x@a®l,I®a)i

WayVisWas =x(@®@1® 1,1 ®a®a)
=x@RILI®a (@RI, I®®a)
= Vi2Vis.

~

Jesli ker b = {0}, to (b,a) € Pk i mozemy rozwazaé pare
(R,S)=0b@b®,b®a®b) € Dxonsn. (7.8)

Z lematu 7.3 wiemy, ze

o~ A~

bax@el,I®a)=x@axl,I®a)(bx ),
a co za tym idzie
boaob)x@RILI®ax])=x@R I Ioax(boIob)  (7.9)
Stosujemy wzor (6.33) do pary (7.8):
F,bo(@obibel)=Fboeobibobol)=F0b0b F,(b0aeb).
Podsumowujac otrzymujemy

WasViaWsy =F,(b© (a@ b+ b D))x(@@ 10,1 ®a® a)
—F,(bo@ebtbe))x@eloLlgco D@0, 101 a)

—Fbeb F,b0a2b)x@2 0L I10ax )x@10 1,101 a)

o~ o~

=Fb0b)x@IQLIoa@)F,bIb)x@®I®I,I®IRa)
= Vi2V13.

gdzie w przedostatniej rownosci skorzystalismy ze wzoru (7.9).

W przypadku ogdélnym dokonujemy rozkladu przestrzeni K ® H ® H na sume prosta
(ker b H® H) S5) (K(b #0)® H® H) i w kazdym ze sktadnikéw wyprowadzamy wzor
(7.7) oddzielnie. Q.E.D.

~

Podstawiajac w stwierdzeniu 7.5 K = H i (a,b) = (b~',b7'a) (korzystamy tu z twier-
dzenia 6.14), otrzymujemy V = W. W konsekwencji dostajemy nastepujacy wniosek:

Whniosek 7.6 Operator W wprowadzony wzorem (7.4) jest operatorem multyplikatywnym
unitarnym w sensie [4].

Do konstrukcji grupy kwantowej potrzebne sa dodatkowe wlasnosci operatora W. Wta-
snoécig, ktéra umozliwi nam konstrukcje deformacji grupy ,,az + b’ bedzie modularnosé

(120])-
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Lemat 7.7 Niech H i K bedg przestrzeniami Hilberta i niech a oraz a bedg domknie-
tymi operatorami dziatajgcymi odpowiednio w K 1 H. Dla dowolnej ograniczonej funkcji
borelowskiej na Spa x Sp a i wszystkich z,x € K, u,y € H mamy

Foulf@ el I®adzey)=(oulf@®l,I®a)|zy). (7.10)
DowOD.  Wrzér (7.10) jest oczywisty dla funkcji postaci f(z1, 22) = f1(21) fa(22):
(rRu|f@e®I,I®a)|z®y)
=(z@u|fi(@®1)fa(I®a)|z®y)

= (:U®U‘(f1(a) ® 1) ([®f2(a))‘z®y)
= (fi(@)*z[z) (ul fo(a)y)

Dla dowolnej funkcji f korzystamy z ciaglosci i liniowoSci obu stron (7.10) wzgledem f.
Q.E.D.

~

Stwierdzenie 7.8 Niech H i K bedg przestrzeniami Hilberta i niech (a,b) € 9y, (a,b) €
Y. Zaldzmy takze, ze kerb = {0} i kerb = {0}. Przyjmijmy oznaczenie Q) = |a| i niech
r,z€ K, u€ D(Q) orazy € D(Q™Y). Zdefiniujmy réwniez funkcje ¢, : T, — C wzorami

~

o(y) = (x®u‘x(b®b,v)x(ﬁ@],]@a)‘z@y),

7.11
b(y) = (z ® Qu\x(—ﬁr ® qa~'b,7)x(@" ® I,1® a) ‘f ® Q—ly) . (7.11)

Wowczas

L. (y) = a(y)yIx(=1,7)¢e(y),

2. jesli x € D(/l;il), u € D(b*1oQ*?) iy € D(Q*?) dla wszystkich mozliwych kombinacyi
znakow, to ¢ i ¢ nalezq do przestrzeni .7 (T,).

DowOD. Ad 1. Poniewaz (a,b) € Yy i Q = |a|, mamy

(T2 Q )(~b" ®qa™'b)(I® Q") = ¢ "(~b" ®qa™'b)
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(patrz relacje (6.3)). Po zastosowaniu do obu stron powyzszego rownania funkcji 7/ +—
x(7',7) otrzymujemy

(I®Q ")x(~bT ®qa'b,7)(I ® Q")
= x(¢"(~b" @ qa~'b),7)
X

» B (7.12)
(¢, 7)x(~bT @ ga~'b,~)

Pamietamy, ze Q komutuje z a, a co za tym idzie (I ® Q%) komutuje z (@' ® I, ® a).
Stad

(E ® Q%u

_ <5 ® u‘ (I Q " )x(=b" @ qa™'b,7)x(@" @ [,1 ® a)(I ® Q")

M(=DT @ ga b, )x(@" @ 11@a)|70 Q'y)

T y)
= (z ® u‘ (I®Q ")x(-b" ®ga~'b, 1) (I ® Q")x(@" ® 1,1 ®a) ‘f ® y)

=l (Feul(—bT @ ga b )x(@ @ L T@a)|zey)

Dokonujac przedhuzenia holomorficznego do punktu ¢ = ¢ otrzymujemy

(2@ Qux (0T @qa b @ @ I8 0) 7@ Q1Y)

=l (Fo U/ © @b )x@ e LIa|Foy).

Zauwazmy, 7e

X(—=b" @ qa='b,7) = x(=1,7)x(b" @ ga~'b, )
X(=1,7)x(b" @ I,7)x(I © qa~"b,7)
=x(=1,7

,1)x(0,7)" @ x(ga™"b, 7).
Mozemy zatem kontynuowaé przeksztalcenia
(5 ® Qu‘x(—/b\r ® qa"th,y)x(@" @ I,I ® a) ‘E ® Q71y>

= hix(=19) (Feu| (XG0T @ x(@a b)) x@ @ LIea|[Toy)

o~

= |vIx(=1,7) (X(b, 7)z @ x(qa~'b, ) *u

@ el IeaTey)

= hx(=1,7) (v @ x(ga™'b,7) u|x(@® 1,1 @ a)|x(b, 1)z @ ) |
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gdzie w ostatniej rownosci skorzystaliémy z lematu 7.7. Dalej
(E ® Qu‘x(—/b\r ®qa"tb,y)x(@"' @ I,I® a) ‘E ® Q71y>
= 1Ix(=1,7) (x ®u‘ (T®x(ga™'b,))x@® 1,1 @ a)(x(b,7) @ I)‘z® y)
= hix(=1,9) (z @ u|(I & x(ga b )@@ LI ax (B [,7)|z2y).
Na mocy lematu 7.3 ostatnie wyrazenie jest rowne
(=19 (z@u| (1 © x(aa b)) xb @ aNx@® LIS a)|: 0 y).

Potézmy R = I ® qa™'b, S = b ® a. Nietrudno sprawdzié¢, ze wowczas (R, S) € Pxgnu-
korzystajac ze wzoru (6.9) mamy

o~

x(qa™b,7)x (b ® a,v) = x(R, 7)x(S,7)
a(y)x(¢"'RS,7)

o~

a(y)x(b® b, 7).

Uwzgledniajac te informacje otrzymujemy
(5 ® Qu‘x(—?r ®qath,y)x(@' @ 1,1 ®a) ‘f ® Q_1y>

=a(y)|y|x(~=1,7) (x ® u‘x(/b\® b,7)x(@® I,I®a)‘2 ®y) ;

co koriczy dowod punktu 1.
Ad 2. Aby uprosci¢ dalsze rozumowanie, na poczatek udowodnimy kréotki lemat natury
technicznej:

Lemat 7.9 Niech f bedzie funkcjg na R takq, ze t — e f(t) posiada przedtuzenie holo-
morficzne do ograniczonej funkcji na pasku {z € C : =1 <Imz < 1}. Wowczas f € L (R).

DowOD LEMATU 7.9. f jest oczywiscie funkcja klasy C'*° na R. Dalej mozemy wyrazi¢ f
jako

f(t) = e u(t),
gdzie u jest funkcjg ograniczona. Ustalmy ¢, € R. Mamy

f(’“)(to):k—!, % [z d=

2mi (z — to)F+1
l=—tol=3%

W szczegdlnosci

[FP(to)] <2kt sup [e™| sup [u(z)] < const. -7,

lz—tol=4 lz—tgl=4

=
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a wiec wszystkie pochodne f daza do 0 przy t, — oo szybciej niz odwrotnos¢ dowolnego
wielomianu. Przedstawiajac f jako f(t) = e'w(t), otrzymamy takie samo zachowanie
pochodnych dla ty — —oc. Q.E.D.

Teraz mozemy przystapi¢ do dowodu punktu 2. Postepujac tak samo jak przy wypro-
wadzaniu wzoru (7.12), otrzymujemy

IT@Q " )x(b@by)(I®Q") =y "x(b®b~)
dla wszystkich v € T, i wszystkich ¢ € R. Stad
(x ® Q%u

— b7 (e u[xGobNEe LI 8y) = bl ().

o~

b yx@elIoa)|:o Q")

Jedli dokonamy przedluzenia holomorficznego do punktu ¢t = £2i, dostaniemy
(r2 Q*2uxbe by x@R LT a)|:© Q™) = ().
Podstawiajac v = ¢*¢" otrzymamy
eﬂ”m”_l(p(qkq”) = (:c ® Qﬂu‘ (Phase6® b) \3@ b*x(@®I,I® a) ‘z ® Qny) .

7 zalozen o wektorach z, y oraz v wynika, ze z ® Q*%u € D(/b\® b), a co za tym idzie
funkcje ) ‘
t e$2t Imp © (qqut)

posiadaja przedluzenie holomorficzne na pasek {z € C : —1 < Imz < 1} i przedluzenie
to jest w tym pasku ograniczone. Na mocy lematu 7.9, funkcje t — ¢(¢*¢") naleza do
przestrzeni . (R), czyli ¢ € Z(T,).

Ze wzoru z punktu 1. widzimy, ze funkcje
t — (q"q")

s gladkie oraz, ze t — =/ )(¢¥¢") posiadaja ograniczone przedtuzenie holomorficzne
na pasek {z € C : —1 < Imz < 1} i korzystajac ponownie z lematu 7.9, dostajemy
v e L(T,). Q.E.D.

Stwierdzenie 7.10 Niech f ¢ g bedq ograniczonymi funkcjami borelowskimi na T,.
Oznaczmy przez [ i g ich odwrotne transformaty Fouriera (f i g traktujemy jako dys-
trybucje temperowane na T,):

f(y) = / 70X 7) dh(7),

(7.13)
9(7) = / 30X, dh().

Iy
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Zatozmy, ze dla prawie wszystkich v € T,

F(v) = a()yIx(=1,7)g9(7). (7.14)
Wtedy dla Q) oraz x, z,u,y takich jok w stwierdzeniu 7.8 mamy

(x@u‘f(li}@b,*y)x(ﬁ@[,[®a)‘z®y)

— (20 Qulg(-3" @qa )@ @ LIea)|TeQ ). (7.15)

DowOD. Przypuéémy, ze wektory x, z, u,y spelniajg warunki z punktu 2. stwierdzenia
7.8. Wtedy funkcje (7.11) naleza do przestrzeni .7 (I,). Mozemy zatem korzystaé¢ z teorii
transformaty Fouriera. Ze wzorow (7.11) i (7.13) wynika, ze

(zeulfebnx@slioa)|:0y) ah(),

Iy
(FoQulg(-bT @ b(@ e LIsa)|Fe Qly) = / 300 () dh().
Ty

Z punktu 1. stwierdzenia 7.8 i rownosci (7.14) natychmiast wynika, ze prawe strony po-
wyzszych wzoréw sg réwne, co pokazuje prawdmwosc (7. 15) dla x,z,u i y spetniajacych
wspomniane warunki. Dalej zauwazmy, ze zbior D(b) N D(b 1) jest gesty w K, natomiast
z twierdzenia 6.3 wynika, ze przestrzenie

D(boQ*) N D(bo@Q )N D(b" o@Q*) N D(b~1oQ?)
oraz
D(@Q*)ND(Q™?)

sg istotnymi dziedzinami odpowiednio dla Q i Q. Oznacza to, ze réwnosé¢ (7.15) zachodzi
dla wszystkich x € K, z € H, u € D(Q) oraz y € D(Q™1). Q.E.D.

Przypomnijmy definicje modularnego operatora multyplikatywnego unitarnego:

Definicja 7.11 ([20]) Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta. Operator mutyplikatywny
unitarny W € B(H ® H) nazywamy modularnym, jesli - istniejq dodatnie, samosprzezone

opemtory Q1 Q dziatajgce w H oraz operator unitarny We B(H ® H) takie, ze ker Q =
kerQ = {0},
WQReQW =Q®Q (7.16)
oraz
(x@u|Wlz@y) = (§®QU‘W‘T® Q*1y> (7.17)

dla wszystkich v,z € H, u € D(Q) iy =€ D(Q™).



76 7 NOWE DEFORMACJE GRUPY ,,az + b’

~

Twierdzenie 7.12 Niech H i K bedq przestrzeniami Hilberta i niech (a,b) € 9y, (a,b) €
Y. Zatoimy, ze kerb = {0} oraz kerb = {0} i oznaczmy Q = |a|. Niech V bedzie
operatorem wprowadzonym wzorem (7.6) i niech

V=F(-b" ®q 'b)x@ ®1,1®a).
Wéwczas dla wszystkich v,z € K, y € D(Q™') oraz u € D(Q) mamy

(x@u|V]z@y) = (§®Qu‘\~/‘f®@_ly> )

DOWOD. Zastosujemy stwierdzenie 7.10 do funkcji f = F, i g = F,. Musimy sprawdzi¢,
ze spelnione sg zalozenia stwierdzenia 7.10. Wniosek 5.22 moéwi nam, ze
f(,}/) — _Fq(_q2) X(_q727 7)7
2rp (L =7)F,(=¢*7)

Poniewaz ¢ = f, mamy

F,

39) = Fir) = B x(=a ) =07

2mp F,(=¢*y)y

(skorzystalismy z faktu, ze x(7/,7™') = x(v,7)"" oraz z tego, ze funkcje F, i x maja
wartosci w S1). Obliczamy

M:F—QQEI_—WF—Q F (—g2y1) 51
o) . (=a%) pv_lq(qv)q(qv)v

Stosujac kolejno wzory (5.19), (5.31), (5.10), (5.7) oraz (5.9) otrzymujemy

IFq (_V)Fq (_q2771) 771

= —F,(—¢*) % Coa(=g Ha(y) (X(_Clz, e

= Ra) % Gal= e 7)7;(—1, 7)

— 5= 2 Cal- el e
= R G
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Podstawiajac v = —1 we wzorze (5.31) i korzystajac ponownie z (5.20) dostajemy

C:za(_q_l) = Fq(_l)Fq(_qz) = ?Fq(_qz)za
a stad R
f(v) = a(@)yIx(=1,7)g9(7).
Teraz nasza teza wynika ze stwierdzenia 7.10. Q.E.D.

Wnhiosek 7.13 Operator W dany przez wzor (7.4) jest modularnym operatorem multypli-
katywnym unitarnym.

DowOD.  Wiemy, ze W jest operatorem multyplikatywnym unitarnym (wniosek 7.6). Da-
lej podstawiajac K = H, @ = b= i b = b~'a w twierdzeniu 7.12 dostajemy operator
unitarny W e B(H ® H) i dodatni, samosprzezony operator Q dziatajacy w H taki, ze
ker Q = {0} i zachodzi wzér (7.17). Pozostaje wskaza¢ dodatni, samosprzezony operator Q)
dzialajacy w H taki, ze ker Q = {0} i spelniony jest zwiazek (7.16). Korzystajac z relacji
(6.3) nietrudno sprawdzi¢, ze operator @ = |b| spelnia wszystkie powyzsze wymagania.
Q.E.D.

7.2 Relacja stowarzyszenia i funkcje specjalne
Niniejszy podrozdzial poswiecony jest przedstawieniu dowodéw nastepujacych twierdzen:

Twierdzenie 7.14 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, T operatorem normalnym w H
takim, ze SpT C T, i niech A C B(H) bedzie niezdegenerowang C*-podalgebrq. Wiowczas
nastepujgce warunki sq rownowazne

1. Dla kazdego v € T, operator unitarny F,(yT) nalezy do przestrzeni M(A), a ponadto
odwzorowanie B
[, 57— F,0T) e M(A)

jest ciggte w topologii strict;
2. operator T jest stowarzyszony z A.

Twierdzenie 7.15 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, T' operatorem normalnym w H
takim, ze kerT = {0} oraz SpT C T, i niech A C B(H) bedzie niezdegenerowang C*-
podalgebrqg. Wowczas nastepujgce warunk: sq rownowazne

1. Dla kazdego v € T, operator unitarny x(T,~) nalezy do przestrzeni M(A), a ponadto
odwzorowanie
[, 57— x(T\v) € M(A)

jest ciggte w topologit strict;
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2. operatory T i T~ sq stowarzyszone z A.
Na poczatek udowodnimy prosty lemat.

Lemat 7.16 Niech A i B bedg C*-algebrami i niech m € Mor(B, A). Wdowczas rozsze-
rzenie m do x-homomorfizmu M(B) — M(A) jest ciggle w topologii strict na zbiorach
ograniczonych.

DoOwOD. Niech (f))xea bedzie ograniczonym ciggiem uogdlnionym elementow M (B)

zbieznym w topologii strict do t € M(B). Wybierzmy x € A. Mamy pokaza¢, ze

m(ty)z S 7(t)r w A. Ustalmy € > 01 wezmy b € B oraz a € A takie, ze ||¢(b)a—z|| < e.
S

Dalej ustalmy A\ € A takie, ze dla wszystkich A > \g mamy |[|t,b — tb|| < ||a||"'e. Wtedy

[m(tx)m(b)a — m(t)m(b)al| = [|x(trb)a — m(tb)all
< |lm(txb) — w(tb)|[[|all
< ([0 — b [lall < e,
gdyz norma *-homomorfizmu C*-algebr jest zawsze nie wieksza niz 1. Dla takich A mamy
[ (tx)z — w(t)a]| < [lw(tr)z — w(E)m(b)all
+Hw(E)m(b)a — w(t)m(b)al
+7(t)m(b)a — m(t)x]]
< sup [ (ty)|[l|lz — 7w (b)all
A€A
+Hw(E)m(b)a — w(t)m(b)al
+Hr@[llz — x(b)al
< (2sup [|ta]| + 1)e,
AEA

co przy dowolnosci x i € pokazuje, ze

r(t) s 70

w topologii strict. Q.E.D.

Twierdzenia 7.14 i 7.15 sa bardzo podobne i ich dowody wykorzystuja to samo rozu-
mowanie. Jest ono oparte na pojeciu C*-algebry generowanej przez kwantowa rodzine
operatoréw stowarzyszonych:

Definicja 7.17 ([28]) Niech B i C bedg C*-algebrami i niech F bedzie elementem stowa-
rzyszonym z C'® B. Powiemy, ze I’ generuje B jesli dla dowolnej niezdegenerowanej repre-

zentacji ™ algebry B w przestrzeni Hilberta H i dowolnej niezdegenerowanej C*-podalgebry
A C B(H) mamy

(((id ®m)F)n(Ce® A)) — (7? € Mor(B, A))
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Rozwazmy przemienng algebre C,(T,). Funkcja dwoch zmiennych

r

pj

(") — F (1) € 8

q 2
(Tq)). Przyjmijmy oznaczenie

F(v,7") =F,(v/).

Stwierdzenie 7.18 Algebra 900(Fq) jest generowana przez kwantowq rodzing elementéw
stowarzyszonych F € M (C(T,) ® Coo(T,)).

X
jest elementem M (Coo(T,) ® Coo

DowoD.  Skoro F € M (Cw(I,) ® Cw(T,)), odwzorowanie
fq 39— F(’Yv ) € M(Coo(fq))

jest ciagle w topologii strict (patrz [28, Sect. 2]). W szczegélnosci dla dowolnej funkcji
¢ € L'(T,) mozemy rozwaza¢ catke
[ Fouetdnt € M(Cw(T).

Iy

Korzystajac z asymptotycznego zachowania F,(v) ~ a(q~'v) nietrudno jest wykazaé, ze
funkcja

Fp:T,379 — /F(%v')w(’v) dh(7) (7.18)

nalezy do C(T,). Pokazemy, ze rodzina funkcji {F(v, )}, rozdziela punkty T,. Istotnie:

_ vely
przypu$émy, ze dla pewnych v, € [, mamy

F(y,m) = F(7,72)
dla wszystkich v € T,. Oznacza to, ze
F,(yn) =E () (7.19)
dla wszystkich v € T,. W szczegolnosci dla v = g¢~* (¢t € R) mamy
F, ™ (t) = F,(qq"m) = F, (99" 2) = F,7 ()

dla wszystkich ¢ € R. Dokonujac przedtuzenia holomorficznego do punktu ¢t = —¢ i korzy-
stajac z (5.21) otrzymujemy

(I +7)E (1) = (1 +72)F,(12),

co na mocy (7.19) oznacza, ze v, = 7.
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Wynika stad, ze rodzina funkcji {F, : ¢ € L'(T,)} takze rozdziela punkty T, (wy-
starczy rozwaza¢ funkcje przyblizajace miary skupione na pojedynczych punktach v € T,.
Na mocy twierdzenia Stone’a-Weierstrassa zastosowanego do jednopunktowego uzwarcenia
przestrzeni [, *-algebra generowana przez funkcje postaci (7.18) jest gesta w Cwo(T,).

Rozwazmy teraz przestrzeni Hilberta H i reprezentacje m € Mor(Coo(T,), K(H)). Przy-

q

pusémy, ze dla pewnej niezdegenerowanej C*-algebry A C B(H) mamy
(ld@7)F) € M(Cx(T,) @ A).

tzn. ((id®m)F) jest funkcja na T, o wartosciach w M(A), ciagla w topologii strict. Funkcja
ta dana jest przez B
L, 27+ m(F(v,-) € M(A)

Dla ¢ € L(T,) oznaczmy funkcjonat

CoolT) 5 f / F(0) () dh()

symbolem w,. Woéwczas
T(Fp) = 7((w, ®id)F) = (w, ®id)((id @ 7)F) € M(A).

Poniewaz x-algebra generowana przez elementy {F, : ¢ € L(T,)} jest gesta w Cu(T,),
widzimy, ze

7(Cwe(T))) € M(4)

Pozostaje wykaza¢, ze zbior m(Cso(L,)) A jest liniowo gesty w A. Wykorzystamy do tego
fakt, ze F' jest unitarnym elementem M (Cu(T,) ® Coo(L,)). Wynika stad, ze (id @ 7)F
jest unitarnym elementem M (Co(T,) ® A). W szczegélnoci zbior

{((dem)F)(fow): f€Cx(T,), €A} (7.20)

jest liniowo gesty w Cy(T,) ® A. Zauwazmy dalej, 7ze dla dowolnego funkcjonatu w €
Cx(I},)* mamy

(w@id)[((([dem)F)(f@z)] = x[(weid)(F(f ® I))]z.
W szezegolnodei dla p € LY(T,)
(we @1d)[((([d @ m)F)(f ® 2)] = 7 [(wpy @ 1d)F|z € 7(Coo(T,)) A.

Dla danego y € A wezmy ciag (¢n)neny kombinacji liniowych elementéw zbioru (7.20)
zbiezny do I ® y oraz unormowang, dodatnia funkcje ¢ € L'(T,). Wtedy ciag elemen-
tow

(w, ®id)(gy,) € W(COO(FQ))A
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jest zbiezny do y, co pokazuje, ze m € Mor(Co(L,), A). Q.E.D.

Mozemy teraz udowodnié¢ twierdzenie 7.14.
DOWOD TWIERDZENIA 7.14. Dla fy € Coo(T,) niech

m(fo) = fo(T).

Woéwczas 7 jest niezdegenerowana reprezentacja Coo(T,) w H, tj. 7 € Mor(Cw(T,), K(H)).
Funkcja tozsamogciowa f(7) = v dla wszystkich v € T}, jest elementem stowarzyszonym z
C(T,) i mamy

m(f)="T. (7.21)

,1. = 2.7 Ciagglos¢ i ograniczono$¢ odwzorowania
[,>v+—TF,(1T) € M(A)
oznacza doktadnie tyle, ze
(idom)F e M(Cx(,) ® A),

gdzie F jest elementem M (Coo(T,) ® Co(T,)) zdefiniowanym w dowodzie stwierdzenia 7.18.

Poniewaz F' generuje algebre Coo(T,), mamy m € Mor(Cs(I,), A) i na mocy (7.21),

T =x(f)nA.

»1. < 2.7 Algebra C, (T,) jest generowana przez element f 17 Cy(T,), gdzie f(v) = v
dla wszystkich v € T,. Jegli wiec

m(f)=TnA,
to m € Mor(Cw(I,), A). Nietrudno sie przekonac, ze dla v — 7o w I, funkcje

[, +—TF,(yy)eC
tworzg ograniczony ciag zbiezny niemal jednostajnie do
fq > ’7/ — Fq (70’7/) eC

Dla funkcji ograniczonych zbieznos§é niemal jednostajna pokrywa sie ze zbieznoScig w to-
pologii strict, a wiec na mocy lematu 7.16, zbieznos$¢ ta nadal ma miejsce po zastosowaniu
morfizmu 7. Innymi stowy odwzorowanie

L, 27— F(WT) € M(A)

jest ciagle w topologii strict. Q.E.D.

Zanim przystapimy do dowodu twierdzenia 7.15, zajmiemy sie funkcja

L, xT, 3 (7,7) — x(7,7) € S".
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Funkcja x jest elementem M (C.(T,) ® Co(L,)). Wyreprezentujmy algebre Co (I,) w prze-
strzeni Hilberta H = L?(T,) przez operatory mnozenia. Wtedy y jest unitarnym elementem
B(H ® H). Zauwazmy, ze jesli zdefiniujemy U € B(H ® H) przez

Ug)(7:7) = 9,7

dla wszystkich ¢ € H ® H, to U jest porecznym operatorem multyplikatywnym unitarnym
(patrz [29]), a x jest operatorem przystosowanym do U (adapted unitary w terminologii

[29]):

Uszxi2 = X12X13Ua3.

Nietrudno sie przekonaé, ze zbior
{<1d ® w)X* = B(H>*}domkniqcie w normie

jest rowny obrazowi C(I,) przy zanurzeniu w B(H). Punkt 6. twierdzenia 1.6 z pracy
[29] daje nam nastepujace stwierdzenie

Stwierdzenie 7.19 Algebra C(L,) jest generowana przez kwantowq rodzine elementow
stowarzyszonych x € M(C(T,) ® C(T,)).

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu twierdzenia 7.15.
DowOD TWIERDZENIA 7.15.Dla fy € C(I,) niech

m(fo) = fo(T).

Wowczas 7 jest niezdegenerowang reprezentacja Coo(I,) w H, tj. m € Mor(C(L},), C(H)).
Funkcje f i g dane przez
fo) =,

gy =" (7.22)

dla wszystkich v € T, sa elementami stowarzyszonymi z C..(I,) i mamy

1) =T,

o(T) = T-1. (7.23)

»,1. = 2.7 Ciaglos¢ i ograniczono$¢ odwzorowania
[, 37— x(T,v) € M(4)
oznacza dokladnie tyle, ze

(idem)y € M(Cxo(l,) ® A),

Poniewaz y generuje algebre Co.(T,), mamy 7 € Mor(C4(T,), A) i na mocy (7.23),

T=f(T)nA,
T~ =g(T)nA
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»,1. < 2.7 Algebra C(T,) jest generowana przez elementy f, gnC(I,), dane przez
(7.22). Jesli wiec
m(f)=TnA,
m(g) =T7"nA,

to m € Mor(C([},), A).

Nietrudno sie przekonaé, ze dla v — vy w I,, funkcje
I35 +—x(y,7)eC

tworzg ograniczony ciag zbiezny niemal jednostajnie do
I, 29— x(7,7) € C.

Dla funkcji ograniczonych zbieznos$¢ niemal jednostajna pokrywa sie ze zbieznosciag w to-
pologii strict, a wiec na mocy lematu 7.16, zbiezno$¢ ta nadal ma miejsce po zastosowaniu
morfizmu 7. Innymi stowy odwzorowanie

L, 57— x(T,7) € M(A)

jest ciagle w topologii strict. Q.E.D.

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta i niech 77,75 beda mocno przemiennymi operato-
rami normalnymi dziatajacymi w H takimi, ze Sp T}, Sp T C T, oraz ker T} = ker T, = {0}.
Rozwazmy przemienna C*-algebre C, (I, xT,). Jest ona generowana przez cztery elementy
stowarzyszone f1, g1, f2, g2 zdefiniowane wzorami

fil(y1,72) = M, g1(m,72) = 71_1,
f2(’717’72) =72, 92(’71772) ="

(por. [28]). Rozwazmy teraz odwzorowanie
7 Ou(L, x T,) 3 f — f(T1,Ty) € B(H).
7 jest niezdegenerowang reprezentacja Coo ([, x I',) w H. Jest jasne, ze

7(f1) =11, m(g) = TP,
m(fo) =T,  m(go) =T5"

Niech A bedzie niezdegenerowang C*-podalgebra w B(H) i przypusémy, ze T;, T, ' n A dla
i =1,2. Wowczas m € Mor(Cwo (I, X I,), A) i w konsekwencji

f(Th, Ty) € M(A)

dla dowolnej funkeji f € M(Cw (T, x I,)) = Cy(T, x I,). Udowodnilismy wiec nastepujace
stwierdzenie:
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Stwierdzenie 7.20 Niech 11, T, bedg mocno przemiennymi operatorams normalnymi dzia-
tajgcymi w przestrzeni Hilberta H 1 niech A bedzie niezdegenerowang C*-podalgebrq w
B(H). Zatéimy, ze SpTy,SpTy C T, ker Ty = ker Ty, = {0}, oraz ze operatory Ty, T, *, Ty
i Tyt sq stowarzyszone z A.  Wowczas dla dowolnej funkcji f € Cu(T, x T,), mamy
f(1,T3) € M(A).

Na koniec niniejszego podrozdziatu podamy twierdzenie méwiace o algebraicznych kon-
sekwencjach relacji komutacyjnych rozwazanych w rozdziale 6 w kontekscie relacji stowa-
rzyszenia.

Twierdzenie 7.21 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta, A C B(H) niezdegenerowang
C*-podalgebrq i niech para (R, S) € Py bedzie taka, ze R,SnA. Wiwczas

1. operator S+ R jest stowarzyszony z A,

2. operator RS jest stowarzyszony z A.

DowoOD.  Ad 1. Na mocy wzoru (6.33), mamy dla wszystkich v € T,
F,(v(S+R)) =F,(vR)F,(75)

a poniewaz skladanie operatoréw jest operacja ciagla (na zbiorach ograniczonych) w topo-
logii strict na M(A), twierdzenie 7.14 zapewnia nam (S + R)n A.
Ad 2. Stosujac do obu stron wzoru (6.23) funkcje F, otrzymujemy

F,(S+ RS) =F,(R)'F,(S)F,(R).
Z drugiej strony, poniewaz (RS, S) € Py, mamy
F,(S+ RS) =F,(RS)F,(S)
na mocy (6.33). Zestawiajac te dwie formutly dostajemy
F,(RS) = F,(R)*F,(S)F,(R)F,(S)*

i takie samo rozumowanie jak w dowodzie punktu 1. daje RS n A. Q.E.D.

7.3 Iloczyn krzyzowy

Zajmiemy si¢ teraz konstrukcja C*-algebry zwiazanej z relacjami komutacyjnymi (7.1).

Przyjmijmy oznaczenie B = C(I,). Lokalnie zwarta grupa abelowa I, dziata w naturalny
sposob na przestrzeni I',, a tym samym na algebrze B. Oznaczmy to dzialanie przez (3:

(ByF) () = F()
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dlayeTl,+ €Tl,if € B. Trojka (B,T,,3) tworzy tak zwany uklad dynamiczny.
Bedziemy bada¢ zwigzang z tym ukladem algebre

Acp =B o le] Pq.

Przypomnimy konstrukcje i wtasnosci tej algebry (patrz [11], [15]). Na przestrzeni C.(T,, B)
funkcji ciagtych z I, do C*-algebry B o zwartym no$niku wprowadzamy strukture x-algebry
ktadac

F*(v) = By (F(v1)"),
(F*G)(v) = / F(y)By (G(v'™'9)) dh(v"),

F‘I
gdzie F, G € C(T,, B). Wzér
1]l = / 1) dhy
Fq

definiuje norme na C.(T,, B), a uzupehienie C.(I,, B) w normie || - ||; jest x-algebra Ba-
nacha, ktéra oznaczamy symbolem L'(T,, B). Algebra A, jest z definicji C*-algebra ob-
wiednig L'(T,, B). W naszym przypadku jest ona izomorficzna z normowym domknieciem
obrazu dowolnej wiernej *-reprezentacji L'(T,, B) w jakiej$ przestrzeni Hilberta. Jest ona
C*-algebra, ktéra nazywamy wloczynem krzyzowym algebry B przez dzialanie grupy I,.

Poniewaz istnieje wierna reprezentacja L'(T,, B), mozemy traktowa¢ A., jako uzupel-
nienie C.(I,, B) w pewnej C*-normie. W ten sposéb mozemy dla dowolnego elementu
f € B zdefiniowa¢ operator liniowy j(f): A,, — A.,, ktorego dziatanie na ' € C.([,, B)
dane jest wzorem

WHF)(v) = fF(v)

dla wszystkich v € T,. Nietrudno sprawdzi¢, ze j(f) jest elementem M(A,) oraz, 7e
J: B — M(A,,) jest zanurzeniem C*-algebr. Ponadto kazdy element ~ grupy I, zadaje
operator U, € M(A,,) dany wzorem

(U, F)(+) = B,(F(v'9))

dla dowolnej funkcji F' € C.(T,, B). Nietrudno sprawdzi¢, ze dla kazdego v € I, zdefinio-
wane powyzej U, jest unitarnym elementem M(A,,) i U} = U,-1. Ponadto v — U, jest
reprezentacja I, w A, zgodnie z terminologia [32].

Niech H bedzie przestrzeniag Hilberta i niech my bedzie reprezentacja C*-algebry B.
Dalej niech u bedzie unitarna reprezentacja grupy I, w przestrzeni H. Powiemy, ze (7o, u)

jest kowariantna reprezentacja uktadu dynamicznego (B, T, 3), jesli

uyo(f)u = mo (ﬁv(f))

dla wszystkich v € I',. Iloczyn krzyzowy A., ma nastepujaca wlasnos¢ uniwersalnosci
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Stwierdzenie 7.22 Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy kowariant-
nymi reprezentacjami (B,T,, 3), a niezdegenerowanymi reprezentacjami A.,. Dla kowar-
iantnej reprezentacji (7o, u) odpowiadajgca jej reprezentacja m dana jest przez

w(F) = [ m (P, dh(r) (7.24)
Fq
dla F € L}(T,, B).
Jednym z podstawowych wzoréw teorii iloczynéw krzyzowych jest

Ug(F)US = 3(85(f))- (7.25)

Poniewaz j jest zanurzeniem, przyjeto sie opuszczac¢ symbol 7 i zapisywaé (7.25) jako

vaU:: = ﬁ'y(f)

dla wszystkich f € B i~y € [, Na mocy twierdzenia SNAG ([14, Ch. VI, Thm. 29]) i
twierdzenia 7.15 istnieje element a stowarzyszony z A, taki, ze Spa C I, element a jest
odwracalny, a='n A oraz

Uy = x(a,7)
dla wszystkich v € I',. Niech b bedzie elementem stowarzyszonym z algebra B takim, ze
b(y) =

dla wszystkich v € T,. Jest jasne, ze Spb = I,. Poniewaz zanurzenie B w M(A,,) jest
morfizmem, mozemy traktowaé¢ elementy stowarzyszone z B jako elementy stowarzyszone
z A.,. W szczegolnosci bn A,,. Nietrudno sprawdzi¢, ze

B,(b) =~b
dla wszystkich v € I',. W terminach reprezentacji U, oznacza to, ze U,b = ybU,, czyli
x(a,v)bx(a,7)" = ~b.

Oznacza to, ze dla dowolnej reprezentacji 7 algebry A., w przestrzeni Hilberta H,, para
(m(a), 7(b)) € Yy, .

1

Stwierdzenie 7.23 Algebra A, jest generowana przez elementy a,a™" oraz b.

DowoOD.  Na poczatek udowodnimy, ze zbior

span{fg(a): f € B, g € C([,)} (7.26)



7.3 ILOCZYN KRZYZOWY 87

jest gesty w A,,. Niech g € C(T,) bedzie transformata Fouriera funkcji catkowalnej ¢:

9(v) = / X(v,Y)e(Y') dh(v").

Wtedy
ga) = / (@, 7)e(7) dh(7) = / Usiol(y) dh(y) € M(As).

Wezmy F € C.(T,, B) oraz f € B i obliczmy dzialanie fg(a) € M(A,,) na F:

(fe(@)F)(7) = f / (U,F) (7 )o(v') dh(~)
/ By (F(v9))e(v) dh(+)

- / o) 8, (F(™1)) dn()

Iy

=Gx*F,

gdzie funkcja G € L*(T,, B) dana jest przez

Wykazalismy, ze elementy postaci fg(a), gdzie f € B, a g € C(I,) jest transformata
Fouriera funkcji catkowalnej, naleza do A.,. Ponadto jest jasne, ze elementy tej postaci sa
liniowo geste w L!(T,, B), a co za tym idzie w A,,. Poniewaz transformaty Fouriera funkcji
catkowalnych sg geste w Co(I,) mamy fg(a) € A dla wszystkich f € Big e C(T),).
Skorzystamy z twierdzenia 3.3 z pracy [28]. Poniewaz dla dowolnych dwoch roznych
reprezentacji A, istnieje element zbioru (7.26), na ktorym reprezentacje te sa rézne, wi-
dzimy, ze elementy a i b rozdzielaja reprezentacje A, (pamietamy, ze kazdy element f € B
jest funkcjg od b, a doktadniej f = f(b)). Tym samym rodzina {a,a', b} spelnia zatozenie
1. tego twierdzenia. Niech
ry= (I +0b*b)!

= (I +a*a)™,

= (I +aaHL
Mamy

rirars = fg(a),
gdzie f(7) = (1 + |y[*)~* dla v € T, natomiast g(v') = (|| + |7/|™")? dla wszystkich

~" € I,. Oznacza to, ze spelnione jest zalozenle 2. twierdzenia 3.3 z [28]. W konsekwencji
C*-algebra A,, jest generowana przez stowarzyszone z nig elementy a,a™' i b. Q.E.D.
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Tak jak juz wcze$niej wspomnieli$émy, dla dowolnej reprezentacji = C*-algebry A., w
przestrzeni Hilberta H,., para (m(a),n(b)) € ¥y,. Prawdziwe jest takze twierdzenie od-
wrotne:

Stwierdzenie 7.24 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta i niech (ag,by) € Y. Wowczas
istnieje doktadnie jedna reprezentacja ™ € Rep(A.,, H) taka, ze w(a) = ag oraz mw(b) = by.
Jesli A jest niezdegenerowang C*-podalgebrg w B(H) i ag,ap",bon A, to © € Mor(A4,,, A).

cp)

DowoODp. Dla f € B poltézmy

mo(f) = f(bo)-
7o jest niezdegenerowang reprezentacja B w H i my(b) = by. Poniewaz (ag, by) € ¥y, mamy
X (ag, 7)box(aop,v)* = vby dla wszystkich v € T,. Stad

*

x(ao, v)mo(f)x(ao,7)* = x(ao, ) f(bo)x(ao,7)
= f(ybo) = (B(f))(bo) = 7(B(S))-

Innymi stowy, (7?0, (X(a/y))a,erq) jest kowariantng reprezentacja uktadu dynamicznego

(B,T,,3) w przestrzeni Hilberta H. Niech 7 bedzie reprezentacja A, = B Xz I, odpo-

wiadajaca parze (770, (x(a, 7))7@1). Wowczas 7(x(a,v)) = x(ag,7) dla wszystkich v € T,

(patrz (7.24)), a co za tym idzie 7(a) = ag. Ponadto reprezentacja 7 obcigta do B pokrywa
sie ze zdefiniowang wczesniej reprezentacjy mo. W szczegdlnosci w(b) = by.

Druga cze$é stwierdzenia wynika z definicji generowania C*-algebry przez elementy
stowarzyszone |28, Definition 3.1]. Q.E.D.

7.4 Grupa kwantowa

Skonstruowawszy modularny operator multyplikatywny unitarny, przejdziemy do zastoso-
wania teorii opisanej w [4, 29| i [20]. Efektem koncowym bedzie C*-algebraiczna grupa
kwantowa, ktérg utozsamimy z deformacja klasycznej grupy ,,az + b” odpowiadajaca no-
we]j warto$ci parametru deformacji ¢ (por. rozdzialy 3 i 4). C*-algebra odpowiadajaca tej
grupie kwantowej okaze si¢ izomorficzna z algebra A,, opisana w podrozdziale 7.3.

Rozpoczniemy od zanurzenia C*-algebry A,, w B(H) dla pewnej przestrzeni Hilberta
H. Elementy stowarzyszone z A, staja sie w ten sposéb domknietymi operatorami dzia-
tajacymi w H. Zauwazmy, ze podprzestrzen ker b jest niezmiennicza dla calej algebry A,,.
Istotnie jest ona oczywiscie niezmiennicza dla kazdej funkcji operatora b, ale z relacji (7.1)
wynika, ze operatory Phasea oraz |a|" takze zachowujg kerd. Stad dla kazdej funkcji
g € C(T,) operator g(a) zachowuje ker b. Tak wiec z gestosci zbioru (7.26) w A, wynika,
ze A, kerb C kerb. Zamieniajac w razie potrzeby H na (ker b)*, mozemy przyjaé, ze
algebra A, jest w taki sposo6b zanurzona w B(H), ze ker b = {0}.

Przyjmijmy oznaczenia b = b=la i G = b~L. Niech

~

W=F0obx@eIl,Iea).
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Zgodnie z wnioskiem 7.13, W jest modularnym operatorem multyplikatywnym unitarnym.
Operatory ), Q i W zwiazane z W poprzez definicje 7.11 dane sa przez

Q=lal, Q=1bl,
W=F,(-b" ®qa'b)*x@" @1I,I®a).

(7.27)
Zgodnie 7z 0g6lng teorig zbior

A={(w®id)W :we B(H)*}domk"iedew normie
jest niezdegenerowang C*-podalgebra w B(H ), a operator

WeMKH) ®A).

Ponizsze stwierdzenie odstania strukture algebry A.
Stwierdzenie 7.25 C*-algebra A jest rowna A.,.
DowOD. Poniewaz kazdy domkniety operator na H jest stowarzyszony z K(H ), mamy

a,a " bnkK(H).

Pamietamy, ze a,a!,bn A, a wiec operatory a®@ I, a ' @ I, [ ® a, [ @ a1, b® b sa
stowarzyszone z K(H) ® A, (patrz [32, Theorem 6.1]). Na mocy stwierdzenia 7.20 i
twierdzenia 7.14 mamy

X(&@],{\@ a) e M(K(H)® A,,),
F,b®b) e M(K(H)® A,),
a co za tym idzie
WeMKH)®A,). (7.28)

Wiadomo (patrz [29, Twierdzenie 1.6, punkt 6.]), ze algebra A jest generowana przez W,
a wiec (7.28) moéwi nam, ze reprezentacja identycznosciowa jest morfizmem z A do A,.
Innymi stowy A C M(A,,) i zbior AA,, jest gesty w A,:

AA, = A, (7.29)
Udowodnimy teraz, ze operatory a,a™' i b s stowarzyszone z A. Dla v € T,, potézmy
V() =F,eb)x@e,1®a).

Wowcezas V(v) € M(K(H) @ K(H)). Korzystajac z twierdzenia 7.14 tatwo pokazujemy, ze
odwzorowanie

I, 2y—V(v)
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jest ciagte w topologii strict na M (K(H) ® K(H)). Wynika stad, ze
[oyr—Ve=VH)ele MK(H)@KH)® A)

takze jest ciagle w topologii strict. Stwierdzenie 7.5 mowi, ze operatory unitarne V' (v) sa
przystosowane do W, tj. spelniajg réwnanie pieciokata:

V()13 = V(7)1aWasV (7)12Wos. (7.30)

Poniewaz W nalezy do przestrzeni M(K(H) @ A), widzimy, ze (V(7)13),cr, jest rodzing
elementow M (K(H)® K(H) ® A) ciagla w topologii strict, a co za tym idzie (V (7))
jest rodzing elementow M (K(H) ® A) ciagta w topologii strict.

W szczegdlnosci odwzorowanie

[Loy+—F(beb) =V(HV(0) e MKH)® A)

Vel

~

jest ciagle w topologii strict i stosujac ponownie twierdzenia 7.14 otrzymujemy (b ®
b)n(K(H) ® A). Na mocy [33, Proposition A.1], wynika stad, ze bn A.
Stosujac stwierdzenie 7.5 do przypadku K = C, b= 0ia = v € I, widzimy, ze operator

V(v) = x(v,a) = x(a,7)

spelia rownanie (7.30), ktore mozemy w tej sytuacji przepisaé¢ jako

1@ x(a,”) = (x(a,7)* @ )W (x(a,7) @ I)W*

Tak jak poprzednio wnioskujemy stad, ze (I ® x(a,7)) jest rodzing elementéw

~v€ly
M(K(H)® A) ciagla w topologii strict. Oznacza to, ze (X(a, 7))yerq jest rodzing ele-
mentow M (A) ciggla w topologii strict i twierdzenie 7.15 pokazuje, ze a oraz a ™!
warzyszone z A.

Stwierdzenie 7.23 moéwi, ze A,, jest generowana przez a,a " i b. Poniewaz elementy te
s stowarzyszone z algebra A, odwzorowanie identyczno$ciowe na A, jest morfizmem z A,

do A. Innymi stowy A, C M(A) i

sg sto-

1

ALA = A. (7.31)
Poréwnujac (7.29) i (7.31) otrzymujemy A = A,,. Q.E.D.

Wyzej opisaliSmy algebre A grajaca role ,algebry funkcji cigglych, znikajacych w nies-
koriczono$ci” na konstruowanej grupie kwantowej. Zgodnie z teorig operatoréw multypli-
katywnych unitarnych ([4, 29]) struktura grupy zakodowana jest w kolacznym morfizmie
A € Mor(A, A® A) danym przez

Ale) = W(e® )W

dla wszystkich ¢ € A. Wartos¢é morfizmu A na elementach stowarzyszonych z A obliczamy
wedlug tego samego wzoru, a wiec na mocy stwierdzenia 7.4

Aa) = a®a,
A)=a®bib® 1.
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Wrzory te odpowiadaja wzorom wprowadzonym na poziomie x-algebry Hopfa w rozdziale
4.

Teoria porecznych i modularnych operatoréw multyplikatywnych unitarnych podaje
takze opis grupy skalujacej (73)cr:

Tt(C) — QQitCQ—Qit
dla wszystkich ¢n A. Pamietajac, ze Q) = |a|, widzimy, ze

T(a) = a,

7(b) = g2

dla wszystkich ¢ € R. Dokonujac przedtuzenia holomorficznego do punktu ¢ = % otrzymu-
jemy
TZ‘/Q (CL) = a,

7'2/2(17) = qilb.

Dalej, poréwnujac operator 1% dany przez (7.27) ze znanym z teorii porecznych operatorow
multyplikatywnych unitarnych wzorem

W =wen

widzimy, ze unitarny antypod R przyjmuje na generatorach a i b wartosci

a =a!
bR — —qailb. (7.32)

Skorzystamy teraz ze wzoru na koodwrotnosé ([29, wzoér (1.13)]): dziedzing x jest D(7;/2)

k(c) = (TZ‘/Q(C))R.

W szczegolnosci
k(a) =a™ ",

k(b) = —a~1b.

(7.33)

Podobnie jak w przypadku komnozenia, wzory (7.33) i (7.32) sa identyczne z wzorami
wyprowadzonymi na poziomie x-algebry Hopfa. Pozwala to stwierdzi¢, ze skonstruowana
przez nas grupa kwantowa (A, A) jest C*-algebraiczng deformacja grupy ,az + b” odpo-
wiadajaca parametrowi q.

7.5 Grupa dwoista

Teoria operatorow multyplikatywnych unitarnych dostarcza przepisu na konstruowanie
grupy dwoistej do danej grupy kwantowej pochodzacej od operatora multyplikatywnego
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unitarnego. Procedura ta zostala opisana w pracach [4] i [29]. W niniejszym podrozdziale
opiszemy grupe dwoista do kwantowej grupy ,,az + b’ skonstruowanej w podrozdziale 7.4.
Przy oznaczeniach tam wprowadzonych operator

W =F,(bobx(@®Il,]®a) € B(H®H), (7.34)

(gdzie (a,b) € Yy, a = b1, b= b~'a), jest modularnym operatorem multyplikatywnym
unitarnym, a odpowiadajaca mu grupa kwantowa (A, A) sklada sie z C*-algebry

A = {(W ® 1d>W W E B(H)*}domkniQCiew normie
i kotacznego A € Mor(A, A ® A), danego wzorem

dla wszystkich ¢ € A.
W dalszych rozwazaniach symbolem o oznaczymy x-automorfizm B(H ® H) taki, ze

o(res)=sr

dla wszystkich r, s € B(H).
(C*-algebrg majaca interpretacje algebry funkcji ciggltych znikajacych w nieskoriczonosci
na grupie dwoistej jest

A\: {( d C())W* ‘W E B(H)*}domkniqciewnormie7

a komnozenie A € Mor (/Al ﬁ

v

WyraZa sie wzorem
A(d) = o(W*(I @ )W)

dla wszystkich d € A.

Podobnie jak w przypadku deformacji rozpatrywanych w [31], grupa dwoista do kwan-
towej grupy ,,az+b” skonstruowanej w podrozdziale 7.4 jest izomorficzna z grupg przeciwna,
tj. ta sama grupa z zamieniong kolejnoScig mnozenia.

Twierdzenie 7.26 Opemtory aib sq stowarzyszone z C*-algebrg A. Istnieje 1zomorfizm
U: A — A taki, ze V(a) =a oraz ¥(b) = b. Izomorfizm ten spetnia

A(W(c)) = o(¥ @ U)A(e) (7.35)
dla wszystkich ¢ € A.

DowOD.  Poniewaz ker b = {0}, mamy (b, a), (b,a) € Zy. Ponadto

(b
{x@~)x(0,7) 7.7 €L} = &@1)(b%7)%ven}
—ﬁ@lﬁv (a,7) 7,7 €T}
= {x(b, (v") Ix(a,7) : 7,7 €L}
= {x(b,7")x(a,7) : 7', 7" €L},
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a wiec krotnosci par (b,a) i (/l;, a) w przestrzeni H s takie same. Korzystajac ze stwier-
dzenia 6.9 nietrudno wykazaé, ze pary te sg unitarnie rownowazne, to znaczy, ze istnieje
operator unitarny Z € B(H) taki, ze

[
=)

YA

i (7.36)

I
)

Niech U bedzie automorfizmem B(H) wyznaczonym przez Z:
U(m) = Z*mZ
dla wszystkich m € B(H). Porownujac (7.36) z (7.34) widzimy, ze
o((i[dev)W) = (id ¥)W.
Zatem dla kazdego w € B(H ), mamy
U ((w@id)W) = (w®id)(id @ U)W
w®id de U)W
= (@@ id)o ([ V)W) aa
= (ld®w)(id® ¥)W
= (ld® ZwZ*)W.
Poniewaz odwzorowanie
B(H)y >wr— ZwZ" € B(H),
jest bijekcja, wzor (7.37) pokazuje, ze W(A) = A
Zbadamy teraz relacje miedzy ¥ a komnozeniem na A. Weimy ¢ = (w ® id)I/W € A.
Wtedy R R
A(TY(c)) = A((ld®@ ZwZ*)W)
(d®id® ZwZ*)(ﬁ ® id)W
(id ®id ® ZwZ*)( ® 1d)(W13W23)
(ld & id X YASY /A ) 3W13
Z drugiej strony
(T @ V)A(c) = (¥ @ V)A((w@id)W)
= (we ¥ V) ((ideA)W)
= (W VW) (WyWiW5)
= ( )(WiaWi3)
= (weideid)((i[de )W), ((de )W) 13
= (weid®id)(c(id @ ¥)W) ,(c(ido ¥)W),,
= ([d@id@w)((dev)W) ,((do v)W),,
(ld X id X u))(ld X id X \I])W13W23
(ld (059 id X Lwr* )W13W23,
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a co za tym idzie

Porownujac (7.38) i (7.39) otrzymujemy (7.35). Q.E.D.

7.6 Przestrzen jednorodna

W niniejszym podrozdziale podamy konstrukcje przestrzeni jednorodnej dla kwantowe;j
grupy ,,az-+b” skonstruowanej w podrozdziale 7.4. Majac na wzgledzie przejrzystos¢ zapisu
bedziemy te grupe oznacza¢ symbolem ¢. Odpowiadajaca jej C*-algebre i komnozenie be-
dziemy, tak jak w poprzednich podrozdziatach, oznacza¢ A oraz A. Nalezy zwrocié uwage
na to, ze w literaturze na temat C*-algebraicznych grup kwantowych nie ma powszechnie
uznanej definicji przestrzeni jednorodnej dla niezwartej grupy kwantowej. Definicja, ktérg
podamy w tym podrozdziale, jest przystosowana do szczegélnej struktury C*-algebry od-
powiadajacej badanej przez nas grupie kwantowej. Wazna role odgrywa¢ bedzie fakt, ze
badana w rozdziatach 5 i 6 grupa I, jest samodualna: I', =TI,.

Lokalnie zwarta grupa [, moze by¢ traktowana jako C*-algebraiczna grupa kwantowa.
Odpowiada jej C*-algebra C(I,) z komnozeniem A; € Mor(C(L},), Coo(l,) ® C(L}))
danym przez

(A, ) (1.7 = f(r)

dla wszystkich ~,+" € T, oraz wszystkich f € C(I},) (jak zwykle utozsamiamy C([},) ®
Cx(L,) z Cx (I, x I,)). Okazuje sie, ze I, jest podgrupa w ¥.

Stwierdzenie 7.27 Istnieje doktadnie jeden surjektywny m € Mor(A, C (L)) taki, ze
Apom = (T ®@m)oA. (7.40)

DowoOD. Wyreprezentujmy C.(T,) wiernie w przestrzeni Hilberta L?(T,). Elementy sto-
warzyszone z Cy(I,) dane przez

dla wszystkich v € T, staja si¢ operatorami normalnymi dzialajacymi w L?(T,). Nietrudno
sprawdzic, ze (ag, by) € 9y2(r,). Teraz stwierdzenie 7.24 zapewnia nam istnienie i jedyno$¢
7, a surjektywnosé i relacja (7.40) sa niemal oczywiste. Q.E.D.

Aby wyjasnié¢ proponowang nizej definicje przestrzeni jednorodnej ¢ /I, odwolajmy sie
do sytuacji klasycznej. Przypusémy, ze G jest lokalnie zwarta grupa, a H jej domknieta
podgrupa. Woéwczas grupa G dziala z lewej strony na przestrzeni lewych warstw G/H.
Przestrzen ograniczonych funkcji ciagtych na G/H mozna utozsamié z przestrzenia ograni-
czonych funkcji ciggltych na G, ktore sa state na lewych warstwach H, tj. takich x: G — C,
ze

z(gh) = z(g) (7.41)
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dla wszystkich ¢ € G i h € H. Znacznie trudniej jest wyr6zni¢ w ten sposéb przestrzen
funkcji ciaglych znikajacych w nieskoniczonosci na G/H. Zalézmy zatem, ze G ma topolo-
gicznie strukture iloczynu kartezjanskiego:

G =H x (G/H). (7.42)

Wowczas funkcje ciagle na G/H znikajace w nieskoriczonosci odpowiadajg doktadnie tym
cigglym i ograniczonym funkcjom x speliajacym (7.42), dla ktorych funkcja

G=Hx (G/H)>g=(hk) — z(h,k)f(h) € C

znika w nieskorniczonosci na GG dla dowolnej funkcji f ciagtej i znikajacej w nieskonczonosci
na H.

Przykladem opisanej powyzej sytuacji jest klasyczna grupa ,,az + 0’ i jej podgrupa zto-
zona z zespolonych homotetii. Istotnie klasyczna grupa ,,az+ " jest iloczynem potprostym
podgrupy homotetii przez podgrupe translacji izomorficzng z addytywna grupg C. Tak
wiec topologicznie grupa ta jest rowna C x (C\ {0}), gdzie homotetie utozsamilismy z
C\ {0}. Oczywiscie przestrzenia jednorodna G/H jest w tym przypadku C.

Motywowani przyktadem klasycznej grupy ,,az + b’ podamy teraz definicje kwantowej
przestrzeni jednorodnej ¢ /I',. Przypomnijmy, ze (U,),cr, jest reprezentacja I', w A (tj. ro-
dzing element6éw unitarnych M (A) taka, ze U,,U,, = U,,,,, i ze odwzorowanie vy — U, jest
ciagle w topologii strict) pochodzaca ze struktury iloczynu krzyzowego.

Definicja 7.28 Definiujemy przestrzen Cs(9/T,) odpowiadajgcq przestrzeni wszystkich
funkcji ciggtych znikajgcych w nieskoriczono$ci na przestrzeni jednorodnej 4 /T, jako zbidr
tych x € M(A), dla ktorych

1. (i[demA(z) =21,
2. xf(a) € A dla wszystkich f € C(T,),

3. odwzorowanie
[, 39+ UzU; € M(A)
jest ciggle w normie.

Punkt 1. odpowiada bezposrednio warunkowi (7.41). Dalej zauwazmy, ze poniewaz
Spa C T, ia'nA, mozemy traktowaé¢ a jako ,wspotrzedng wzdtuz I,”. Tak wiec punkt
2. definicji 7.28 mowi, ze jesli pomnozymy x przez funkcje zalezaca tylko od wspolrzedne;j
wzdhuz T, (tj. funkcje od a), ktora znika w nieskonczonosci na podgrupie T,, to iloczyn
bedzie znikal w nieskoniczonosci na ¢, czyli bedzie nalezat do A. Warunek 3. nie ma bez-
posredniego odpowiednika w sytuacji klasycznej. Jest on jednak wygodny, gdyz wystepuje
on w znanej teorii Landstada iloczynéow krzyzowych przez grupy przemienne [11].!

'W sytuacji klasycznej warunek ten jest pusty, gdyz automofizmy wewnetrzne algebr przemiennych s
trywialne. Zwréémy jednak uwage na to, ze w szczegdlnej sytuacji klasycznej pary H C G takiej, ze H
jest grupa przemienng i samodualng, istnieje odpowiednik reprezentacji (U, ) er, - Jest to rodzina (Up)nen
funkcji na G taka, ze

Up:G=Hx (G/H) > (h, k) — (h', h).
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Bedziemy potrzebowaé¢ nastepujacego lematu:

Lemat 7.29 Niech x € M(A) bedzie takim elementem, ze odwzorowanie I, > v — U, xUJ
jest ciggte w normie i zatdzmy, ze xf(a) € A dla wszystkich [ € Cy(T,). Wowczas
fla)x € A dla wszystkich f € C(T,).

DOWOD.  Z ciaglosci odwzorowania I, > v +— U,zUZ, wnioskujemy, ze dla dowolnego
e > ( istnieje zwarte otoczenie V. punktu 1 € I, takie, ze

Uz — aU, || < e

dla kazdego v € V.. Mozemy wybra¢ V. w taki sposob, ze zbior ten zmniejsza sie do {1}
gdy € — 0. Niech

(v) = (miara Haara zbioru VE)_1 dla~ € V,,
S 0 dla~y & V..

i niech g. bedzie transformata Fouriera funkcji g.:

5.(7) = / 0:()x(,7) dh().

Iy

Poniewaz

mamy

[9e(a)e — 2ge(a)|| = /gs(’v)(U»ﬂf —aU))dy| < /ge(V)Hva —al,|dy <e.

Fq F‘I
Stad dla kazdej funkcji f € Co(T,)

1/ (@)g=(a)z — f(a)zge(a)]| < [[f(a)lle.

Funkcje g. zostaly skonstruowane tak, ze f(a)g.(a) — f(a) w normie, gdy ¢ — 0. Teraz
skoro

If(@)z = f(a)2G(a)l| < ||(f(a) = f(a)g:(a))[| + | f(a)3:(a)z — f(a)2e(a)]| —> O

oraz f(a)zg.(a) = f(a)(xg-(a)) € M(A)A C A, widzimy, ze f(a)z € A. Q.E.D.

Stwierdzenie 7.30 Przestrzer Co(94/1,) jest C*-algebrq.
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DowOD. Jest jasne, ze zbior elementow spetniajacych warunki 1. i 3. definicji 7.28 jest
C*-algebra. Pozostaje wiec wykazaé, ze jeSli x spelnia warunki 2. i 3. tej definicji, to x*
takze je spelnia. Z lematu 7.29 wynika, ze element

#*f(a) = (f(a)z)”
nalezy do A dla dowolnej funkcji f € C(T,), a wiec x* spelnia warunek 3. Q.E.D.
Wiemy juz, ze Co(¥4/T,) jest C*-algebra. Mozemy jednak podaé¢ bardziej konkretny
jej opis.
Twierdzenie 7.31 C..(9/T,) = {f(b) : f € C(T,)}.

DowoOD. Dla v € I, niech £, oznacza funkcjonal ewaluacji w punkcie vy zdefiniowany dla

f € Cx(T,) jako
&) = 1)

Dalej niech 7, = {,om € Mor(A, C). Mamy

Ty * Ty = (77-“{1 ® WWQ)OA
Le)o(m @m0l

* fvz)oAquﬂ

= (&
= (&
§y172 O = Ty

a poniewaz
mxa=(1d® &om)(a®a) = a,
m*xb=(id®&om)(a®@b+b®I) =b,
wz0r
ay(r) =my xx = (id®@m,)d(x)

definiuje automorfizm C*-algebry A i v — a, € Aut(A) jest homomorfizmem. Ponadto
odwzorowanie

Fq > Yy &’Y (.T)
jest ciagle dla kazdego = € A, co oznacza, ze trojka (A, T,, @) jest uktadem dynamicznym.

) q)
Jest jasne, ze

( dla Wi;gllijhxfy e, ) = (dena@=xoT). (7.43)

Dalej skoro

A(U,) = A(x(a,7)) = x(a®a,7) = x(a,7) ® x(a,7) = U, ® Uy,

mamy

ay (Uy) = (id®@ 7y ) (U, @ Uy) = x(7,7)U,. (7.44)
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Istnienie dzialania @ grupy I, = [, na A o wlasnosci (7.44) oznacza, ze C*-algebra A, re-
prezentacja (U, ) cr, i dzialanie & spelniaja zatozenia twierdzenia Landstada ([15, Theorem
7.8.8]). Mowi ono, ze istnieje uktad dynamiczny (B, T,, «) taki, ze A = B x,, I,. Ponadto

) q)
i) ay(x) =z dla wszystkich v € T,

.. ~ ~ . 1
B={uxeMA: it) xg(a),g(a)x € A dla wszystkich g € L' (T,), (7.45)
i) odwzorowanie I, 3 v — U,zU} € M(A) jest

ciggle w normie

Drziatanie o grupy I, na B wyraza si¢ wzorem
ay(r) = U,yxU].

Wreszcie uklad (B, T, @) jest jedyny z dokladnoScia do kowariantnego izomorfizmu. W

’-q)

szezegolnosci (B, T, o) ~ (Cw(I,), I}, B) (patrz podrozdziat 7.3).

W naszym przypadku mamy B = C,(¢/T,) jako podzbiory M(A). Istotnie: warunek
i) pokrywa sie z warunkiem 1. z definicji 7.28, na mocy (7.43). Na pierwszy rzut oka
warunek %) jest mocniejszy niz 2. z definicji 7.28, ale sa one réwnowazne na mocy lematu
7.29.

Wezmy teraz x = f(b), gdzie f € Coo(T,). Oczywiécie z € M(A) i x spelnia warunek
i). Dalej rownos¢

U,f()Uy = f(UbU5) = f(yb) = (8,(f)) () (7.46)

gwarantuje, ze spelniony jest warunek 4ii).

Poniewaz f(b)g(a) € A dla wszystkich f € Coo(T,), g € C(T,) (por. dowod stwierdze-
nia (7.23)) oraz dzieki lematowi 7.29, element x spelnia roéwniez warunek iii). Oznacza to,
ze

{f(b): f € Cx(T,)} C B.
Zauwazmy ponadto, ze na mocy (7.46) inkluzja

Cx(L) > fr— f(b)€B

splata dziatania (3 i a odpowiednio na Co(T,) i B. Sktadajac te inkluzje z kowariantnym
izomorfizmem B — C,.(T,) otrzymujemy kowariantne wlozenie

Cw(i) - 000<fq>-
Odpowiadajace mu cigglte odwzorowanie
(U fq — fq

jest surjektywne i ekwiwariantne dla naturalnego dzialania I, na T,. Stad dla dowolnego
v € I, mamy
U(y) =V(l-v) =¥(l)y
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a z surjektywnosci U wynika, ze ¥(1) # 0. Widzimy wiec, ze ¥ jest homeomorfizmem, a
w konsekwencji zanurzenie C.(I,) — B jest izomorfizmem. Q.E.D.

Twierdzenie 7.31 pokazuje, ze przestrzefi kwantowa ¢/I, jest w istocie przestrzenia
klasyczna: Coo(9/I,) = Cx(I,). Morfizmem C*-algebr odpowiadajacym odwzorowaniu
ilorazowemu jest

InN

Coo(L,) 2 f > f(b) € M(A).

Opiszemy teraz dzialanie kwantowej grupy ¢ na przestrzeni jednorodnej ¢4 /T, = T,

-
Korzystajac z morfizmu (7.47), mozemy utozsamia¢ algebre C(I,) z podalgebra w M(A).
Przy tym utozsamieniu kanoniczny generator z algebry C(T,):

7.

—~

7)

z(v) =1,

dla wszystkich v € T,, jest rowny elementowi bn A. Dla z = f(b) (tj. ogdlnego elementu
Cw(9/T,)) potézmy

Dla x = z 1 Cy(T,) mamy
P(z)=a@z+bx 1.

Ten ostatni element jest stowarzyszony z A ® Co(T,) na mocy [28, wzor (2.6)]. Jako, ze
Cs(T,) jest generowana przez z, mamy ® € Mor(C(T,), A® C(T,)), a z kotacznosci
morfizmu A wnioskujemy, ze diagram

Cu(T,) A® Cu(T,)
(i3] A®id
= idd —
A® Cy(L,) AR A® Cx(L,)

jest przemienny. Stanowi to dodatkowe uzasadnienie wyboru definicji przestrzeni jedno-
rodnej.



Uzupelnienia

A.1 Wyprowadzenie formuly iloczynowej

Niniejsze uzupelnienie po$wiecone jest dowodowi twierdzenia 5.16.
Zbadamy funkcje
L, >y —FWE(@*™) (A1)

Piszac v = ¢"¢" mozemy traktowac prawa strone (A.1) jako funkcje meromorficzng zmien-
nej t € C. Funkcja ta jest dana wzorem

—2k—n—it

1 0 1 —2k——n-+it n%
H + 777 + 777 A0 (A.2)

Cot+— - — = )
0 1 + q2kqn+zt P 1 + q2kqfnfzt @n(ﬂ

gdzie
Spn(t) H 1+q2k n—Ht H 1+(]2k —n— zt)
k=0 =1

©n jest funkcja catkowita zmiennej ¢, ktorej zera (wszystkie sa pierwszego rzedu) tworza
zbior
A=2mp (Z+ 35) +i(2Z +n).

Lemat A.1 Mamy nastepujgcg rownowazno$c:

< Imp = %, gdzie
(A_A):)( N 97 . (A.3)

DOWOD LEMATU A.1. ,=" Jedli A = Ato 7p € A. Zatem réznica mp — 7p musi nalezeé
do zbioru
2rpZ + 217

Poniewaz mp — mp jest liczba czysto urojong, musi ona naleze¢ do 2iZ. Innymi stowy
2rIm p € 27,

co jest przeformutowaniem zdania po prawej stronie (A.3).
»<=" Przypusémy, ze Im p = %, gdzie N jest parzysta liczba catkowita. Wowczas wzor

As2mp(p+i)+2ir=2mp(p+ L) +2i(r—pN-5)eA

100
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pokazuje prawdziwo$¢ lewej strony (A.3). Q.E.D.

Jako, ze pracujemy teraz przy zalozeniu, ze prawa strona (A.3) jest spelniona, otrzy-
mujemy nastepujacy wniosek:

Whniosek A.2 Dla dowolnego n € Z funkcja

Cotr—

jest catkowita.

Zajmiemy sie teraz funkcja ¢, (przy czym na razie n bedziemy trzymac ustalone). Z
twierdzenia Weierstrassa (|18, Twierdzenie 15.10]) mamy nastepujaca reprezentacje funkcji

(pnt
ou(t) = Gu() [T (1 +4) e3t20, (A.4)

A€A

gdzie iloczyn nieskoriczony jest zbiezny bezwzglednie, a GG, jest funkcjg catkowitg nie przyj-
mujacg wartosci 0.
7 drugiej strony nietrudno sprawdzié¢, ze

(t) _ H 14+ 2k+n+it 1 dla & = 0

Pn - R ( €Xp ( p )) X exp <_2k;+;l+it> dla k<0
_ 2k+n+it 2k+n+it 1 dla k Z 0
- kgf”( 20 >2C08h< 20 ) X { exp (—%) dla k<0

Tak wiec wprowadzajac funkcje

1 dla k>0
S(k)—{—1 dla k<0

mamy

u(t) = ] exp (S(@”“Z—T“)2cosh <2k+277;+t>

keZ
= 2k+n+it _ 2k4ndit _2k+ntit
= ;};[z exp (S(k?) 2p )2 (;;I;[Z (1 2mp(p+%)> exp (%ip(er%))) .

Mozna to przepisac¢ jako

on(t) = [ 2exp <5(]{;)2k§71;+u5>

kEZ

t i(2k+n) i(2k+n) t
X Ag (1-%) (1 + 7)\—i(2k+n)) eXPp ("A—z‘(2k_+n)> oXP (A—z‘(2k+n)>> ’
k

(A.5)
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gdzie
Ay =2mp (Z+ 3) +i(2k +n).

Zauwazmy, ze A = | | Aj. Biorac pod uwage (A.4) i (A.5) otrzymujemy
keZ

Go(t) = T] 2exp (5(16)2’”2—’;+“>

keZ

i(2k+n) 1(2k+n) it(2k+n) t2
. (Ag\ (1 + )\—i(2k+n)) exp <_>\—z‘(2k+n_)> exp (_A(A—i(2k+n)) - W)) :
k

Znacznie wygodniej jest pracowaé z funkcja

G’n 2 it(2k4+n
(t =11 6XP< (k)55 ) < [T exp (‘JW) [T exp <_A()\t(i(2—;+)"))>>
keZ AEAL AeAL

Hexp( (k)55 )exp (—% > %) exp<(2k+n)t > m>,

kezZ AEA AEA

szczegodlnie, ze ze wzoru (A.4) natychmiast otrzymujemy wyrazenie na stala G,,(0):

k=0 k=1

Ponadto stosujac standardowe metody analizy zespolonej jednej zmiennej mozna obliczy¢
sumy

Ppa— _ 21 tanh <2k+n>’
NERL A(A—i(2k+n)) (2k+n) 2p 2p

2
1 (L 1
)\EZAk A <2”> (cosh (22 ))*”

skad otrzymujemy wniosek, ze

keZ 2p

‘ 2 1
2:é31:exp(%2<<k>+tanh<2“">>)exp 5 (5) v
kez (cos( "))

Lemat A.3 Mamy

3 (s(k:) + tanh (%2; “)) — —(n—1).

kEZ
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DOWOD LEMATU A.3. Przede wszystkim zauwazmy, ze poniewaz Rep < 0, powyzszy
szereg jest zbiezny bezwzglednie. W obliczeniu jego sumy wykorzystamy nastepujace,

oczywiste wzory
kZ( —i—tanh(%)) = 1, (A7)
> (s e (z)) - 0 (A9

Zajmiemy sie oddzielnie przypadkami parzystego i nieparzystego n. Na poczatek za-
t6zmy, ze n = 2[. Wtedy

Z ( (k) 4 tanh <2k+”>> = Z <5(k — 1) + tanh <%)) : (A.9)

kEZ keZ

Odejmujac lewa strone (A.7) od prawej strony (A.9) dostajemy

> ( (k) + tanh <2k+”>) => (s(k — 1) + tanh (%))

< kEZ— > (s(k) + tanh (%)) +1
:kzz(ﬁfi_z)_s(k))ﬂz—mH

—2l-1)=—(n—1).
Zalozmy teraz, ze n = 2l + 1. Wtedy

Z( (k) + tanh <2k+n>) — Z ( (k—l——)+tanh< )) (A.10)

kez keZ+1

Podobnie jak poprzednio odejmujemy lewa, strone (A.8) od prawej strony (A.10) i otrzy-

mujemy
2’;?)) = < (k—1—1) + tanh (g))

> <3(k) + tanh (

kez keZ+1
— Y (s(k—2)+tanh (£
= (o ()
= X (s(k=13)=s(k—3))
k€Z+1
=2 (s(k=1) = s(k)) = =2l = =(n—1),
kEZ
co koriczy dowod lematu. Q.E.D.

Jesli wprowadzimy oznaczenie

B 1
" o ()
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mozemy podsumowaé naszg analize w nastepujacy sposob:

g:éé)) = exp (—(n - 1);—;) exp <—§ (%)2 @n>. (A.11)

Wroémy teraz do badania funkeji (A.1). Korzystajac ze wzoréw (A.2), (A.4) i lematu
(A.1) widzimy, ze

Na mocy (A.11) oznacza to, ze

F,(q"¢")F,(¢*>"q~") = (Phase G,(0))

< exp (i(n— D Re (3) £+ it (&) ). (A.12)

W szczegblnosci widaé, ze lewa strona (A.12) rozszerza sie do funkcji catkowitej zmiennej
t. Oznaczmy to rozszerzenie przez t — ®(n,t).

Lemat A.4 Dla dowolnego t € R mamy
O(n+1,t —1i) = ¢"¢"®(n, ). (A.13)
DowOD LEMATU A.4. Dla v €T, is € R wprowadZmy oznaczenie

E, (7)(s) = F,(g""*7).

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.11, nietrudno pokazaé¢, ze dla v # —1 zachodzi
wzOr

F,(q)(=i) = (1 +7)7'F,(¢*7). (A.14)
Podstawiajac v = ¢"¢" mamy

o(n,t) =F,(7)F (¢*y7)
oraz
O(n+1,t+5) = F,(¢7¢")F, (g7 'q7") = F,[q7] (s)F, (g7 ") (s)
Stosujemy teraz wzory (5.21) i (5.28) i otrzymujemy
O(n+1,t —i) = F,[g7] (=)F, (g7 ) (=) = T25F, (1)F, (¢*7 ") = 1@ (n, 1)

dla v # —1. Rezultat dla v = —1 wynika z ciaglosci obu stron wzgledem ~. Q.E.D.
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Lemat A.4 pozwala na znalezienie wartosci statych wystepujacych w (A.12) za pomoca
prostych wzoréw rekurencyjnych. Od teraz niech ¢ bedzie liczbg rzeczywista. Na mocy
(A.12) prawa strona (A.13) wyraza sie jako

RHS = ¢"¢" (Phase G,,(0)) eXp( (n—l)Re( >t+21m<(p) )t2>
— (Phase G,,(0)) > exp (n Re (—) + inIm (;) —Im (;) t+iRe (%) t)
xexp((n—l)Re( >t+21m<( ))t2>

podczas gdy lewa strona jest réwna

)
= ase Gp41 Cexp | (n— el=)+1iln— el=)t—dilm (=25
(Phase G 1(0)) exp ((n— 1) Re (1) +i(n = 1)Re (1) 1 = ilm (352) )
X exp (21m <( ”31) t+ilm <(2’;)+)1) t2>.
Porownujac te dwa wyrazenia dostajemy
(Phase G, (0)) % exp <m Im (%) ~Im ( ) t +iIm <(2p)2> t2>
— (Phase G,41(0)) % exp (—i Im (%;3%> +2Im (%;3%> t +iIm (g%é) t2)

dla wszystkich ¢ € R. Z réwnosci pierwszych i drugich pochodnych LHS i RHS w punkcie

t = 0 otrzymujemy
O, Oni1 ) 1 ( 1 )
Im(—= ] =Im =—Im(—), A.15
<(2p)2) ((2/))2 2 \p (A.15)

natomiast przyrownanie wartosci LHS i RHS w punkcie ¢ = 0 pokazuje, ze
(Phase G, (0)) exp (m Im (%)) = (Phase Gy41(0)) > exp (—z’ Im (?27,?);)) (A.16)
Teraz korzystajac z (A.15) i (A.16) znajdujemy zaleznos$¢ rekurencyjna
(Phase Gp41(0)) > = exp ( (n—1) Im( )) (Phase G,,(0)) 2,
ktéra zamieniamy na
(Phase G,,(0)) > = exp (—% Im (%)) exp < Q Im ( )) (Phase Go(0)) ™. (A.17)
Po wstawieniu (A.15) oraz (A.17) do wzoru (A.12) dostajemy
F,(¢"¢")F,(¢* "q") = exp (—é Im (%))
x (Phase Go(0)) ™ exp (% <(n —1)2 —*Im < ) +i(n — 1)t Re ( >>),
co w zestawieniu z (5.13) oznacza
F,(1)F, (%) = exp (~3Tm (£) ) (Phase Go(0)) alg™"), (A.18)

gdzie v = ¢"q™.
Wreszcie wstawiajac (A.6) do (A.18) otrzymujemy (5.31).
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A.2 Rachunki zwiagzane z transformata Fouriera funkcji
I

q

W niniejszym uzupekieniu przedstawimy dowody stwierdzen 5.19 1 5.20 oraz wniosku 5.21
z podrozdziatu 5.4.2.

DOWOD STWIERDZENIA 5.19. Przeprowadzimy rozumowanie dla przypadku Imp > 0.
Zaczniemy od przepisania (5.34) w postaci sumy calek z funkcji holomorficznych zmiennej
t. Funkcje podcatkowe w (5.34) sa postaci

X(=a*v,¢"¢")q"¢"
(1 _ qkq—zt)ﬂyq (_qk—I—qut)
(¢ Phase — q*27)k‘eit(1og [y[=2Rep~!) pitRep~! ,—tIm p~

i -1 __ —1 -1 __ —1 S\
(1—6 ikIm p e—itRep ekRep e—tlmp )Fq(_qk-i-qut)

1

(¢ Phase — g 2+)keitlos = Rep~1) ,—tImp~!

(1 — eiktmp™le=itRep=tghRepte—tlmp=\Jf [ gh+2] (¢))

wiec interesuje nas wyrazenie

1

N-1 A B )
Ph _ g2~ keit(logly|[-Rep™") ,—tImp
> [ e & (A9

P (1 _ efiklmp_lefitRep_lekRep_leftImp_l)Fq[_qk+2] (t)
=0 /n

Calki te sg oczywiscie bezwzglednie zbiezne ze wzgledu na wykladnicze zanikanie czynnika
e tme™! prayv t — —o0.

Ustalmy liczbe 7 €]0, 1[. Nie zmieniajac wartosci wyrazenia (A.19) mozemy zdeformo-
waé kontur [? zamieniajac go na kontur k¥ przedstawiony na rysunku A.1.

Y

— T

Rysunek A.1: Kontur k? z zaznaczona orientacja
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Po zmianie konturu mamy

—1

dt

Nz: (¢ Phase — q*%)k it(log |v|~Re p~!) ,—tIm p
o 1 —e —ikIm p—1 e—itRep~ ekRep e—tImp )Fq[—qk“] (t)

2“’3

—1 ; _ -1y _ -1
ezt(log|7| Rep )6 tIm p

(¢Phase — q—2y)F /( . — — — dt

1 — g—tkImp~lo—itRep~lkRep leftImp_l)IE‘q[_qurﬂ (t)
Ar

EM

z
L

; _ -1y _ -1
6zt(log|’y| Rep )6 tImp

2 Nk
(¢ Phase —¢™*v) /(1_6ikImpleitReplekRepletImpl)Fq[_qk+2] (t)dt

_l’_
1

BR

Fa

i

eit(log |v|—Re p_l)e—t Imp~!

+ Y (gPhase — ¢ 27)F / ( S S—— dt

1 — e—tkImp~to—itRep lekRepfle—tImpfl)Fq[_qk+2] (t) ’

b
Il
o

CcE
gdzie A,, B i CF s cze$ciami konturu k? wskazanymi na rysunku A.2.

A

> A, VYan\ 1 R

Y

—rd

Rysunek A.2: Podzial konturu k2 na czesci A,, BE i CE

Oznaczmy wydzielone trzy sktadniki przez I, I, oraz I3. Czeé¢ I; nie zalezy od R i
nie sprawia problemu. Pokazemy, ze gdy R — oo, wyrazenie [, ma skonczong granice, a
warto$¢ I3 dazy do zera. Tym samym uzyskamy istnienie granicy (5.35).

Czes¢ I, mozemy przepisaé jako

=

(¢ Phase —¢*7)"
0

B
Il

R

e (t—it)(log |v|-Re p~ 1)6 (t—iT) Imp~?! dt
X (1 — e—tkImp=lo—i(t—iT)Rep=1l pkRep~! o—(t—i7) Im p~ )Fq [_qk+2] (t _ ’lT)
1

Bedziemy szacowaé warto$é bezwzgledna tego wyrazenia. Oczywiscie wystarczy to zrobié
dla duzych t. Dla dostatecznie duzych t czynniki fazowe przy e *™° " w mianowniku
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mozna poming¢, gdyz jest to wyraz dominujacy. Tak wiec funkcje podcatkowe w wyrazeniu
I, szacuja sie dla duzych ¢ przez (patrz (5.32))

eT(logy|=Rep™!) o —tIm p~!

(e—tlmpfle—(k—T)Repfl _ 1) |IFq [_qk+2] (t _ 27.)|
1

eT(logy|-Rep™") o—tIm p~

= (eftlmp—lef(ka)Rep—l _ 1)Ek(t . 7:7_)|q71(—qk+2)qit|7 (A.20)

1

6T(log|'y|7Re e Y eTtImp™

eT(k+1)Rep~? X (e(ka) Rep—1 _ etImp—l)Ek(t _ ZT)

(gdzie dla skrocenia zapisu uzyliémy symbolu Z; zamiast Z_ +2).

Calka z ostatniej funkcji w (A.20) po czeéci BE rozwazanego konturu ewidentnie ma
skoriczong granice przy R — oo (pamietamy, ze Im p > 0, czyli Im p~! < 0). Innymi slowy
wyrazenie [, ma skonczong granice przy R — oo.

Czes¢ I3 wyrazenia (A.19) jest rowna

—

— > (qPhase — g %y)"

k=0
r

¢i(R—i0)(log |7|—Re p*l)e—(R—ie) Imp~1! d6
X (1 — e~ tkImp=1 o —i(R—if) Re p~! ok Re p~1 o —(R—if) Im p_l)]Fq [_qk+2] (R _ ZQ)

0

Przyjmujac, ze R jest bardzo duze i korzystajac ponownie z wniosku 5.18, mozemy szacowac
wartos¢ bezwzgledng funkcji podcatkowych przez

e0(log |v|—Re p_l)eeRIm p~1

(ekRepfle—eRepfl _ eRImpfl)Ek(R _ i@)'

Calki, ktorych warto$é bedziemy szacowaé, majg zatem postac

T

/ X do
(Yet? —U)=Z,(R —i0)’
0
gdzie Y oraz Z sa dodatnimi stalymi nie zalezacymi od R, liczba U jest dowolnie mata
dla dostatecznie duzych R, a X jest liczba ujemna, ktorej wartosé bezwzgledna jest (z

dokladnoscia do statej) proporcjonalna do R. Ponadto dla dostatecznie duzych R mamy
2 < ER(R —i0) < 2 dla wszystkich 6 € [0, 7]. Stad

T

/T X dp </ X 4o § Q/T X dp
Y7 —0) = | Y% —U)En(R—i0) — ) Y7 —U)

0 0 0

wino
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Dalej dla dostatecznie duzych R mamy 0 < U < €Y e, a co za tym idzie
. 06X do o
1 0(X—2) € 1 -1 _6(X-2)
i fronpe [ o0 g
0 0 0
Wystarczy teraz zauwazyé, ze
0< / Y& =2 gp <y !
0

2
|X—Z| R—o00

0,

aby przekona¢ sie, ze czeS¢ I3 wyrazenia (A.19) zbiega do zera, gdy R — oc.
Aby wykazaé prawdziwosé¢ wzoru (5.36) zauwazmy, ze wyrazenie

N-1
I, = ) (qPhase — ¢ %)
k=0
o Gi(R—i6)(log [1|—Re p~1) ,—(R—i0) Im p~1 g
X (1 _ efikImp—le—i(RfiG) Rep—lek Rep— ef(szG) Imp— )Fq[_qurQ] (R _ ZQ)
0

zbiega do zera takze, gdy R — —oo (oznaczenie [} podkresla fakt, ze nie jest to czes¢
calki analizowanej w pierwszej czesci dowodu). Istotnie dla R ujemnych, o duzej wartosci
bezwzglednej funkcje podcatkowe szacuja sie przez

eflogv|-Rep™") ,—RImp~*

(1 _ ekRep_lefeRep—lefRImp_l) ‘F [ k+2] (R _ 20)\ )

Ponadto F, [—¢"*?] (R — i) dazy do F,(0) = 1, gdy R — —oo (por. stwierdzenie 5.12), a
zatem

_ -1
|T;| < const. - e #M™PT ——— 0.
R——o0

Uzbrojeni w te wiedze mozemy zdeformowa¢ kontur k%, zamieniajac go na kontur mf
pokazany na rysunku A.3. Procedura ta dziala dla k¥ # 0. W sktadniku numerowanym
k = 0 musimy wzigé¢ pod uwage residuum funkcji podcatkowej w punkcie 0. Mamy wiec

(qPhase — ¢ 2v)ke it(log |y|—Re p~!) o —tImp~" 4
Z/ 1—e ikImp—1 e~ itRep~ ekRep e~ tIm p— )Fq[_qurQ] (t)

k=0 %

thase - q*%)’f it(log [y|~Re p~!) ,—tImp~" 1y
Z/ [ c-ma o itRep T R Rep ot TV, [ ] (1

= —27rpIF (—¢*)~*
(¢ Phase — q‘%)k it(log |y|-Rep~!) o—tImp~* 4
+Z/ 1 — ¢—tkImp~to—itRep™ ekRep—le,“mp_l)EI[_qk+2] (t)
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Y

—T

Rysunek A.3: Kontur m% z zaznaczong orientacja

Przechodzac do granicy R — 0o, otrzymujemy wzor (5.36).

Dla Im p < 0 rozumowanie w obu cze$ciach dowodu jest analogiczne. Q.E.D.
DowOD STWIERDZENIA 5.20. Podobnie jak w dowodzie stwierdzenia 5.19 ograniczymy
sie do przypadku Im p > 0.

Ad 1. Ciaglosé funkcji ®, na I, jest prosta konsekwencja twierdzer o ciaggtosci catek z
parametrem (patrz [21, cz. I, twierdzenie 12.9]). Ze wzoru (5.36) mamy

(I)q (7) = _Zﬂ-ﬁ]Fq <_C]2)71
N-1

3 \k 71*la|~**¢*
+ gPhase — ¢y / — dz
,; ( ) S =FTE [¢"] ()
= —27pF,(—¢*)"
N-1 —2i(t—ir) ,i(t—iT)
2, Ivl | q
+|vy|" Phase — / . dt

k=0 %
= =2mpF,(=¢") " + 17 K(y) —p —27PF,(—q ) g
przy czym zbiezno$¢ ta wynika z prostego faktu, ze

. N-1 on )k |,y|z't|q|—2i(t7i7—)qi(t7ir) J
= ase —q oy t
(7) Z (q q ’7) / (1- qkqﬂ(tﬂr))m[_qmz] (t—i
R

— iT)

jest funkcja ograniczona zmiennej .
Ad 2. Dla ustalonego R > 0 rozwazmy wyrazenie

N—-1 k it kit

&[] ( )IZ/X( a0 d"at"
im0 (1= d"")F,(="q")
N—-1

/X( a7, "N " " q tht
(1 — g*q")F, (—gk+2qit)
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A
c=—(T+k+2)ZRL 4 ¢
c R
> M\ >
—rd
Rysunek A.4: Kontur U z zaznaczong orientacja
Kolejne sktadniki sg rowne
—2, it] it|is it
—2_\K —q ["lg""q" dt

1¢"|"*¢" (Phase — ¢~*v) / | ﬁ‘ l¢"] e (A.21)

(1 = ¢*¢")F,[-¢" ] (1)

Wyrazenia te sa oczywiscie holomorficzne w zmiennej s, jesli ograniczymy ja do dolnej
polptaszczyzny (gdyz wtedy catka nadal jest zbiezna). Rozwazmy zatem wyrazenie (A.21)
z s — 10 W miejscu s, przy czym o > 0. Aby przej$¢ do granicy R — oo ustalamy liczbe
7 > 0 i modyfikujemy kontur [ zamieniajac go na kontur U® przedstawiony na rysunku
(A.4). Zgodnie z rachunkiem przeprowadzonym w przyktadzie 5.15, operacja ta nie zmienia
wartosci catki. Mamy wiec do czynienia z wyrazeniem

/ | — g 2] |g* g™ dt
(1 — ¢*¢")F,[—¢"*2] (t)

UR

T

Kiedy catkujemy po t —i7 (przy czym t € R), dla duzych ¢, funkcja podcatkowa zachowuje
sie jak (patrz wniosek 5.18)

X 1 . _ _ —
ezt(log|’y|—Rep )efztslmp leftImp lefotlmp 1

const. x (]_ _ qkefitRep_leftImp_l) e(kJrl)TRep_lethImp_l ’ (A22)

gdzie

const. — 7 (log |v|—Re pfl) eiT Im p_leiﬂ-o Im p_lefTs Imp~? )
Wyrazenie to jest O(e(T_")“mpfl), a wiec catka z niego po t od ustalonego miejsca do +oc0
jest zbiezna. Dalej, tak jak w dowodzie stwierdzenia 5.19, szacujemy calke z funkeji (A.22)
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po pionowej czeSci konturu od R — it do R. Rozumowanie zaprezentowane w dowodzie
stwierdzenia 5.19 pokazuje, ze catka ta znika gdy R — co. W szczegdlnosci wyrazenie

N—-1 2 it| it |i(s—ic) i
‘ Z(S w) k Phase —q 7) |_q 27| t|qt|( )qtdt

S (- E )

ma granice przy R — oo dla dowolnego o > 0. Korzystajac z twierdzen o rézniczkowaniu
catki niewlasciwej z parametrem (|21, twierdzenie 12.10]) nietrudno wykazaé¢, ze granica
ta definiuje przedtuzenie holomorficzne funkcji R 3 s +— &,[7] (s) € C. Przyktadowo, jesli
chcieliby$smy obliczy¢ @, [¢y] (—i), musimy pomnozyé v we wzorze na @, (y) przez ¢*q i
dokona¢ przedtuzenia holomorficznego w wyrazeniu

& ("q) = 1/X —q%qq7, ¢¢") (¢"q")” dt
= — ¢"q")F, (—g*+2¢")
B 1/X —a %, q ¢ )(Phaseq’“q“) |"q"|"¢"q" dt
e / — ¢"¢")F, (—¢"+2¢")

do punktu s = —i. Otrzymamy

N-1

k it dt
/x —q7%7, ¢"q") (¢q™)” | (4.23)
— ¢*q"")F, (—gkt2qit)

k=0
gdzie catke rozumiemy jako granice, ktorej istnienie wykazaliémy wyzej.
Od teraz wszystkie symbole calki po konturze [ oznacza¢ beda odpowiednia caltke nie-
wlasdciwa, ktorej istnienie wykazalismy.
Ad 3. Korzystajac ze wzoru (5.30) obliczamy

() = /x( ¢ *y.4"q")q"q" dt
= (1= d*q")F, (=gt +2g")
1

_NZ/@hase—q )" | = g >l gh g dt

g (1 = ¢ )F, [=¢**] (t)
e /<Phase — )" |~ a " db
B —agk+1] (¢ —

N-1

_ /(Phase — )" | = g de
J F,[—q*+] () ’
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a wiec
o n—1 o
o, (v) = (Phase —q 27) | — 27| !
Ph _ 2 iz k—1 izd
XZ/ ase — g~ 2y)"" llmq Y|"#q" ¢ dz

Z / (Phase — ¢~29)""' | = ¢729]%¢" ¢ dz

F, [~ (2)

Na mocy argumentow takich jak w dowodzie punktu 1. mozemy zmieni¢ kontur catkowania
z | — i na l. Dokladniej, poniewaz calki po [ rozumiemy jako granice calek po I® przy
R — o0, rozwazamy kontury zdeformowane tak jak w dowodzie stwierdzenia 5.19 czy
punktu 2. Zamiana konturu z [ —¢ na [ odbywa sie najpierw dla konturu zmodyfikowanego,
a wtedy calki po pionowych odcinkach taczacych zmodyfikowane wersje [ oraz [ —i znikaja,
gdy odsuwamy je do +oo wzdluz osi rzeczywistej. Stosujac te procedure otrzymujemy

(=) / (Phase —¢9)""" | — g~*4|"¢" 'q" dt
gl F,[=¢"*'] (1)
1

(g /x(—q”%q’“qit)q’“‘lq“ dt
! R~ ()
l

_ /X(—Q‘ 7, 4"¢")g" g dt
IFq [_qurl] (t)

B / X(=q %7, ¢"'q")g" " at
/ F, (—=d*'q")

Teraz dzieki (5.19) mamy

-1 k41 k+1 it
_ x(—q 7, q q")q dt
(I)q (7) =7 ! E / )

1-gk+igit k41 it
k(]l lqk+lzt qq+ql)

_ _7_1 Z X q % k+1qz’t)(1 _ qk+1qz‘t)qk+1qz‘t dt
]_ _ qk—l—lqzt)Fq(_quk—l—lqit)
_ /X(—q‘Q%q’“q“)(l ¢"q")q"q" at
ko (1 — ¢*q™)F, (—¢"2q™)
1 . . _ i
qut>qqut dt . /X<_q 2,)/7qk:q ) ( k t) dt
( l

—gF+2qit) e

q
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Innymi stowy (patrz (A.23))

@, (7] (0)= '@, [g7] (=) = 7@, [7] (0),
czyli
®,[g7] (=)= (1 +7)2,[4] (0)= (1 + )2, (7).
Ad 4. 9,[7] (s —io) jest sumg wyrazen postaci
/ |q"[* g™ | —q *q|"g"dt
1—gq q” L [—aF 2] (1)

(l¢|*q"q” (Phase — ¢~ (A.24)

gdzie catke po [ rozumiemy jako granice
/ " "] | —q*|"q" dt
= 1—gq q” W= (1)
a 7 jest liczba wieksza niz o (por. rysunek A.4). W szczegblnosci mozemy polozyé 7 = 1+49.
Tak samo jak w dowodzie stwierdzenia 5.19 podzielmy kontur UZ na czeéci A,, BE i CF
tak jak podzielilismy kontur k% (rysunki A.1i A.2). Z dowodu punktu 2. wiemy, ze caltka

po czesci CF zbiega do 0, gdy R — oo. Jesli oznaczymy przez M; wartosé calki po A,, to
catka wystepujaca w (A.24) jest réwna

/ 7" [*lq"|" \ g *y|"q" dt
1—q q” J[—a* ] (1)

M; + lim

R—o0

—i(t—iT)s Im p~1 e—(t—iT)a Imp~! ei(t—iT)(log |v|—Re p_l)ei(t—iT)Im p1 dt

M, + li
1+ e (14 gre-it—inRep™te=(t=inlmp™!) | [—qk+2] (¢ — i)

]\41 + e TS Imp~

! er(logly|-Rep™)

e—itsIm p! ef(tfiT)O' Imp~! 6it(log [v|[-Rep~1) Z(t iT)Im p~ dt
x lim — — : —
R—oo (1 +7 e—i(t—iT)Re p~1 o—(t—iT)Im p ) Fq [_qk+2] (t _ ZT)

C

= My + |q "¢ | My,

gdzie przez M, oznaczyliSmy warto$¢ odpowiedniej granicy. Poréwnujac te informacje z
(A.24) i pamietajac, ze 7 = 1 + §, otrzymujemy

. _ is d
|@,[7] (s — i0) < Ay + Az|q1yg™ |
dla pewnych statych A; i A,. Q.E.D.
DOWOD WNIOSKU 5.21. Ustalmy v € T,. Dla z w dolnej polptaszczyznie zdefiniujmy
@, 7] ()
Py(2) = =37
! F,[7] (=)

¢~ jest dobrze zdefiniowang funkcja meromorficzna.
Dowod réwnosci (5.38) przeprowadzimy w czterech krokach:
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1. ¢, jest funkcja holomorficzna.

2. ¢, jest funkcjg okresows, a jej okres nie jest liczbg rzeczywistg. W szczegdlnosci ¢,
rozszerza sie do funkcji catkowitej.

3. ¢, faktoryzuje si¢ przez odwzorowanie s — ¢, tzn. istnieje funkcja catkowita 1,
taka, ze o
(s —i0) = 1, (ql(kw))'

4. 1, jest funkcja stala, rowna —27p F,(—¢*)~ .

Ad 1. Z uwagi 5.14 wiemy, ze funkcja F,[y] nie ma zer w pasku {z € C: —1 < Im z < 0},
a na prostej R — i ma co najwyzej jedno zero. Ponadto jesli funkcja F,[y] posiada zero na
prostej R — i, to jest to zero pierwszego rzedu.

Podobnie jak w przypadku funkcji F,[y] mozna wykazaé, ze ze wzoru (5.37) wynika, ze
dla kazdego t € R

O, (t =)= (1+4¢"¢ )P (q"q ).
(por. wyprowadzenie wzoru (5.29)). W szczegolnosci jesli F[y] (to — i) = 0 dla pewnego tq €
R, to ®,[7] (to — i) = 0 i zera te sie skracaja. WykazaliSmy wiec, ze ¢, jest holomorficzna
na otoczeniu paska {z € C : —1 < Imz < 0} w dolnej polplaszczyznie (czeSci urojone
zer funkeji F, [y] sa liczbami catkowitymi, wiec mamy nawet holomorficznos¢ w pasku
{zeC:-2<Imz<0}).
Zauwazmy jednak, ze dzieki rownaniom (5.21) i (5.37) mamy dla t € R

et =1) A+ 'Rlg ()
D= =0~ At R e @ P (A5)

q

Ro6wnosé ta przenosi sie na ¢ lezagce w dolnej poiptaszczyznie. Widzimy zatem, ze bada-
nie holomorficznosci funkeji ¢, w kolejnych (zachodzacych na siebie i otwartych) paskach
sprowadza si¢ do badania holomorficznosci funkcji -+, W obszarze oméwionym powyzej.
W szczegblnosci ., jest holomorficzna w dolnej poéiplaszczyznie,

Ad 2. Korzystajac |N| razy ze wzoru (A.25) otrzymujemy dla ¢ € R

Py (t = [N[2) = @g-in1 (1) = pgitay (1),
dla pewnego ty € R, jako ze ¢~V € T, (por. (5.4)). W szczegolnosci

Qg (t) B, (E+ o)
SRl Bhl e T

o (t = [N[7)

lub inaczej
0 (t = (to +NID)) = ¢4(1)
dla wszystkich ¢ € R. Na mocy holomorficznosci ¢, réwnos$¢ ta zachodzi dla ¢ w dolnej

polptaszczyznie. Oznacza to, ze ¢, jest holomorficzng funkcja okresowa o okresie o+ |N|i.
W szczegblnosci ., rozszerza sie do funkcji catkowitej.
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Ad 3. Dla kazdego s € R mamy

() ®,(¢")
P = 010 = E i)

q
oraz

<I>q qz(s(t0+N|z’))7)

F, (qi (8—(t0+|Ni)),y) '
(patrz (5.4)).

Kiedy zmienna z przebiega droge od s do s — (to + |N|i), zmienna ¢**y przebiega droge
zamknietg zaczynajaca i koniczaca sie w punkcie v¢**. Widzimy, ze wzor

Vo (0) = ¢4(2)

definiuje funkcje ¢, na C\ {0}. Mozna jednak rozszerzy¢ funkcje 1, na C, poniewaz
O [v] (s —io)oraz F,[v] (s — io) daza do 1, gdy s — —Im (p) 0o i zbieznos¢ ta jest jedno-
stajna wzgledem o. Doktadniej, dla funkcji F,, stwierdzenie 5.12 méwi o zbieznoSci niemal
jednostajnej. Tak samo mozna wykazaé¢ niemal jednostajng zbieznosé do @, (0) dla funkcji
®,. Dzieki periodycznoéci zbieznosé ta staje sie jednostajna.

Ad 4. Ustalmy 0 < § < 3 oraz v € I, Na mocy punku 4. stwierdzenia 5.20 istniejg
state A; i A, takie, ze

0y (s = (to + [N[7)) = ¢, (s) =

}(I)q h] (3 - ZO’)} < Al + A2|q*1,yqis|1+5

dla wszystkich s € Ri0 < o < 1. Dla s — Im (p) oo, korzystajac z oszacowania (5.32),
mamy
Ay Ay
Z,(s —io)lg~'vg"|7 Ey(s — io)
Rozwazmy teraz wartodci funkcji v, zdefiniowanej w punkcie 3. na krzywej T =
{g?t=)y . s € R}. Gdy s — Im (p) oo, odpowiedni punkt na Y ucieka do nieskoniczonosci.
Oszacowanie (A.26) pokazuje, ze dla z € T mamy

[ (2)] = o(|2]?).
Rozwazajac rozwiniecie catkowitej funkcji ¢, w szereg potegowy zbiezny na C, tatwo sie
przekonac, ze 1)., jest postaci

lg ' vg™ ) e (A.26)

}‘Pv(s - ia)’ <

(2) = 94(0) + ¢ (0)z.

Jesli jednak 0 >1—4,t0 1 +6 — 0 < 20 < 1 i w konsekwencji

[¥(2)] = o(]2]).
Wida¢ wiec, ze ¢! (0) = 0 i v, (2) = 1,(0) dla wszystkich z. Oczywiscie
,(0)

P, (0) = lim ¢, (s)= F = _27TﬁFq(_q2)_1

s——Im(p)oo . (0)
(patrz punkt 1. stwierdzenia (5.20)). Q.E.D.
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A

Rysunek A.5: Zbior I, dla p = —i + i%

A.3 Grupa [, dla r6znych wartosci parametru

Ponizej przedstawimy rysunki grupy I, dla réznych wartosci parametru ¢. Kiedy ¢ prze-
biega zbior, ktérego czes¢ przedstawia rysunek 5.1, grupa I, jest kolekcja parzystej ilosci
spirali logarytmicznych. Jedna z nich zawiera punkt 1 € C. Jest to podgrupa [, , ztozona
z liczb postaci ¢*, gdzie t € R. Na ponizszych rysunkach podgrupa ta zostala wyroz-
niona grubsza linia. Zaznaczono réwniez punkt g. Pamietamy, ze Im p = %, gdzie N jest
parzysta liczba calkowita, rézna od zera. Grupa I, sktada sie z | N| spirali logarytmicznych.

Gdy wartos¢ bezwzgledna g jest bliska jednosci, I', nie odbiega zbyt daleko od zbioru, I'
rozwazanego w pracy [31]. Na rysunku A.5 przedstawiono I, w przypadku, gdy |¢| ~ 0.862,
aN=_8. ,

Zmniejszajac czesé rzeczywista p, oddalamy ¢ od pierwiastka z jedynki postaci e
wzdtuz spojnej sktadowej zbioru dopuszczalnych parametréw (rysunek 5.1). Na rysunkach
A.6, A.71 A.8 mamy kolejno ¢ ~ 0.765¢=7, ¢ ~ 0.682e 168 i ¢ ~ (.7¢710-485,

Rysunki A.5, A.6, A.7 i A.8 przedstawiaja grupe [, dla Im p > 0. W takim przypadku
|¢*| dazy od nieskoniczonodci, gdy ¢t — oo, a do zera, gdy t — —oo.

Kiedy cze$¢ urojona Im p zmienia znak, spirale logarytmiczne skrecaja sie w przeciwng,
strone. Na rysunku A.9 widzimy grupe T, dla N = —6. Zauwazmy, ze teraz ¢* ucieka do
nieskoniczonosci, gdy ¢ — —o0, a zbiega do 0, gdy t — oo.

Zbiory T, i T, odgrywaja role ,kwantowych” wersji C \ {0} i C (por. podrozdzial 7.6
i[27]). Zauwazmy, ze kiedy ¢ zbliza sie do 1, zbiory te coraz gesciej wypelniaja C\ {0}
(C odpowiednio). Dla przykladu zamieszczamy rysunek A.10, na ktérym przedstawiono
grupe I, dla parametru ¢ bardzo bliskiego 1: |¢| ~ 0.9, Argq ~ —0.02.
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Rysunek A.6: Zbior I, dla p = —3 + i>
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Rysunek A.9: Zbiér T, dla p = —32 — i2

2 2w



120 UZUPELNIENIA

&

22

[ \'\/ ‘\

Rysunek A.10: Zbior [, dla p = —10 + i%

Na rysunku tym punkt ¢ jest w srodku bialego kota, bardzo blisko 1 € C. Kiedy ¢
zbliza sie do osi rzeczywistej, zbior [, upodabnia sie do zbioru C¢ rozwazanego w pracach
[25], [26], [27] i [31, Appendix A].
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