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1 Wst¦p

Praca prezentuje elementy teorii algebr von Neumanna z uwzgl¦dnieniemteorii Tomity-

-Takesakiego i zastosowa« tej teorii w �zyce. Niektóre poj¦cia i techniki znajduj¡ce w

naturalny sposób zastosowanie w problemach stawianych w teorii Tomity-Takesakiego

mog¡ by¢ sformuªowane w du»o ogólniejszym j¦zyku dualnych par przestrzeni Bana-

cha. Takie wªa±nie uj¦cie przedstawia Rozdziaª 7. W rozdziale tym formuªujemy i

dowodzimy ogólne twierdzenie o spektrum ampli�kacji analitycznego generatora jed-

noparametrowej grupy izometrii przestrzeni Banacha ci¡gªej w sªabej topologii zada-

nej przez par¦ dualn¡.

W Rozdziale 2 zebrali±my podstawowe oznaczenia i konwencje stosowane w pracy.

Rozdziaª 3 rozpoczynamy od podania kilku faktów z ogólnej teorii przestrzeni Bana-

cha. Kªadziemy nacisk na to, »e ka»da algebra von Neumanna M jest przestrzeni¡

sprz¦»on¡ do pewnej przestrzeni Banacha M

�

, której charakteryzacj¦ podajemy. Po-

dajemy równie» jawny opis sªabej

�

topologii na M . Nast¦pnie dowodzimy wszystkich

twierdze« teorii operatorów i teorii algebr operatorów, które s¡ pó¹niej wykorzysty-

wane.

Rozdziaª 4 przedstawia teori¦ Tomity-Takesakiego dla algebr �-sko«czonych. Niektóre

rezultaty zaprezentowane w tym rozdziale pozostawione s¡ bez dowodu.

Kolejny rozdziaª stanowi ilustracj¦ zastosowa« teorii algebr operatorów w kwantowej

mechanice statystycznej i zwi¡zek teorii Tomity-Takesakiego z algebraiczn¡ kwantow¡

teori¡ pola. Dalsze, a przy tym, bardzo ciekawe rozwa»ania na ten temat mo»na

znale¹¢ na przykªad w pracach [Rob] czy te» [Hug].

W Rozdziale 6 prezentujemynowe podej±cie do rozszerzenia teorii Tomity-Takesakiego

na klas¦ wszystkich algebr von Neumanna. Aby sformuªowa¢ gªówne twierdzenia teorii

Tomity-Takesakiego u»ywamy poj¦cia uogólnionych wektorów cyklicznych i separu-

j¡cych. Rezultaty tego rozdziaªu oparte s¡ gªównie na [SLW7]. Dzi¦ki twierdzeniu o

ogólnej postaci uogólnionych wektorów cyklicznych i separuj¡cych na algebrach von

Neumanna dziaªaj¡cych w o±rodkowej przestrzeni Hilberta uzyskujemy nowy dowód

szczególnego przypadku twierdzenia Haagerupa o wagach (Twierdzenie 6.2.6). Na ko-

niec Rozdziaªu 6 przytaczamy pewne twierdzenia i konstrukcje stosowane w teorii

algebr von Neumanna rozwin¦te gªównie przez Alaina Connes'a.

Jak ju» wspomnieli±my wy»ej Rozdziaª 7 po±wi¦cony jest ogólnemu sformuªowaniu

pewnych zagadnie« pojawiaj¡cych si¦ implicite w teorii Tomity-Takesakiego. Naj-

wa»niejszymi wynikami zaprezentowanymi w tym rozdziale s¡ Wniosek 7.2.6 i wypro-

wadzony z niego wzór (7.21).

W ostatnim rozdziale szkicujemy rol¦ analitycznych generatorów jednoparametro-

wych grup izometrii przestrzeni Banacha w teorii Tomity-Takesakiego. Korzystamy

przy tym z gªównego twierdzenia pracy [Z2], którego dowód niestety nie zostaª jesz-

cze opublikowany. Przedstawione w tym rozdziale Twierdzenie 8.2.7 jest prostym, a

zarazem ciekawym, uogólnieniem jednego z wyników z [Z2].

W pracy korzystamy z teorii operatorów (ograniczonych i nieograniczonych) w prze-
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strzeniach Hilberta i Banacha. Doskonaªymi referencjami z tego dziaªu matematyki s¡

ksi¡»ki [Mau1], [AkGl], [DuSc] i [Yos]. Nasze wyniki opieramy oprócz tego na [SLW6].

W toku pracy kilkukrotnie korzystamy z prostych lematów z zakresu podstawowej

analizy zespolonej, których dowody pomin¦li±my. Wszystkie techniki potrzebne do

policzenia odpowiednich caªek mo»na znale¹¢ na przykªad w ksi¡»ce [Mau2].
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2 Notacja

W pracy b¦dziemy starali si¦ u»ywa¢ standardowej notacji stosowanej w literatu-

rze na temat algebr operatorów. B¦dziemy u»ywali symboli IN, ZZ, Q, IR oraz C na

oznaczenia odpowiednio zbioru liczb naturalnych, zbioru liczb caªkowitych i ciaª liczb

wymiernych, rzeczywistych i zespolonych. Ponadto przyjmujemy nast¦puj¡ce ozna-

czenia:

ZZ

+

= IN [ f0g;

IR

+

= ft 2 IR : t ­ 0g;

C

+

= fz 2 C : Im z ­ 0g:

Kolejnym wa»nym oznaczeniem wykorzystywanym w pracy b¦dzie

D

�

= fz 2 C : 0 ¬ jImzj ¬ j�j; � Imz ­ 0g;

gdzie � 2 IR n f0g.

Wszystkie przestrzenie liniowe, które b¦dziemy rozwa»ali, b¦d¡ nad ciaªem liczb ze-

spolonych. Liter¡ H b¦dziemy wsz¦dzie poza Rozdziaªem 5 oznacza¢ przestrze« Hil-

berta z iloczynem skalarnym (�j�) antyliniowym wzgl¦dem pierwszej zmiennej i linio-

wym wzgl¦dem drugiej. Inne przestrzenie wektorowe b¦dziemy oznacza¢ literami X,

Y , F orazM lub A. Do oznaczania elementów przestrzeni wektorowych (na przykªad

przestrzeni Hilberta H) b¦dziemy u»ywa¢ maªych liter ªaci«skich z ko«ca alfabetu: x,

y, z itp. oraz litery 
 dla wyró»nionego wektora. Elementy przestrzeni wektorowych

z gradacj¡ b¦dziemy przedstawia¢ jako kolumny: (

x

y

),

�

x

1

p

p

p

x

N

�

lub

�

x

y

�

czy te»

 

x

1

;

p

p

p

x

n�1

x

n

x

n+1

p

p

p

!

:

Taki sposób przedstawiania elementów przestrzeni wektorowych z gradacj¡ uªatwi

stosowanie notacji macierzowej dla operatorów dziaªaj¡cych w takich przestrzeniach.

Algebr¦ macierzy N � N nad dowolnym pier±cieniem R b¦dziemy oznacza¢ przez

M

N

(R). Ponadto b¦dziemy stosowa¢ oznaczenia

diag(a

1

; : : : ; a

N

) =

0

B

B

B

B

B

@

a

1

0 : : : : : : 0

0 a

2

0 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 a

N�1

0

0 0 : : : 0 a

N

1

C

C

C

C

C

A

oraz

diag(a

1

; a

2

; : : : ) =

0

B

B

B

@

a

1

0 : : : : : :

0 a

2

0 : : :

.

.

. 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1

C

C

C

A

:
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Przez operator rozumiemyoperator liniowy. Dla operatorów ograniczonych zarezerwu-

jemymaªe litery ªaci«skie z pocz¡tku alfabetu: a, b, c itd. B¦dziemy jednak u»ywa¢ in-

nych liter dla wyró»nionych klas operatorów. Pierwsz¡ z nich b¦d¡ operatory rzutowe.

Przez rzut w przestrzeni Hilberta H rozumiemy operator ograniczony p : H ! H

taki, »e p

�

p = p. Operatory rzutowe b¦d¡ oznaczane literami p, q, P itp. Komutator

operatorów a i b: ab� ba b¦dziemy oznacza¢ przez [a; b]. Dla dowolnych niezerowych

wektorów x i y w przestrzeni HilbertaH symbolem jx)(yj b¦dziemy oznacza¢ operator

H 3 z 7�! (yjz)x 2 H:

Operatory unitarne i izometryczne b¦d¡ oznaczane literami u, v, w, U itp.

B¦dziemy u»ywa¢ rachunku funkcji borelowskich dla operatorów samosprz¦»onych

(niekoniecznie ograniczonych) w przestrzeni Hilberta. Spektrum operatora a (a tak»e

spektrum elementu algebry Banacha) b¦dziemy oznacza¢ przez Sp a. Ponadto b¦-

dziemy u»ywa¢ bardzo wygodnej notacji wprowadzonej w [SLW5], mianowicie: niech

a b¦dzie operatorem samosprz¦»onymw przestrzeni HilbertaH. Wówczas twierdzenie

spektralne mówi, »e

a =

Z

IR

�

�dE(�);

gdzie E jest miar¡ spektraln¡ zwi¡zan¡ z operatorem a i dla dowolnej funkcji bore-

lowskiej f na IR mamy

f(a) =

Z

IR

�

f(�)dE(�);

Niech

�

b¦dzie ewaluacj¡ logiczn¡ zdania:

�

(faªsz) = 0;

�

(prawda) = 1:

Teraz je±li R jest jednoargumentow¡ relacj¡ zde�niowan¡ na zbiorze liczb rzeczywi-

stych, to f

R

(�) =

�

(R(�)) jest funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru � = f� 2 IR : R(�)g

i (je±li tylko � jest zbiorem mierzalnym) f

R

(a) = E(�) jest rzutem spektralnym od-

powiadaj¡cym �. W dalszym ci¡gu b¦dziemy pisa¢

�

(R(a)) zamiast f

R

(a):

�

(R(a)) =

Z

IR

�

�

(R(�))dE(�) = E(�):

Obraz tego rzutu b¦dziemy oznacza¢ przez H(R(a)).

W ten sposób nadali±my sens wyra»eniom takim jak

�

(a > 0),

�

(a

2

= 1),

�

(a 6= 0)

itp. Dla przykªadu H(a = 1) jest podprzestrzeni¡ wªasn¡ operatora a odpowiada-

j¡c¡ warto±ci wªasnej 1, a

�

(a = 1) jest rzutem na t¦ podprzestrze«. Ogólnie je±li

� � IR jest podzbiorem borelowskim, to H(a 2 �) jest podprzestrzeni¡ spektraln¡

odpowiadaj¡c¡ �, a

�

(a 2 �) jest opdpowiednim rzutem spektralnym.

Praktycznie wszystkie operatory nieograniczone, z którymi b¦dziemy mieli do czy-

nienia b¦d¡ g¦sto zde�niowane i domkni¦te. Dla wyró»nienia b¦dziemy operatory

nieograniczone oznacza¢ wielkimi literami ªaci«skimi: T , S, A itp. Dla dowolnego ope-

ratora T symbolamiD(T ) i Graph(T ) b¦dziemy oznacza¢ odpowiednio jego dziedzin¦

i wykres. Je±li � 2 C n Sp T , to R(T; �) oznacza rezolwent¦ operatora T w punkcie �.
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Operator T dziaªaj¡cy w przestrzeni X b¦dziemy nazywa¢ niezdegenerowanym, je±li

kerT = f0g i TX jest g¦sty w X. Przestrze« wszystkich operatorów ograniczonych

dziaªaj¡cych w przestrzeni Banacha X oznacza¢ b¦dziemy przez B(X). Dla dowolnej

przestrzeni Banacha X symbolemX

1

b¦dziemy oznacza¢ domkni¦t¡ kul¦ jednostkow¡

w X:

X

1

= fx 2 X : kxk ¬ 1g:

B¦dziemy rozwa»a¢ ró»ne topologie na przestrzeniach Banacha. Je±li � jest topolo-

gi¡ na pewnej przestrzeni Banacha to b¦dziemy mówi¢ o � -zbie»no±ci, � -g¦sto±ci,

� -domkni¦to±ci itd. Podobnie je±li � jest topologi¡ na X, a � topologi¡ na Y , to � ��

oznacza topologi¦ produktow¡ na X � Y . Granic¦ ci¡gu uogólnionego fx

�

g

�2�

ele-

mentów przestrzeni Banacha X indeksowanego zbiorem skierowanym � oznaczamy

przez

lim

�2�

x

�

:

Je±li jest istotne w jakiej topologii ci¡g fx

�

g

�2�

jest zbie»ny, to piszemy

x

�

�

����!

� 2 �

x 2 X:

W przypadku gdy relacja cz¦±ciowego porz¡dku w zbiorze indeksów ci¡gu uogólnio-

nego nie jest dana explicite, przyjmujemy dla niej oznaczenie \�"(ew. \�"). Przez

sum¦ szeregu uogólnionego (tj. sum¦ wyrazów ci¡gu uogólnionego fx

�

g

�2�

) rozu-

miemy granic¦ ci¡gu uogólnionego sum cz¦±ciowych indeksowanego zbiorem sko«czo-

nych podzbiorów � cz¦±ciowo uporz¡dkowanym przez relacj¦ \�".

Na koniec nale»y wspomnie¢ o dwóch oznaczeniach u»ywanych w zapisywaniu rów-

no±ci. Symbolu

\

ozn

=

"

b¦dziemy u»ywa¢ do wprowadzania nowych oznacze«. Z kolei

oznaczenie

LHS

x:xx

= RHS

mówi, »e ze wzoru (x.xx) wnioskujemy równo±¢ wyra»e« LHS i RHS.
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3 Algebry von Neumanna

Teoria algebr von Neumanna powstaªa w latach trzydziestych dwudziestego wieku.

Od tego czasu staªa si¦ ona bardzo ciekawym i bogatym w zastosowania dziaªem ma-

tematyki. Jednym z przeªomowych odkry¢ tej teorii byªo twierdzenie Tomity (patrz

np. [VD4]) stanowi¡ce podstaw¦ tak zwanej teorii Tomity-Takesakiego przedstawio-

nej w monogra�i [Tak]. Doskonaªym podr¦cznikiem obejmuj¡cymmnóstwo zagadnie«

z teorii algebr von Neumanna jest sªynna ksi¡»ka [Dix2]. Spo±ród wielu innych po-

zycji, które obejmuj¡ równie» bardziej zaawansowane aspekty teorii godne polecenia

s¡ [StZs], [Ped] i [Bra]. Nale»y pami¦ta¢, »e ju» sam John von Neumann motywo-

waª swoje badania nad pier±cieniami operatorów (jak wówczas nazywano algebry von

Neumanna) gªównie zastosowaniami tej teorii w �zyce.

3.1 Sªabe topologie na przestrzeniach Banacha

De�nicj¦ algebry von Neumanna poprzedzimy krótk¡ dyskusj¡ sªabych topologii na

przestrzeniach Banacha. Kluczow¡ rol¦ odegra nast¦puj¡cy, ªatwy lemat:

Lemat 3.1.1 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, � funkcjonaªem liniowym na X,

a p

1

; : : : ; p

N

póªnormami na X takimi, »e dla ka»dego x 2 X

j�(x)j ¬

N

X

k=1

p

k

(x):

Wówczas istniej¡ funkcjonaªy liniowe �

1

; : : : ; �

N

na X takie, »e

� =

N

X

k=1

�

k

oraz dla wszystkich x 2 X

j�

k

(x)j ¬ p

k

(x); k = 1; : : : ; N:

Dowód: Niech

D =

n�

x

p

p

p

x

�

: x 2 X

o

� X

N

:

de�niujemy póªnorm¦ p na X

N

p

��

x

1

p

p

p

x

N

��

=

N

X

k=1

p

k

(x

k

):
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Na D de�niujemy funkcjonaª

�

0

��

x

p

p

p

x

��

= �(x):

D � X

N

, �

0

oraz p speªniaj¡ zaªo»enia twierdzenia Hahna-Banacha, wi¦c istnieje

funkcjonaª � na X

N

taki, »e dla ka»dego x 2 X

�

��

x

p

p

p

x

��

= �

0

��

x

p

p

p

x

��

i dla ka»dego

�

x

1

p

p

p

x

N

�

2 X

N

�

�

�

�

��

x

1

p

p

p

x

N

��

�

�

�

¬ p

��

x

1

p

p

p

x

N

��

:

Teraz mo»emy zde�niowa¢ funkcjonaªy �

1

; : : : ; �

N

:

�

k

(x) = �(i

k

(x)); k = 1; : : : ; N;

gdzie i

k

: X ! X

N

jest wªo»eniem x 2 X na k-t¡ wspóªrz¦dn¡. Q.E.D.

Niech X w dalszym ci¡gu oznacza przestrze« Banacha. Przez X

�

oznaczymy prze-

strze« sprz¦»on¡ do X. Niech F b¦dzie (niekoniecznie domkni¦t¡) podprzestrzeni¡

wektorow¡ w X

�

maj¡c¡ wªasno±¢ rozdzielania punktów X, tj. dla ka»dej pary ró»-

nych punktów x

1

; x

2

2 X istnieje � 2 F taki, »e �(x

1

) 6= �(x

2

). Symbolem �(X;F)

oznacza¢ b¦dziemy sªab¡ topologi¦ w X zadan¡ przez rodzin¦ póªnorm fp

�

g

�2F

p

�

(x) = j�(x)j; x 2 X:

Wªasno±¢ rozdzielania punktów X przez funkcjonaªy z F daje nam to, »e

�(X;F)-topologia na X jest topologi¡ Hausdor�a.

Lemat 3.1.2 Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, F podprzestrzeni¡ wektorow¡

w X

�

maj¡c�a wªasno±¢ rozdzielania punktów X, a � funkcjonaªem liniowym na X.

Wówczas:

1:

�

� jest

�(X;F)-ci¡gªy

�

()

�

� 2 F

�

:

2:

�

� jest

�(X;F)-ci¡gªy na X

1

�

()

�

� 2 F

�

:

3:

�

F = F i � jest

�(X;F)-ci¡gªy na X

1

�

=)

�

� jest

�(X;F)-ci¡gªy na X

�

:

Dowód: Ad 1.: \(". Je±li � 2 F , to oczywi±cie � jest �(X;F)-ci¡gªy.

\)". Zaªó»my, »e � jest �(X;F)-ci¡gªy. Wówczas istniej¡ funkcjonaªy  

1

; : : : ;  

N

2 F

takie, »e dla ka»dego x 2 X mamy

j�(x)j ¬

N

X

k=1

p

 

k

(x):
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Z Lematu 3.1.1 wiemy, »e istniej¡ funkcjonaªy �

1

; : : : ; �

N

na X takie, »e

� =

N

X

k=1

�

k

oraz dla wszystkich x 2 X

j�

k

(x)j ¬ p

 

k

(x) = j 

k

(x)j; k = 1; : : : ; N:

Je±li  

k

= 0, to �

k

= 0. Je±li  

k

6= 0, to istnieje x

k

2 X taki, »e  

k

(x

k

) = 1. Wtedy

dla ka»dego x 2 X mamy

j�

k

(x�  

k

(x)x

k

)j ¬ j 

k

(x�  

k

(x)x

k

)j = 0;

a st¡d dla ka»dego x 2 X

�

k

(x�  

k

(x)x

k

) = 0

czyli

�

k

(x) =  

k

(x)�

k

(x

k

):

Zatem

�

k

= �

k

(x

k

) 

k

2 F

oraz

� =

N

X

k=1

�

k

2 F :

Ad 2.: \(". Zaªó»my, »e � 2 F. Wtedy istnieje ci¡g funkcjonaªów f 

n

g

n2IN

� F taki,

»e

k��  

n

k �����!

n!1

0:

Niech fx

�

g

�2�

b¦dzie ci¡giem uogólnionym elementów X

1

�(X;F)-zbie»nym do

x 2 X

1

. Ustalmy " > 0. Istnieje n

0

2 IN takie, »e dla n ­ n

0

mamy

k��  

n

k <

"

3

:

Istnieje równie» �

0

2 � takie, »e dla wszystkich � � �

0

j 

n

0

(x

�

)�  

n

0

(x)j <

"

3

:

Zatem

j�(x

�

)� �(x)j ¬ j�(x

�

)�  

n

0

(x

�

)j+ j 

n

0

(x

�

)�  

n

0

(x)j+ j 

n

0

(x)� �(x)j < "

dla � � �

0

, a wi¦c � jest �(X;F)-ci¡gªy na X

1

.

\)". Niech � b¦dzie funkcjonaªem na X, którego obci¦cie do X

1

jest �(X;F)-ci¡gªe.
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Wówczas � jest normowo ci¡gªy: k�k < 1. Ustalmy " > 0. Jako, »e �j

X

1

jest

�(X;F)-ci¡gªy w 0 wnioskujemy, »e istniej¡ funkcjonaªy  

1

; : : : ;  

N

2 F takie, »e

 

kxk ¬ 1;

N

X

k=1

p

 

k

(x) < 1

!

=)

�

j�(x)j < "

�

;

a st¡d wynika, »e dla dowolnego x 2 X mamy

 

N

X

k=1

p

 

k

�

x

kxk

�

< 1

!

=)

�

j�(x)j < "kxk

�

;

co mo»na tak»e przepisa¢ jako

 

N

X

k=1

p

 

k

(x) < kxk

!

=)

�

j�(x)j < "kxk

�

:

Dla dowolnego x 2 X zachodzi jeden z nast¦puj¡cych przypadków:

I.

N

X

k=1

p

 

k

(x) < kxk i wtedy j�(x)j < "kxk;

II.

N

X

k=1

p

 

k

(x) ­ kxk i wtedy j�(x)j ¬ k�kkxk ¬ k�k

N

X

k=1

p

 

k

(x);

a wi¦c dla dowolnego x 2 X mamy

j�(x)j ¬ "kxk+ k�k

N

X

k=1

p

 

k

(x):

W tej sytuacji korzystaj¡c z Lematu 3.1.1 widzimy, »e istniej¡ funkcjonaªy �

1

i �

2

na

X takie, »e

� = �

1

+ �

2

i dla ka»dego x 2 X mamy

j�

1

(x)j ¬ "kxk;

j�

2

(x)j ¬ k�k

N

P

k=1

p

 

k

(x);

a zatem na mocy punktu 1. �

2

2 F i k�� �

2

k = k�

1

k, ale k�

1

k ¬ " czyli � 2 F .

Ad 3.: Punkt 3. jest oczywist¡ konsekwencj¡ punktów 1. i 2. Q.E.D.

3.2 Topologie na przestrzeni B(H)

Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta. Dla x; y 2 H de�niujemy na przestrzeni Bana-

cha B(H) funkcjonaª !

x;y

wzorem

!

x;y

(a) = (xjay):

10



ªatwo sprawdzi¢, »e !

x;y

2 B(H)

�

i k!

x;y

k = kxkkyk. Przyjmijmy oznaczenia:

B(H)

e

= spanf!

x;y

: x; y 2 Hg � B(H)

�

;

B(H)

�

= B(H)

e

:

Na przestrzeni B(H) oprócz topologii normowej de�niujemy jeszcze nast¦puj¡ce to-

pologie:

� sªaba operatorowa topologia jest to po prostu �(B(H); B(H)

e

)-topologia. Nazy-

wamy j¡ równie» wo-topologi¡.

� sªaba topologia (inaczej ultrasªaba lub �-sªaba topologia) jest to

�(B(H); B(H)

�

)-topologia. Nazywamy j¡ równie» w-topologi¡.

� mocna operatorowa topologia jest to topologia wprowadzona przez rodzin¦ póª-

norm fp

x

g

x2H

, p

x

(a) = kaxk. Mówimy te» o niej jako o so-topologii.

� mocna topologia (inaczej ultramocna lub �-mocna topologia) jest to topologia

zadana przez rodzin¦ póªnorm

�

p

fx

n

g

: fx

n

g

n2IN

� H;

1

P

n=1

kx

n

k

2

<1

�

;

p

fx

n

g

(a) =

�

1

P

n=1

kax

n

k

2

�

1

2

:

Nazwamy t¦ topologi¦ równie» s-topologi¡.

Warto w tymmiejscu wspomnie¢ o wygodnych w konkretnych rachunkach bazach oto-

cze« 0 2 B(H) dla s-topologii i so-topologii, mianowicie baz¡ otocze« 0 w so-topologii

s¡ zbiory

O

";fx

1

;:::;x

N

g

=

(

a 2 B(H) :

N

X

n=1

kax

n

k

2

< "

)

; (3.1)

gdzie fx

1

; : : : ; x

N

g

n2IN

� H jest dowolnym ci¡giem, a baz¡ otocze« 0 w s-topologii s¡

zbiory

O

";fx

n

g

=

(

a 2 B(H) :

1

X

n=1

kax

n

k

2

< "

)

; (3.2)

gdzie fx

n

g

n2IN

� H jest dowolnym ci¡giem wektorów takim, »e

1

X

n=1

kx

n

k

2

<1:

Uwaga 3.2.1 Topologie mocna i mocna operatorowa pokrywaj¡ si¦ na zbiorach nor-

mowo ograniczonych w B(H).
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Dowód: Jest oczywiste, »e je±li ci¡g uogólniony fa

�

g

�2�

jest s-zbie»ny do zera, to

jest on równie» so-zbie»ny do zera (patrz (3.1) i (3.2)). Z drugiej strony, je±li fa

�

g

�2�

jest so-zbie»ny od zera i

sup

�2�

ka

�

k ¬ C 2 IR

+

;

to dla dowolnego " > 0 i dowolnego ci¡gu fx

n

g

n2IN

� H takiego, »e

1

P

n=1

kx

n

k

2

< 1

istnieje N 2 IN takie, »e

1

X

n=N+1

kx

n

k

2

<

"

2C

2

:

Poniewa» fa

�

g

�2�

jest so-zbie»ny, istnieje �

0

2 � taka, »e dla wszystkich � � �

0

N

X

n=1

ka

�

x

n

k <

"

2

:

Tak wi¦c dla � � �

0

mamy

1

X

n=1

ka

�

x

n

k

2

< "

czyli fa

�

g

�2�

jest s-zbie»ny do zera. Q.E.D.

Korzystaj¡c z Lematu 3.1.2 przy X = B(H) i F = B(H)

e

ªatwo otrzymujemy

nast¦puj¡ce stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.2.2 Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta. Wówczas

1. B(H)

e

jest zbiorem wszystkich wo-ci¡gªych funkcjonaªów na B(H);

2. B(H)

�

jest zbiorem wszystkich w-ci¡gªych funkcjonaªów na B(H);

3. Funkcjonaª � na B(H) jest w-ci¡gªy wtedy i tylko wtedy, gdy �j

B(H)

1

jest

wo-ci¡gªy.

Teraz mo»emy udowodni¢ kluczowe dla teorii algebr von Neumanna twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.3 Funkcjonaª liniowy � na B(H) jest wo-ci¡gªy wtedy i tylko

wtedy, gdy jest so-ci¡agªy.

Dowód: ªatwo si¦ przekona¢, »e je±li � jest wo-ci¡gªy, to jest równie» so-ci¡gªy.

Je±li � jest so-ci¡gªy, to istniej¡ niezerowe wektory x

1

; : : : ; x

N

2 H takie, »e dla

ka»dego a 2 B(H) mamy

j�(a)j ¬

N

X

k=1

kax

k

k:

Pami¦tamy z Lematu 3.1.1, »e istniej¡ funkcjonaªy �

1

; : : : ; �

N

na B(H) takie, »e

� =

N

X

k=1

�

k

12



i dla ka»dego a 2 B(H) mamy

j�

k

(a)j ¬ kax

k

k; k = 1; : : : ; N:

Dla ustalonego k 2 f1; : : : ; Ng mamy fax

k

: a 2 B(H)g = H, a wi¦c odwzorowanie

ax

k

7�! �

k

(a)

jest ograniczonym funkcjonaªem liniowym na H. Z twierdzenia Riesza o postaci ta-

kiego funkcjonaªu wiemy, »e istnieje wektor y

k

2 H taki, »e dla wszystkich a 2 B(H)

�

k

(a) = (y

k

jax

k

):

Tak wi¦c wykazali±my, »e dla k = 1; : : : ; N istnieje y

k

2 H taki, »e

�

k

= !

y

k

;x

k

2 B(H)

e

;

a st¡d

� =

N

X

k=1

�

k

2 B(H)

e

czyli � jest wo-ci¡gªy. Q.E.D.

Z Twierdzenia 3.2.3 i z geometrycznej wersji twierdzenia Hahna-Banacha mamy na-

st¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 3.2.4 Wypukªy podzbiór B(H) jest wo-domkni¦ty wtedy i tylko wtedy, gdy

jest so-domkni¦ty.

Lemat 3.2.5 Przestrze« Banacha B(H) jest izomor�czna z przestrzeni¡ sprz¦»on¡

do przestrzeni B(H)

�

. Izomor�zm B(H) ' (B(H)

�

)

�

zadany jest przez kanoniczn¡

form¦ biliniow¡

B(H)�B(H)

�

3 (a; �) 7�! �(a) 2 C :

Dowód: Niech a 2 B(H). De�niujemy funkcjonaª �

a

na B(H)

�

wzorem

�

a

(�) = �(a):

Oczywi±cie k�

a

k ¬ kak. Z drugiej strony

kak = supfkaxk : x 2 H; kxk = 1g

= supfj(yjax)j : x; y 2 H; kxk = kyk = 1g

= supfj!

x;y

(a)j : x; y 2 H; kxk = kyk = 1g

¬ supfj�

a

(!

x;y

)j : k!

x;y

k = 1g ¬ k�

a

k

czyli k�

a

k = kak.

Niech � 2 (B(H)

�

)

�

. De�niujemy form¦ póªtoraliniow¡

e

� na H wzorem

e

�(x; y) = �(!

x;y

):

Z twierdzenia Riesza wiemy, »e istnieje dokªadnie jeden operator a 2 B(H) taki, »e

e

�(x; y) = (xjay)
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dla wszystkich x; y 2 H. Widzimy zatem, »e

�(!

x;y

) = �

a

(!

x;y

)

dla wszystkich x; y 2 H, a co za tym idzie

�(�) = �

a

(�)

dla ka»dego � 2 B(H)

e

. St¡d � = �

a

. Q.E.D.

Lemat 3.2.6 Niech B b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, a B

�

� B

�

normowo domkni¦t¡

podprzestrzeni¡ tak¡, »e B ' (B

�

)

�

i izomor�zm ten jest zadany przez kanoniczn¡

form¦ biliniow¡ na B�B

�

. Niech M � B b¦dzie �(B;B

�

)-domkni¦t¡ podprzestrzeni¡

wektorow¡. Przyjmijmy oznaczenie

M

�

= f�j

M

: � 2 B

�

g �M

�

:

Wówczas

1. M

�

jest normowo domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ w M

�

;

2. Dla dowolnego  2M

�

i dowolnego " > 0 istnieje � 2 B

�

taki, »e

 = �j

M

oraz k�k ¬ k k+ ";

3. Kanoniczna forma biliniowa na M �M

�

zadaje izomor�zm M ' (M

�

)

�

.

Dowód: Ad 1.: Zde�niujmy

M

�

= f� 2 B

�

: �j

M

= 0g:

Podprzestrze« M jest �(B;B

�

)-domkni¦ta, a wi¦c na mocy Twierdzenia 4.7 (b) z

[Rud] mamy

M =M

��

= fx 2 B : �(x) = 0 dla wszystkich � 2M

�

g:

Odwzorowanie

B

�

3 � 7�! �j

M

2M

�

jest liniowe, jego norma jest nie wi¦ksza niz 1, a jego j¡drem jest M

�

. Indukuje wi¦c

ono odwzorowanie

B

�

=M

�

3 �+M

�

7�! �j

M

2 M

�

: (3.3)

Poka»emy, »e odwzorowanie (3.3) jest izometri¡. Niech �

0

2 B

�

b¦dzie takie, »e

k�

0

+M

�

k = 1;

tj. dist(�

0

;M

�

) = 1. Z twierdzenia Hahna-Banacha wiemy, »e istnieje ograniczony

funkcjonaª � na B

�

taki, »e

k�k = �(�

0

) = 1

oraz dla ka»dego � 2M

�

�(�) = 0:
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Skoro B = (B

�

)

�

, to istnieje x 2 B taki, »e kxk = �

0

(x) = 1 i �(x) = 0 dla wszystkich

� 2 M

�

. St¡d x 2 M

��

= M i k�

0

j

M

k ­ �

0

(x) = 1, a wi¦c (3.3) jest izometrycznym

izomor�zmem.

B

�

=M

�

jest przestrzeni¡ zupeªn¡, a wi¦c M

�

tak»e jest zupeªna, a zatem jest do-

mkni¦ta w topologii normowej w M

�

.

Ad 2.: W punkcie 1. wykazali±my, »e dla dowolnego  2M

�

istnieje �

0

2 B

�

taki, »e

 = �

0

j

M

i

k k = k�

0

+M

�

k = dist(�

0

;M

�

) = inffk�

0

� �k : � 2M

�

g:

Teraz dla dowolnego " > 0 istnieje �

1

2M

�

taki, »e

k�

0

+ �

1

k ¬ k k+ ":

Tak wi¦c kªad¡c � = �

0

+ �

1

mamy

�j

M

=  

oraz

k�k ¬ k k+ ":

Ad 3.: Dla dowolnego x 2M odwzorowanie

	

x

: M

�

3  7�!  (x) 2 C

jest ograniczonym funkcjonaªem liniowym naM

�

. Bior¡c pod uwag¦ kanoniczne uto»-

samienie B = (B

�

)

�

i udowodniony powy»ej punkt 2. mamy

k	

x

k = supfj (x)j :  2M

�

; k k < 1g

= supfj�(x)j : � 2 B

�

; k�k < 1g = kxk:

Niech 	 2 (M

�

)

�

. De�niujemy funkcjonaª liniowy na B

�

wzorem

�(�) = 	(�j

M

):

Wtedy � 2 (B

�

)

�

i �j

M

�

= 0. Wiemy, »e (B

�

)

�

= B wi¦c istnieje x 2 B taki, »e

�(�) = �(x)

dla wszystkich � 2 B

�

oraz

�(x) = 0

dla wszystkich � 2M

�

. St¡d x 2M

��

=M i mamy

	(�j

M

) = �j

M

(x) = 	

x

(�jM)

dla dowolnego � 2 B

�

, a wi¦c 	 = 	

x

. Q.E.D.

Niech M � B(H) b¦dzie w-domkni¦t¡ podprzestrzeni¡. Przez M

e

b¦dziemy ozna-

cza¢ przestrze« wo-dualn¡ doM , tj. zbiór wszystkich wo-ci¡gªych funkcjonaªów naM .

M

e

jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ w M

�

. Symbolem M

�

b¦dziemy oznacza¢ prze-

strze« w-dualn¡ doM , tj. zbiór wszystkich w-ci¡gªych funkcjonaªów naM . Oczywi±cie

M

�

tak»e jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ w M

�

.
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Twierdzenie 3.2.7 Niech M � B(H) b¦dzie w-domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ wekto-

row¡. Wówczas

1. M

e

= f�j

M

: � 2 B(H)

e

g;

2. M

�

= f�j

M

: � 2 B(H)

�

g;

3. M

�

=M

e

, tj. M

�

jest domkni¦ciem M

e

w topologii normowej w M

�

;

4. Kanoniczna forma biliniowa na M �M

�

zadaje izomor�zm M ' (M

�

)

�

.

Dowód: Punkty 1. i 2. wynikaj¡ ze Stwierdzenia 3.2.2 po uprzednim zastosowaniu

twierdzenia Hahna-Banacha. Z kolei punkt 4. jest konsekwencj¡ punktu 2., Lematu

3.2.5 i Lematu 3.2.6.

Ad 3.: Z punktów 1. i 2. wynika, »e ograniczone odwzorowanie liniowe � 7! �j

M

przeprowadza B(H)

e

na M

e

i B(H)

�

na M

�

. Tak wi¦c skoro B(H)

e

= B(H)

�

, to

M

e

=M

�

. Q.E.D.

De�nicja 3.2.8 Niech M � B(H) b¦dzie w-domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ wektorow¡.

Normowo domkni¦t¡ podprzestrze« M

�

przestrzeni sprz¦»onej (dualnej) do M nazy-

wamy przestrzeni¡ predualn¡ do M.

3.3 Twierdzenie von Neumanna

Mo»emy wyposa»y¢ przestrze« Banacha B(H) w struktur¦ algebry Banacha z in-

wolucj¡ bior¡c za mno»enie operacj¦ skªadania operatorów, a za inwolucj¦ operacj¦

brania operatora sprz¦»onego. Wówczas inwolucja jest izometri¡ gdy» dla dowolnego

a 2 B(H) mamy

ka

�

k = sup

kxk=1

ka

�

xk = sup

kyk=1

sup

kxk=1

j(yja

�

x)j

= sup

kyk=1

sup

kxk=1

j(ayjx)j = sup

kyk=1

sup

kxk=1

j(xjay)j = kak;

a ponadto norma operatorowa speªnia tak zwany C

�

-warunek, to znaczy

ka

�

ak = kak

2

; a 2 B(H): (3.4)

Istotnie: mamy dla dowolnego a 2 B(H).

kak

2

= sup

kxk=1

kaxk

2

= sup

kxk=1

(axjax) = sup

kxk=1

(xja

�

ax) ¬ ka

�

ak ¬ ka

�

kkak = kak

2

:

Algebry Banacha, których normy speªniaj¡ warunek (3.4) nazywamy C

�

-algebrami.

Ka»da normowo domkni¦ta �-podalgebra B(H) (tj. podalgebra zamkn¦ta ze wzgl¦du

na inwolucj¦) jest C

�

-algebr¡. Takie C

�

-algebry nazywamy C

�

-algebrami operatorów.

Teraz pami¦taj¡c o Wniosku 3.2.4 mo»emy ju» poda¢ najwa»niejsz¡ dla nas de�nicj¦:

De�nicja 3.3.1 Algebr¡ von Neumanna nazywamy wo-domkni¦t¡ (lub równowa»nie

so-domkni¦t¡) C

�

-algebr¦ operatorów zawieraj¡c¡ operator identyczno±ciowy.
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Zauwa»my, »e ka»da algebra von Neumanna M jako wo-domkni¦ta podprzestrze«

B(H) jest równie» w-domkni¦ta, a zatem istnieje dla niej przestrze« predualna M

�

opisana w Twierdzeniu 3.2.7.

Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta. Dla dowolnego podzbioru S � B(H) de�niu-

jemy jego komutant S

0

jako

S

0

= fs

0

2 B(H) : ss

0

= s

0

s dla wszystkich s 2 Sg:

Zbiór S

00

= (S

0

)

0

nazywamy bikomutantem zbioru S. Indukcyjnie de�niujemy n-ty ko-

mutant zbioru S jako komutant (n�1)-go komutanta S. �atwo zauwa»y¢, »e podczas

gdy inkluzja

S � S

00

mo»e by¢ ostra, to dla k ­ 1 mamy

(2k � 1)-y komutant S = S

0

;

(2k)-y komutant S = S

00

:

Nietrudno si¦ równie» przekona¢, »e dla dowolnego S � B(H), S

0

jest algebr¡ zawie-

raj¡c¡ operator identyczno±ciowy I 2 B(H). Ponadto mo»na bez trudu wykaza¢, »e

S

0

jest zbiorem so-domkni¦tym (a wi¦c jako zbiór wypukªy równie» wo-domkni¦tym).

Je±li S = S

�

, tj. s

�

2 S dla wszystkich s 2 S, to S

0

jest algebr¡ von Neumanna. W

szczególno±ci je±li M � B(H) jest algebr¡ von Neumanna, to M

0

tak»e jest algebr¡

von Neumanna. Jednym z najwa»niejszych twierdze« w teori algebr von Neumanna

jest tak zwane twierdzenie von Neumanna o g¦sto±ci. Zanim zajmiemy si¦ tym twier-

dzeniem udowodnimy jeszcze jeden krótki lemat:

Lemat 3.3.2 Niech S � H b¦dzie domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ i niech P b¦dzie rzutem

na S. Wówczas dla dowolnego opertatora a 2 B(H) nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-

wa»ne:

1. aS � S oraz a

�

S � S;

2. aS � S oraz aS

?

� S

?

;

3. aP = Pa.

Dowód: \1. ) 2." Niech x 2 S i y 2 S

?

. Z zaªo»enia mamy a

�

x 2 S. Teraz

(ayjx) = (yja

�

x) = 0;

a wi¦c ay 2 S

?

czyli aS

?

� S

?

.

\2. ) 3." Niech x 2 H. Wtedy x = x

S

+ x

S

?, gdzie x

S

2 S, a x

S

? 2 S

?

. Mamy

aPx = aP (x

S

+ x

S

?) = aPx

S

= ax

S

= Pax

S

= P (ax

S

+ ax

S

?) = Pax;

a wi¦c Pa = aP .

\3. ) 1." Niech x 2 S. Wtedy

ax = aPx = Pax 2 S:

Dalej mamy

a

�

P = (Pa)

�

= (aP )

�

= Pa

�

;

a zatem

a

�

x = a

�

Px = Pa

�

x 2 S:

Q.E.D.
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Twierdzenie 3.3.3 (von Neumanna o g¦sto±ci) Niech A � B(H) b¦dzie

�-algebr¡ operatorów zawieraj¡c¡ operator identyczno±ciowy I 2 B(H). Wówczas

so-domkni¦cie A jest równe A

00

.

Dowód: Niech a 2 A

00

. Mamy pokaza¢, »e dla ka»dego " > 0 i dowolnego ci¡gu

fx

1

; : : : ; x

N

g � H istnieje b 2 A takie, »e

(a� b) 2 O

";fx

1

;:::;x

N

g

(patrz (3.1)).

Ustalmy zatem ci¡g fx

1

; : : : ; x

N

g � H. Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia:

b

H =

N

L

k=1

H

k

; H

k

= H;

bc = diag(c; : : : ; c

| {z }

N

); c 2 B(H);

H

0

=

n

b

b

�

x

1

p

p

p

x

N

�

: b 2 A

o

�

b

H:

Niech P oznacza rzut na H

0

. Dla ka»dego operatora b 2 A mamy zarówno

b

bH

0

� H

0

jak i

b

b

�

H

0

� H

0

;

a zatem na mocy Lematu 3.3.2

b

bP = P

b

b; b 2 A:

St¡d nietrudno wywnioskowa¢, »e je±li zapiszemy P w postaci macierzy

P =

0

B

B

B

@

p

11

p

12

: : : p

1N

p

21

p

22

: : : p

2N

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

p

N1

p

N2

: : : p

NN

1

C

C

C

A

; p

ij

2 B(H); i; j = 1; : : : ; N;

to otrzymamy

p

ij

b = bp

ij

; b 2 A; i; j = 1; : : : ; N

czyli

p

ij

2 A

0

; i; j = 1; : : : ; N:

Teraz skoro a 2 A

00

, to baP = Pba i w konsekwencji

baH

0

� H

0

:

Poniewa» I 2 A mamy

�

x

1

p

p

p

x

N

�

2 H

0
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i w szczególno±ci

ba

�

x

1

p

p

p

x

N

�

2 H

0

;

a to znaczy, »e dla dowolnego " > 0 istnieje b 2 A taki, »e










ba

�

x

1

p

p

p

x

N

�

�

b

b

�

x

1

p

p

p

x

N

�










2

=

N

X

k=1

k(a� b)x

k

k

2

< "

czyli (a� b) 2 O

";fx

1

;:::;x

N

g

. Q.E.D.

Z twierdzenia von Neumanna mamy nast¦puj¡cy wniosek daj¡cy algebraiczn¡ cha-

rakteryzacj¦ algebr von Neumanna:

Wniosek 3.3.4 Niech M � B(H) b¦dzie �-algebr¡ operatorów i niech I 2M . Wów-

czas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. M jest algebr¡ von Neumanna;

2. M =M

00

.

Twierdzenie von Neumanna pozwala nam tak»e scharakteryzowa¢ operatory nale»¡ce

do danej algebry von Neumanna M � B(H) | s¡ to oczywi±cie te operatory, które

komutuj¡ ze wszystkimi operatorami z komutanta M , jednak»e bior¡c pod uwag¦

fakt, »e M

0

jest algebr¡ von Neumanna, oraz »e ka»da C

�

-algebra z jedynk¡ jest

generowana przez swoje elementy unitarne (czyli elementy u takie, »e u

�

u = uu

�

= I,

patrz [StZs], Prop. 2.24) otrzymujemy:

Wniosek 3.3.5 Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Wówczas

0

@

u

0

�

au

0

= a

dla wszystkich

unitarnych u

0

2M

0

1

A

()

�

a 2M

�

:

Prostym wnioskiem z twierdzenia spektralnego jest to, »e ka»dy operator samosprz¦-

»ony a 2 B(H) jest granic¡ kombinacji liniowych rzutów nale»¡cych do najmniejszej

algebry von Neumanna zawieraj¡cej a. Jako, »e ka»da C

�

-algebra jest generowana

przez swoje elementy samosprz¦»one (patrz [StZs] Cor. 2.23) ªatwo widzimy »e ka»da

algebra von Neumanna jest generowana przez swoje rzuty i mamy:

Wniosek 3.3.6 Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Wówczas

0

@

p

0

a = ap

0

dla wszystkich

rzutów p

0

2 M

0

1

A

()

�

a 2M

�

:

Wniosek 3.3.5 pozwala nam udowodni¢ ciekawe stwierdzenie dotycz¡ce rozkªadu bie-

gunowego (patrz [StZs] Th. 2.14) w algebrach von Neumanna:

Stwierdzenie 3.3.7 Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Niech a 2M

i niech a = vjaj b¦dzie rozkªadem biegunowym a. Wówczas jaj; v 2M .
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Dowód: M jest domkni¦ta w topologii normowej, wi¦c funkcje ci¡gªe od samosprz¦-

»onych elementówM nale»¡ doM . W szczególno±ci jaj = (a

�

a)

1

2

2M . Niech u

0

2M

0

b¦dzie operatorem unitarnym. W ±wietle Wniosku 3.3.5 mamy

u

0

�

au

0

= a;

u

0

�

jaju

0

= jaj:

St¡d

a = u

0

�

au

0

= u

0

�

vjaju

0

= u

0

�

vu

0

u

0

�

jaju

0

= u

0

�

vu

0

jaj;

przy czym u

0

�

vu

0

jest cz¦±ciow¡ izometri¡, której podprzestrzeni¡ pocz¡tkow¡ jest

H(jaj 6= 0). Z jednoznaczno±ci rozkªadu biegunowego mamy u

0

�

vu

0

= v. Q.E.D.

NiechM � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Podzbiór S � H nazywamy cyklicz-

nym dla M je±li zbiór MS = fas : a 2M; s 2 Sg jest liniowo g¦sty w H, natomiast

powiemy, »e S jest separuj¡cy dla M je±li dla wszystkich a 2M zachodzi

�

as = 0

dla wszystkich s 2 S

�

=)

�

a = 0

�

:

Je±li S akªada si¦ tylko z jednego wektora S = f
g, to mówimy, »e 
 jest odpowiednio

wektorem cyklicznym lub wektorem separuj¡cym dla M .

Stwierdzenie 3.3.8 Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumnna i niech S � H

b¦dzie dowolnym podzbiorem. Wówczas

1:

�

S - cykliczny

dla M

�

=)

�

S - separuj¡cy

dla M

0

�

:

2:

�

S - separuj¡cy

dla M

�

=)

�

S - cykliczny

dla M

0

�

:

Dowód: Ad 1.: Niech a

0

2 M

0

b¦dzie takim operatorem, »e a

0

s = 0 dla wszystkich

s 2 S. We¹my a 2M oraz s 2 S. Mamy

a

0

(as) = a(a

0

s) = 0;

ale wektory postaci as gdzie a 2M , a s 2 S tworz¡ zbiór g¦sty w H, a wi¦c a

0

x = 0

dla wszystkich x 2 H czyli a = 0.

Ad 2.: Niech P b¦dzie rzutem na domkni¦cie podprzestrzeni

H

0

= spanfa

0

s : a

0

2M

0

; s 2 Sg:

Poniewa» I 2M

0

mamy S � H

0

i st¡d

Ps = s (3.5)

dla wszystkich s 2 S. Dla dowolnego a

0

2M

0

mamy

a

0

H

0

� H

0

oraz

a

0

�

H

0

� H

0

;
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a st¡d (patrz Lemat 3.3.2) a

0

komutuje z P czyli P nale»y do M

00

= M . Skoro tak,

to (I � P ) tak»e nale»y do M i na mocy (3.5) mamy

(I � P )s = 0; s 2 S;

co przy zaªo»eniu, »e S jest separuj¡cy dla M daje nam P = I. Q.E.D.

Z powy»szego stwierdzenia mamy natychmiastowy wniosek:

Wniosek 3.3.9 Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumnna i niech 
 2 H.

Wówczas

�


 - cykliczny i

separuj¡cy dla M

�

()

�


 - cykliczny i

separuj¡cy dla M

0

�

:

3.4 Elementarna teoria C

�

-algebr i W

�

-algebr

Wa»nym wnioskiem z Twierdzenia 3.2.7 jest fakt, »e ka»da algebra von NeumannaM

jest izomor�czna z przestrzeni¡ dualn¡ do swojej przestrzeni predualnej M

�

. Okazuje

si¦, »e mo»na równie» udowodni¢ rezultat odwrotny, mianowicie:

Twierdzenie 3.4.1 (Sakai) Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡, a B przestrzeni¡ Banacha

tak¡, »e A jest izomor�czna (jako przestrze« Banacha) z przestrzeni¡ dualn¡ do B.

Wówczas A jest izomor�czna z algebr¡ von Neumanna, której przestrze« predualna

jest izomor�czna z B.

Dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ na przykªad w [Ped] (Th. 3.9.8).

Twierdzenie 3.4.1 pozwala scharakteryzowa¢ algebry von Neumanna bez odwoªywa-

nia si¦ bezpo±rednio do przestrzeni Hilberta, w której dziaªaj¡. Mówimy wówczas o

tak zwanych abstrakcyjnych algebrach von Neumanna lub inaczej o W

�

-algebrach.

Okazuje si¦, »e niemal caªa teoria algebr von Neumanna daje si¦ przepisa¢ w j¦zyku

W

�

-algebr, co doskonale ilustruje ksi¡»ka [Sak]. Dla naszych celów wygodniej b¦dzie

jednak pozosta¢ przy De�nicji 3.3.1.

Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Na zbiorze B(H)

sa

elementów

samosprz¦»onych w B(H) mamy znan¡ relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku:

�

a ­ b

�

()

�

(xj(a� b)x) ­ 0

dla wszystkich x 2 H

�

(3.6)

i relacja ta dziedziczona jest przez zbiór M

sa

elementów samosprz¦»onych w M .

Ponadto mo»na nietrudno udowodni¢, »e ka»dy normowo ograniczony wzrastaj¡cy

ci¡g uogólniony elementów B(H)

sa

jest so-zbie»ny go swojego supremum, a zatem

tak»e ka»dy normowo ograniczony wzrastaj¡cy ci¡g uogólniony elementów M

sa

jest

so-zbie»ny, a wi¦c na mocy so-domkni¦to±ci M jego supremum le»y w M . Mówimy,

»e algebry von Neumanna s¡ monotonicznie zupeªne.

Naturaln¡ klas¡ mor�zmów algebr von Neumanna s¡ tak zwane mor�zmy normalne

czyli homomor�zmy algebr z inwolucj¡ przemienne z operacj¡ brania supremumwzra-

staj¡cych, normowo ograniczonych ci¡gów uogólnionych. �atwo pokaza¢, »e ka»dy

izomor�zm algebr von Neumanna jest normalny (patrz [Ped] Prop. 2.5.2.). Ponadto

j¡dro i obraz normalnego mor�zmu s¡ so-domkni¦te (patrz [Dix1] Cor. 4).

Podobnie jak w teorii przestrzeni Banacha interesuj¡cym obiektem jest zbiór funk-

cjonaªów liniowych na algebrze von Neumanna. Zacznijmy jednak od sytuacji nieco
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ogólniejszej. Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡. Dla dowolnego funkcjonaªu � 2 A

�

de�niu-

jemy �

�

2 A

�

wzorem �

�

(a) = �(a

�

). Mówimy, »e � jest samosprz¦»ony je±li � = �

�

,

co jest równowa»ne warunkowi, »e �(a) 2 IR dla wszystkich a 2 A

sa

. Z kolei funkcjonaª

� nazywamy dodatnim je±li

�(a

�

a) ­ 0

dla wszystkich a 2 A. Poniewa» ka»dy samosprz¦»ony element a 2 A mo»na przedsta-

wi¢ w postaci kombinacji liniowej a = a

1

�

a

1

� a

2

�

a

2

(patrz Lemat 8.2.9) widzimy, »e

funkcjonaªy dodatnie s¡ samosprz¦»one. Funkcjonaªy dodatnie maj¡ wiele ciekawych

wªasno±ci. Jedn¡ z nich ilustruje nast¦puj¡cy lemat:

Lemat 3.4.2 (Nierówno±¢ Schwarza) Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡, a � funkcjona-

ªem dodatnim na A. Wówczas dla wszystkich a; b 2 A mamy

j�(a

�

b)j

2

¬ �(a

�

a)�(b

�

b):

Dowód: Dla dowolnej liczby t 2 IR mamy

�((ta+ b)

�

(ta+ b)) ­ 0:

Korzystaj¡c z samosprz¦»ono±ci � otrzymujemy

0 ¬ t

2

�(a

�

a) + t(2Re�(a

�

b)) + �(b

�

b); t 2 IR:

St¡d (2Re�(a

�

b))

2

� 4�(a

�

a)�(b

�

b) ­ 0 i j�(a

�

b)j

2

­ (Re�(a

�

b))

2

­ �(a

�

a)�(b

�

b).

Q.E.D.

Korzystaj¡c z Lematu 3.4.2 i kilku faktów z teorii C

�

-algebr mo»na w prosty sposób

udowodni¢ jeszcze jedn¡ wa»n¡ wªasno±¢ funkcjonaªów dodatnich, a mianowicie

Twierdzenie 3.4.3 Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡ z jedynk¡ I i niech � b¦dzie funkcjo-

naªem dodatnim na A. Wówczas k�k = �(I).

Dalsze rozwa»ania musimy poprzedzi¢ nast¦puj¡c¡ de�nicj¡:

De�nicja 3.4.4 Reprezentacja C

�

-algebry A jest to para (�;H) skªadaj¡ca si¦ z

przestrzeni Hilberta H i �-homomor�zmu � : A ! B(H). Mówimy, »e reprezenta-

cja (�;H) jest cykliczna je±li istnieje w H wektor cykliczny dla �(A).

Okazuje si¦, »e ka»dy funkcjonaª dodatni na A zadaje pewn¡ reprezentacj¦ A. Po-

ni»sze twierdzenie zwane jest konstrukcj¡ GNS od nazwisk I. M. Gelfanda, M. A.

Naimarka i I. E. Segala. Ilustruje ono odpowiednio±¢ pomi¦dzy funkcjonaªami do-

datnimi a reprezentacjami algebry A. W dowodzie wykorzystamy relacj¦ cz¦±ciowego

porz¡dku na zbiorze elementów samosprz¦»onych dowolnej C

�

-algebry A. Relacja ta

jest pokrótce opisana w cz¦±ci 6.2. Je±li A jest algebr¡ von Neumanna, to relacja ta

pokrywa si¦ z relacj¡ \­" zadan¡ przez (3.6).

Twierdzenie 3.4.5 (Konstrukcja GNS) Dla ka»dego funkcjonaªu dodatniego �

na C

�

-algebrze A istnieje cykliczna reprezentacja (�

�

;H

�

) algebry A o wektorze cy-

klicznym 


�

takim, »e dla wszystkich a 2 A mamy

�(a) = (


�

j�

�

(a)


�

): (3.7)
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Ponadto je±li (e�;

e

H) jest inn¡ reprezentacj¡ A o wektorze cyklicznym

e


 takim, »e

�(a) = (

e


je�(a)

e


)

dla wszystkich a 2 A, to istnieje operator unitarny U : H

�

!

e

H taki, »e

e�(a) = U�

�

(a)U

�

; a 2 A:

Udowodnimy Twierdzenie 3.4.5 tylko w szczególnym przypadku, gdy algebra A ma

jedynk¦. Dowód tego twierdzenia w peªnej ogólno±ci wymaga mi¦dzy innymi wpro-

wadzenia poj¦cia jedynki aproksymatywnej.

Dowód: Przyjmijmy oznaczenie

N

�

= fa 2 A : �(a

�

a) = 0g:

Korzystaj¡c z Lematu 3.4.2 ªatwo pokaza¢, »e N

�

jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ w

A, a nawet lewym ideaªem. Niech a 7! x

a

b¦dzie kanoniczn¡ projekcj¡ A ! A=N

�

.

Na przestrzeni A=N

�

wprowad¹my form¦ póªtoraliniow¡ wzorem

(x

a

jx

b

) = �(a

�

b):

Forma ta jest niezdegenerowana i de�niuje struktur¦ prehilbertowsk¡ na A=N

�

. Niech

H

�

oznacza uzupeªnienie przestrzeni A=N

�

w normie zadanej przez form¦ (�j�). Teraz

mo»emy zde�niowa¢ reprezentacj¦ A kªad¡c

�

�

(a)x

b

= x

ab

: (3.8)

Jako, »e N

�

jest lewym ideaªem (3.8) de�niuje dziaªanie A na H

�

przez operatory

liniowe. Zauwa»my, »e dla dowolnych a; b 2 A

sa

i dla dowolnego c 2 A mamy

a

�

a ¬ kak

2

I

oraz

�

a ¬ b

�

=)

�

c

�

ac ¬ c

�

bc

�

;

co w poª¡czeniu z nietrudnym do udowodnienia faktem, »e dla ka»dego funkcjonaªu

dodatniego  mamy

�

a ¬ b)

�

=)

�

 (a) ¬  (b)

�

daje nam oszacowanie

k�

�

(a)x

b

k

2

= kx

ab

k

2

= �(b

�

a

�

ab) ¬ kak

2

�(b

�

b) = kak

2

kx

b

k

2

;

które z kolei mówi nam, »e mo»emy rozszerzy¢ �

�

(a) do operatora ograniczonego na

H

�

, i »e �

�

: A! B(H

�

) jest odwzorowaniem normowo ci¡gªym. Wreszcie równo±¢

(�

�

(a)x

b

jx

c

) = �(b

�

a

�

c) = (x

b

j�

�

(a

�

)x

c

)

pokazuje, »e �

�

jest �-homomor�zmem czyli (�

�

;H

�

) jest reprezentacj¡ algebry A.

Niech 


�

= x

I

. Wówczas 


�

jest wektorem cyklicznym i oczywi±cie zachodzi (3.7).

Niech (e�;

e

H) b¦dzie tak¡ reprezentacj¡ A o wektorze cyklicznym

e


, »e

�(a) = (

e


je�(a)

e


)
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dla wszystkich a 2 A. Zde�niujmy operator U : H

�

!

e

H :

U : �

�

(a)


�

7�! e�(a)

e


:

Operator ten jest dobrze zde�niowany, gdy» je±li �

�

(a)


�

= �

�

(b)


�

, to

0 = k�

�

(a� b)


�

k

2

= (�

�

(a� b)


�

j�

�

(a� b)


�

)

= �((a� b)

�

(a� b)) = ke�(a� b)

e


k

2

:

Podobnie mamy

kU�

�

(a)
k

2

= ke�(a)

e


k

2

= (e�(a)

e


je�(a)

e


)

= (

e


je�(a

�

a)

e


) = �(a

�

a)

= (


�

j�

�

(a

�

a)


�

) = k�

�

(a)


�

k

2

:

Tak wi¦c po rozszerzeniu przez ci¡gªo±¢ naH

�

operator U jest surjektywny i zachowuje

iloczyn skalarny, a wi¦c w konsekwencji jest unitarny. Z de�nicji U nietrudno ju» teraz

wywnioskowa¢, »e

e�(a) = U�

�

(a)U

�

; a 2 A:

Q.E.D.

Zauwa»my, »e przy konstrukcji podanej w Twierdzeniu 3.4.5 mamy na mocy Twier-

dzenia 3.4.3 k


�

k

2

= k�k. Funkcjonaªy dodatnie o normie 1 nazywamy stanami na

algebrze A, a wi¦c mo»emy powiedzie¢, »e stany na A zadaj¡ reprezentacje cykliczne

A o jednostkowym wektorze cyklicznym speªniaj¡cym (3.7).

Powró¢my teraz do algebr von Neumanna. W analogii do de�nicji mor�zmów normal-

nych powiemy, »e funkcjonaª dodatni � na algebrze von Neumanna M jest normalny

je±li

sup

�2�

�(a

�

) = �

�

sup

�2�

a

�

�

dla dowolnego wzrastaj¡cego, normowo ograniczonego ci¡gu uogólnionego fa

�

g

�2�

elementówM

sa

. Mamy nast¦puj¡ce, wa»ne stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.4.6 Niech � b¦dzie dodatnim funkcjonaªem normalnym na algebrze

von Neumanna M i niech (�

�

;H

�

) b¦dzie reprezentacj¡ M zadan¡ przez �. Wówczas

�

�

jest mor�zmem normalnym M ! �

�

(M).

Dowód: Niech fa

�

g

�2�

b¦dzie normowo ograniczonym, wzrastaj¡cym ci¡giem uogól-

nionym w M

sa

o granicy a. Wówczas f�

�

(a

�

)g

�2�

jest normowo ograniczonym, wzra-

staj¡cym ci¡giem uogólnionym w B(H

�

)

sa

. Niech b oznacza jego granic¦. Dla ka»dego

c 2M mamy

(x

c

j�

�

(a)x

c

) = �(c

�

ac) = lim

�2�

�(c

�

a

�

c) = lim

�2�

(x

c

j�

�

(a

�

)x

c

) = (x

c

jbx

c

):

Wynika st¡d, »e (�

�

(a)� b)x

c

= 0 dla wszystkich c 2 M , a wi¦c �

�

(a) = b na g¦stej

podprzestrzeni H

�

, a zatem �

�

(a) = b. Q.E.D.
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4 Teoria Tomity-Takesakiego dla

stanów

4.1 Algebry �-sko«czone

Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna i niech x 2 H. Oznaczmy przez P

x

rzut na domkni¦cie podprzestrzeni H

x

= fa

0

x : a

0

2M

0

g. Argumentuj¡c tak samo jak

w dowodzie Twierdzenia 3.3.3 ªatwo mo»na wykaza¢, »e P

x

2 M . Rzuty tej postaci

nazywamy rzutami cyklicznymi w M .

Klasa algebr, któr¡ si¦ zajmiemy w tej cz¦±ci pracy, jest ±ci±le zwi¡zana z poj¦ciem

stanu wiernego:

De�nicja 4.1.1 Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡. Powiemy, »e stan � na A jest wierny,

je±li �(a

�

a) > 0 dla wszystkich, niezerowych a 2 A.

De�nicja 4.1.2 Algebr¦ von Neumanna M � B(H) nazywamy �-sko«czon¡, je±li

dowolna rodzina parami ortogonalnych rzutów w M jest co najwy»ej przeliczalna.

Algebry �-sko«czone mo»na scharakteryzowa¢ na kilka sposobów, w szczególno±ci

korzystaj¡c z poj¦cia stanu wiernego. Ilustruje to nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 4.1.3 Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Wówczas na-

st¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. M jest �-sko«czona;

2. Istnieje przeliczalny podzbiór H separuj¡cy dla M ;

3. M posiada wierny stan normalny;

4. M jest izomor�czna z algebr¡ von Neumanna posiadaj¡c¡ wektor cykliczny i

separuj¡cy.

Dowód: \1.) 2." Niech fp

�

g

�2�

b¦dzie maksymaln¡ rodzin¡ parami ortogonalnych

rzutów cyklicznych w M (to znaczy, »e p

�

jest rzutem na M

0

x

�

, gdzie x

�

2 H). Jej

istnienie gwarantuje nam lemat Kuratowskiego{Zorna. Poniewa»M jest �-sko«czona,

rodzina fp

�

g

�2�

jest przeliczalna. Z maksymalno±ci rodziny fp

�

g

�2�

nietrudno wy-

wnioskowa¢, »e

X

�2�

p

�

= I;

a wi¦c przeliczalny zbiór fx

�

g

�2�

jest cykliczny dla M

0

. St¡d na mocy Stwierdzenia

3.3.8 (1.) fx

�

g

�2�

jest separuj¡cy dla M .
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\2. ) 3." Niech fx

n

g

n2IN

� H b¦dzie zbiorem separuj¡cym dla M . Mo»emy zaªo»y¢,

»e

1

P

n=1

kx

n

k

2

= 1. De�niujemy funkcjonaª � na M wzorem

�(a) =

1

X

n=1

(x

n

jax

n

); a 2M:

Funkcjonaª ten jest oczywi±cie stanem wiernym naM . Ponadto jest on granic¡ w nor-

mie funkcjonaªów wo-ci¡gªych, a zatem � jest w-ci¡gªy. Z Lematu 3.1.2 (2.) widzimy,

»e � jest wo-ci¡gªy na zbiorach ograniczonych, a z Twierdzenia 3.2.3 wiemy, »e jest

to równowa»ne so-ci¡gªo±ci na zbiorach ogrniczonych. St¡d dla dowolnego wzrastaj¡-

cego, normowo ograniczonego ci¡gu uogólnionego fa

�

g

�2�

(pami¦tamy, »e taki ci¡g

jest so-zbie»ny do swojego supremum) mamy

�

�

sup

�2�

a

�

�

= sup

�2�

�(a

�

)

czyli � jest normalny.

\3. ) 4." Niech � b¦dzie wiernym stanem normalnym na M . Rozwa»my reprezenta-

cj¦ (�

�

;H

�

) dan¡ przez konstrukcj¦ GNS. Mor�zm �

�

jest izomor�zmem algebr von

Neumanna, gdy» � jest wiernym stanem normalnym. Ponadto od razu wida¢, »e wek-

tor 


�

skonstruowany w Twierdzeniu 3.4.5 jest wektorem cyklicznym i separuj¡cym

dla �

�

(M).

\4. ) 1." Niech fp

�

g

�2�

b¦dzie dowoln¡ rodzin¡ parami ortogonalnych rzutów w M

i niech 
 b¦dzie wektorem cyklicznym i separuj¡cym dla M . Mamy oczywi±cie

X

�2�

kp

�


k

2

¬ k
k

2

<1;

a wi¦c jedynie przeliczalna ilo±¢ wyrazów ci¡gu fkp

�


k

2

g

�2�

jest ró»na od zera. Z

drugiej strony 
 jest wekotrem separuj¡cym dla M , a zatem tylko przeliczalna ilo±¢

rzutów z rodziny fp

�

g

�2�

jest ró»na od zera. Q.E.D.

Uwaga 4.1.4 Niech H b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Hilberta i niech M � B(H)

b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Wówczas M jest �-sko«czona.

Algebry �-sko«czone maj¡ wiele cech wyró»niaj¡cych je spo±ród innych algebr von

Neumanna. Ciekawe jest nast¦puj¡ce twierdzenie udowodnione w ksi¡»ce [Dix2] (Ch.

3, Prop. 1):

Twierdzenie 4.1.5 Niech M b¦dzie �-sko«czon¡ algebr¡ von Neumanna. Wówczas

mocna operatorowa topologia na M

1

jest metryzowalna.

Z Twierdzenia 4.1.5 w zestawieniu z Uwag¡ 3.2.1 mamy

Wniosek 4.1.6 Niech M b¦dzie �-sko«czon¡ algebr¡ von Neumanna. Wówczas

mocna topologia na normowo ograniczonych podzbiorach M jest metryzowalna.
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4.2 Twierdzenie Tomity i grupa automor�zmów

modularnych

NiechM � B(H) b¦dzie �-sko«czon¡ algebr¡ von Neumanna i niech � b¦dzie wiernym

stanem normalnym na M . Uto»samiaj¡cM z �

�

(M) mo»emy zaªo»y¢, »e

�(a) = (
ja
); a 2M;

gdzie 
 jest jednostkowym wektorem cyklicznym i separuj¡cym dla M . Rozwa»my

odwzorowanie

S

0

: H 3 a
 7�! a

�


 2 H:

Jest ono g¦sto zde�niowanym operatorem antyliniowym H ! H. Na mocy Wniosku

3.3.9 
 jest równie» wektorem cyklicznym i separuj¡cym dlaM

0

a wi¦c odwzorowanie

F

0

: H 3 a

0


 7�! a

0

�


 2 H

tak»e jest g¦sto zde�niowanym operatorem antyliniowym H ! H.

Stwierdzenie 4.2.1 Operator S

0

jest domykalny, a je±li oznaczymy przez S jego

domkni¦cie, a przez F operator sprz¦»ony do S, to M

0


 � D(F ) i Fa

0


 = a

0

�


.

Ponadto S i F s¡ inwolucjami, tj.

�

x 2 D(S)

�

=)

�

Sx 2 D(S) oraz

SSx = x

�

oraz

�

y 2 D(F )

�

=)

�

Fy 2 D(F ) oraz

FFy = y

�

:

Dowód: Dla dowolnych a 2M , a

0

2M

0

mamy

(a

�


ja

0


) = (
jaa

0


) = (
ja

0

a
) = (a

0

�


ja
): (4.1)

Tak wi¦c F

0

� S

0

�

, a zatem S

0

�

jest g¦sto zde�niowany, co implikuje, »e S

0

jest

domykalny. Z relacji (4.1) wynika równie», »e M

0


 � D(F ) i Fa

0


 = a

0

�


. Aby

wreszcie udowodni¢, »e S i F s¡ inwolucjami we¹my y 2 D(F ) i a 2M . Wówczas

(FyjSa
) = (Fyja

�


) = (Sa

�


jy) = (a
jy);

a st¡d Fy 2 D(F ) i FFy = y. Tak samo dowodzimy, »e S jest inwolucj¡. Q.E.D.

Stwierdzenie 4.2.2 W H istniej¡ antyliniowa, izometryczna inwolucja J oraz do-

datni, samosprz¦»ony operator � takie, »e

1. � = FS oraz �

�1

= SF ;

2. S = J�

1

2

= �

�

1

2

J , F = J�

�

1

2

= �

1

2

J ;

3. J�

it

= �

it

J dla wszystkich t 2 IR;

4. J
 = 
 i �
 = 
.
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Dowód: Ad 1. i 2.: Ze Stwierdzenia 4.2.1 wnioskujemy, »e S jest niezdegenerowa-

nym, domkni¦tym operatorem antyliniowymw H. Jego rozkªad biegunowy ma zatem

posta¢

S = J�

1

2

; (4.2)

gdzie J jest operatorem antyunitarnym, a � = S

�

S = FS. Oczywi±cie � jest dodat-

nim, samosprz¦»onym operatorem liniowym w H. Korzystaj¡c z faktu, »e S i F s¡

inwolucjami nietrudno wykaza¢, »e � jest niezdegenerowany i

�

�1

= SF:

Podobnie sprawdzamy, »e S = S

�1

i st¡d

J�

1

2

= �

�

1

2

J

�

(4.3)

i w efekcie

J�

1

2

J = �

�

1

2

: (4.4)

Oczywi±cie mamy

�

�

1

2

= J

2

J

�

�

1

2

J;

a przy tym J

2

jest unitarny, a J

�

�

1

2

J dodatni, samosprz¦»ony. Bior¡c pod uwag¦

jednoznaczno±¢ rozkªadu biegunowego �

�

1

2

otrzymujemy J

2

= I, a zatem J

�

= J i

mo»emy (4.3) przepisa¢ jako

S = J�

1

2

= �

�

1

2

J:

Poniewa» F = S

�

mamy F = (�

�

1

2

J)

�

= J�

�

1

2

i korzystaj¡c z (4.4) przy J = J

�

otrzymujemy

F = J�

�

1

2

= �

�

1

2

J:

Ad 3.: Punkt 3. wynika ze wzoru (4.4) oraz faktu, »e dla dowolnej funkcji borelowskiej

f na ]0;1[ mamy

f(J�

1

2

J) = Jf(�

1

2

)J:

Istotnie: bior¡c f(s) = s

�2it

dla s 2]0;1[ oraz t 2 IR dostajemy

J�

it

= �

it

J; t 2 IR:

Ad 4.: Jako »e S
 = 
 i F
 = 
 mamy �
 = 
, a st¡d �

1

2


 = 
 i korzystaj¡c ze

wzoru (4.2) otrzymujemy J
 = 
. Q.E.D.

Operator � skonstruowany w Stwierdzeniu 4.2.2 nazywamy operatorem modularnym

wyznaczonym przez stan �, a operator antyunitarny J nosi nazw¦ sprz¦»enia modu-

larnego lub inwolucji modularnej wyznaczonej przez �. W teorii Tomity-Takesakiego

centralne miejsce zajmuje nast¦puj¡ce twierdzenie:
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Twierdzenie 4.2.3 (Tomita) Mamy

JMJ =M

0

(4.5)

oraz

�

it

M�

�it

=M (4.6)

dla wszystkich t 2 IR.

Postaramy si¦ naszkicowa¢ dowód Twierdzenia 4.2.3 w szczególnym przypadku, gdy

� jest operatorem ograniczonym (w ±wietle (4.2) jest to oczywi±cie równowa»ne temu,

»e operator S jest ograniczony). Nale»y pami¦ta¢ jednak, »e w znakomitej wi¦kszo±ci

sytuacji operator modularny jest nieograniczony.

Lemat 4.2.4 Zaªó»my, »e � jest ograniczony. Wówczas

SMS =M

0

;

FMF =M

0

oraz

�M�

�1

=M:

Dowód: Dla dowolnych a; b 2M mamy

SaSb
 = Sab

�


 = ba

�


 = bSa
; (4.7)

a wi¦c je±li zastosujemy (4.7) dwukrotnie, otrzymamy dla a; b; c 2M

SaSbc
 = bcSa
 = bSaSc


i poniewa» M
 jest g¦sty w H, dostajemy

SaSb = bSaS

dla wszystkich a; b 2M , a co za tym idzie

SMS �M

0

:

Tak samo dowodzimy, »e

FM

0

F �M: (4.8)

Sprz¦gaj¡c relacj¦ (4.8) otrzymujemy

SM

0

S �M;

co w poª¡czeniu z faktem, »e S = S

�1

daje SMS �M

0

i mamy

SMS =M

0

: (4.9)

Ponownie t¡ sam¡ technik¡ pokazujemy, »e

SMS =M

0

:
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Na koniec korzystaj¡c z punktu 1. Stwierdzenia 4.2.2 otrzymujemy

�M�

�1

=M:

Q.E.D.

Obkªadaj¡c n-krotnie obie strony wzoru

�M�

�1

�M

operatorami � i �

�1

otrzymujemy

�

n

M�

�n

�M (4.10)

dla n 2 ZZ

+

. Ustalmy x; y 2 H, a 2M oraz a

0

2M

0

i rozwa»my funkcj¦ caªkowit¡

f(z) = (xj[�

z

a�

�z

; a

0

]y):

Wzór (4.10) mówi nam, »e f(z) = 0 dla z = 0; 1; 2; : : : i pami¦taj¡c, »e

k�

�1

k = kJ�Jk = k�k

widzimy, »e istniej¡ dodatnie staªe C i K takie, »e

jf(z)j ¬ Ke

C Re z

;

co na mocy [SLW1] (Lem. Sect. 3) implikuje, »e f(z) = 0 dla wszystkich z 2 C . St¡d

�

z

M�

�z

�M

00

=M

dla wszystkich z 2 C , a wi¦c mamy

M = �

z

(�

�z

M�

z

)�

�z

� �

z

M�

�z

i w efekcie

�

z

M�

�z

=M; z 2 C :

W szczególno±ci zachodzi wzór (4.6).

Dla dowodu wzoru (4.5) zauwa»my, »e ze wzoru (4.9) wynika, »e

JMJ = J�

1

2

M�

�

1

2

J = SMS

�1

= SMS =M

0

:

Przypadek ogólny (tj. kiedy nie zakªadamy ograniczono±ci �) jest jednak o wiele

trudniejszy. Istnieje kilka ró»nych dowodów twierdzenia Tomity (patrz np. [SLW1]

i [SLW2], [VD1], [VD2], [Tak] lub [Bra], Sect. 2.5.2). Bardzo wa»nym wnioskiem z

twierdzenia Tomity jest:

Wniosek 4.2.5 Odwzorowanie

M 3 a 7�! �

it

a�

�it

2M

jest �-automor�zmem algebry M . Ponadto je±li przyjmiemy oznaczenie

�

�

t

(a) = �

it

a�

�it

; a 2M;

to

IR 3 t 7�! �

�

t

2 Aut(M) (4.11)

jest w-ci¡gª¡ jednoparametrow¡ grup¡ �-automor�zmów M , to znaczy, »e dla dowol-

nego  2M

�

funkcja

IR 3 t 7�!  (�

�

t

(a)) 2 C

jest ci¡gªa.
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De�nicja 4.2.6 NiechM b¦dzie �-sko«czon¡ algebr¡ von Neumanna i niech � b¦dzie

wiernym stanem normalnym naM . Jednoparametrow¡ grup¦ automor�zmówM dan¡

przez (4.11) nazywamy grup¡ automor�zmów modularnych M wyznaczon¡ przez �.

Grupa automor�zmów modularnych (nazywana równie» grup¡ modularn¡) jest bar-

dzo wa»nym i skutecznym narz¦dziem w badaniu algebr von Neumanna i w zastoso-

waniach teorii algebr von Neumanna w �zyce. Odkrycie grupy modularnej umo»liwiªo

mi¦dzy innymi klasy�kacj¦ algebr �-sko«czonych (patrz [Con], [Bra]). Bardzo istotn¡

rol¦ odgrywa równie» grupa automor�zmów modularnych w kwantowej mechanice

statystycznej, gdzie opisuje ona (zazwyczaj) dynamik¦ ukªadu w stanie równowagi

(patrz [Bra], Ch. 5 i 6 oraz [HaHW]).

Postaramy si¦ teraz wyeksponowa¢ pewn¡ wªasno±¢ grupy modularnej zwi¡zan¡ z

przedªu»eniem analitycznym. Na pocz¡tek zaªó»my, ze dla pewnego elementu a 2M

funkcja

IR 3 t 7�! �

�

t

(a) 2M

ma przedªu»enie analityczne na caª¡ pªaszczyzn¦ zespolon¡. Elementy takie nazywamy

elementami caªkowitymi dla �

�

t

(w podrozdziale 7.1 udowodnimy, »e zbiór elementów

caªkowitych dla �

�

t

jest g¦sty w M). Oznaczmy owo przedªu»enie przez

C 3 z 7�! �

�

z

(a) 2M:

Uwaga na ko«cu [Bra], Sect. 2.5.3 mówi, »e

�

�

z

(a) = �

iz

a�

�iz

; z 2 C ; (4.12)

co w szczególno±ci oznacza, »e takie przedªu»enie jest jednoznaczne i

�

�

z

(�

�

z

0

(a)) = �

�

z+z

0

(a); z; z

0

2 C : (4.13)

Stwierdzenie 4.2.7 Niech a i b b¦d¡ elementami caªkowitymi dla �

�

t

. Wówczas

�(�

�

z+i

(a)b) = �(b�

�

z

(a)); z 2 C : (4.14)

Dowód: B¦dziemy korzystali ze wzorów

�

�1


 = 
; (4.15)

�

1

2

= JS; (4.16)

oraz z tego, »e J = J

�

czyli

(xjJy) = (yjJx); x; y 2 H: (4.17)

We¹my elementy caªkowite dla �

�

t

a; b 2M . Mamy dla t 2 IR

�(�

�

t+i

(a)b) = (
j�

�1

�

it

a�

�it

�b
) = (�

�1


j�

it

a�

�it

�

1

2

�

1

2

b
)

4:15

= (
j�

it

a�

�it

�

1

2

�

1

2

b
)

4:16

= (
j�

it

a�

�it

�

1

2

JSb
)

= (
j�

it

a�

�it

�

1

2

Jb

�


) = (�

1

2

�

it

a

�

�

�it


jJb

�


)

4:17

= (b

�


jJ�

1

2

�

it

a

�

�

�it


) = (b

�


jS�

it

a

�

�

�it


)

= (b

�


j�

it

a�

�it


) = (
jb�

it

a�

�it


) = �(b�

�

t

(a)):

Teraz podstawiaj¡c t = Re z, � � �

�

iIm z

w miejsce � oraz �

�

�iIm z

(b) za b i korzystaj¡c

z wªasno±ci (4.13) otrzymujemy tez¦. Q.E.D.
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Uwaga 4.2.8 Niech a 2 M b¦dzie takim operatorem, »e dla wszystkich t 2 IR

�

i(t+i)

a�

�i(t+i)

rozszerza si¦ do operatora ograniczonego i niech b 2 M b¦dzie do-

wolnym elementem. Wówczas dla ka»dego t 2 IR mamy

�(�

�

t+i

(a)b) = �(b�

�

t

(a)):

4.3 Warunek KMS

De�nicja 4.3.1 Niech t 7! �

t

b¦dzie w-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ automor�-

zmów algebry von Neumanna M i niech � b¦dzie stanem normalnym naM . Powiemy,

»e � speªnia warunek Kubo-Martina-Schwingera (warunek KMS) dla � 2]0;1[, je±li

dla dowolnych dwóch elementów caªkowitych dla �

t

a; b 2M mamy

�(�

z+i�

(a)b) = �(b�

z

(a)); z 2 C :

Mówimy, »e � speªnia warunek KMS dla � = 0 gdy � jest �-niezmienniczym ±ladem,

tj. � � �

t

= � dla wszystkich t 2 IR oraz

�(ab) = �(ba); a; b 2M:

Wtedy � nazywamy stanem chaotycznym. Z kolei � speªnia warunek KMS dla � =1,

je±li dla ka»dego elementu caªkowitego a i dowolnego b 2 M funkcja caªkowita

f : C 3 z 7! �(�

z

(a)b) 2 C speªnia

jf(z)j ¬ kakkbk dla Im(z) ­ 0:

Taki stan nazywamy stanem podstawowym. Stan speªniaj¡cy warunek KMS dla � = 1

nazywamy w skrócie stanem KMS, je±li � 6= 1, to � nazywamy stanem �-KMS.

Warunek KMS zostaª sformuªowany na przeªomie lat pi¦¢dziesi¡tych i sze±¢dziesi¡tych

przez �zyków R. Kubo, P. C. Martina i J. Schwingera jako warunek opisuj¡cy stan

równowagi ukªadu termodynamicznego. Kilka lat pó¹niej R. Haag, N. Hugenholtz i M.

Winnik w pracy [HaHW] zauwa»yli, »e warunek ten mo»e zast¡pi¢ tak zwany warunek

Gibbsa i mo»na go stosowa¢ do ukªadów o niesko«czonej liczbie stopni swobody, gdzie

warunek Gibbsa nie ma sensu.

Zauwa»my, »e Stwierdzenie 4.2.7 mówi dokªadnie tyle, »e je±li � jest wiernym stanem

normalnym na algebrze von Neumanna M , to � jest stanem KMS dla grupy �

�

t

.

Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie (patrz [Ped] Prop. 8.12.3):

Twierdzenie 4.3.2 Niech t 7! �

t

b¦dzie w-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ automor-

�zmów algebry von Neumanna M i niech � b¦dzie stanem normalnym na M . Ustalmy

� 2]0;1[ Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. � jest stanem �-KMS;

2. Dla dowolnych a; b 2M istnieje ci¡gªa i ograniczona funkcja F na pasku

D

�

= fz 2 C : 0 ¬ Im(z) ¬ �g;

holomor�czna we wn¦trzu D

�

taka, »e

F (t) = �(�

t

(a)b); F (t+ i�) = �(b�

t

(a)); t 2 IR;
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Warto wspomnie¢, »e pierwsze sformuªowania warunku KMS odpowiadaªy warun-

kowi 2. z Twierdzenia 4.3.2. De�nicja 4.3.1 zaczerpni¦ta jest z ksi¡»ki [Ped]. Jedn¡ z

prostych konsekwencji Twierdzenia 4.3.2 jest:

Wniosek 4.3.3 Niech M , �

t

oraz � b¦d¡ takie jak w zaªo»eniach Twierdzenia 4.3.2.

Zaªó»my, »e � jest stanem KMS dla �

t

. Wówczas � jest stanem �-niezmienniczym.

Dowód: Korzystamy z warunku 2. z Twierdzenia 4.3.2 przy b = I i otrzymujemy

F (t) = �(�

t

(a)) = F (t+ i)

czyli funkcja F jest periodyczna z okresem i. Mo»emy j¡ zatem przedªu»y¢ do funkcji

caªkowitej, a poniewa» jF j jest ograniczona na D

1

, z twierdzenia Louville'a wniosku-

jemy, »e F jest staªa. W szczególno±ci

�(�

t

(a)) = �(�

0

(a)) = �(a); t 2 IR; a 2M

czyli � � �

t

= � dla wszystkich t 2 IR. Q.E.D.

Niemal takie samo rozumowanie pozwala nam scharakteryzowa¢ elementy

�-niezmiennicze w M :

Stwierdzenie 4.3.4 Niech t 7! �

t

b¦dzie w-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ auto-

mor�zmów algebry von Neumanna M i niech � b¦dzie wiernym stanem normalnym

na M speªniaj¡cym warunek KMS dla � > 0. Ustalmy b 2M , wówczas

�

�

t

(b) = b

dla wszystkich t 2 IR

�

()

�

�(ab) = �(ba)

dla wszystkich a 2M

�

:

Dowód: \(". Je±li b jest taki, »e dla wszystkich a 2 M mamy �(ab) = �(ba), to

z punktu 2. Twierdzenia 4.3.2 wnioskujemy, »e F (t) = F (t + i�) i w konsekwencji

(patrz Wniosek 4.3.3) F jest staªa i mamy w szczególno±ci dla ka»dego a 2M

�(�

�t

(a)b) = �(�

t

(a)b); t 2 IR:

Teraz skoro � � �

t

= �, to wyra»enie

�(a�

t

(b)) = (� � �

t

)(�

�t

(a)b) = �(�

�t

(a)b) = �(�

t

(a)b) = F (t)

nie zale»y od t dla dowolnego a 2M . Innymi sªowy

�(a�

t

(b)� a�

s

(b)) = 0; t; s 2 IR

dla wszystkich a 2M . Kªad¡c a = (�

t

(b)��

s

(b))

�

na mocy wierno±ci � otrzymujemy

�

t

(b) = b; t 2 IR:

\)". Oczywiste z warunku 2. z Twierdzenia 4.3.2 po zamianie a z b. Q.E.D.

Okazuje si¦, »e warunek KMS wystarcza aby caªkowicie scharakteryzowa¢ grup¦ au-

tomor�zmów modularnych:

Twierdzenie 4.3.5 ([Herm] Th. 1) NiechM b¦dzie �-sko«czon¡ algebr¡ von Neu-

manna i niech t 7! �

t

b¦dzie jednparametrow¡ rodzin¡ odwzorowa« M ! M . Niech

� b¦dzie wiernym stanem normalnym na M i zaªó»my, »e dla dowolnych a; b 2 M

istnieje ci¡gªa i ograniczona funkcja F na D

1

, holomor�czna w IntD

1

taka, »e

F (t) = �(�

t

(a)b); F (t+ i) = �(b�

t

(a)); t 2 IR:

Zaªó»my ponadto, »e funkcje t 7! �(�

t

(a)

�

�

t

(a)) oraz t 7! �(�

t

(a)�

t

(a)

�

) s¡ ograni-

czone. Wówczas

�

t

= �

�

t

; t 2 IR:
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5 Kwantowa mechanika

statystyczna

5.1 Sformuªowanie zagadnienia

W mechanice statystycznej rozwa»amy ukªady zªo»one z bardzo wielu oddziaªuj¡cych

ze sob¡ cz¡stek. Stan ukªadu (kwantowego) opisywany jest przez operator g¦sto±ci

(inaczej macierz g¦sto±ci) �. Przy pomocy operatora g¦sto±ci obliczamy warto±¢ ocze-

kiwan¡ obserwabli a ze wzoru

hai = Tr a�;

przy czym operator � jest unormowany tak, aby Tr � = 1. W opisie stanu równowagi

ukªadu u»ywamy jednego z trzech, tak zwanych zespoªów statystycznych: zespoªu

kanonicznego, mikrokanonicznego i du»ego zespoªu kanonicznego. Zespoªy te ró»ni¡

si¦ de�nicj¡ operatora �. Dla zespoªu kanonicznego mamy

� = e

��H

;

gdzie H jest Hamiltonianem (operatorem energii) dla rozwa»anego ukªadu, a � jest

odwrotno±ci¡ iloczynu temperatury bezwzgl¦dnej T i staªej Boltzmanna k:

� =

1

kT

:

W du»ym zespole kanonicznym dopuszczamy wymian¦ cz¡stek pomi¦dzy badanym

ukªadem a otoczeniem i de�niujemy

� = e

��(H��N)

;

gdzie N jest operatorem liczby cz¡stek, a � staª¡ opisuj¡c¡ potencjaª chemiczny.

Operator g¦sto±ci dla zespoªu mikrokanonicznego dany jest przez

� = P (E + �)� P (E)

gdzie P (E) jest rzutem na podprzestrze« rozpinan¡ przez wektory wªasne Hamilto-

nianu o energii mniejszej ni» E.

Oczywi±cie ró»ne de�nicje operatora g¦sto±ci prowadz¡ do ró»nych warto±ci oczeki-

wanych obserwabli, ale przynajmniej w wielu szczególnych przypadkach udaje si¦

udowodni¢, »e w tak zwanej granicy termodynamicznej (czyli przy przej±ciu do nie-

sko«czono±ci z liczb¡ cz¡stek) otrzymujemy takie same wyniki bez wzgl¦du na to

jakiego zespoªu u»yli±my.

34



5.2 Ukªady kratowe

Wiele wa»nych modeli ukªadów kwantowych otrzymujemy z ogólnej konstrukcji tak

zwanych ukªadów kratowych. Opiszemy tu pokrótce takie ukªady.

Rozwa»amy krat¦ ZZ

�

. Z ka»dym punktem x 2 ZZ

�

wi¡»emy p-wymiarow¡ przestrze«

Hilberta H

x

(liczba p jest z góry ustalona). Dla dowolnego sko«czonego podzbioru

� � ZZ

�

zawieraj¡cego N(�) punktów de�niujemy

H

�

=

O

x2�

H

x

:

Oczywi¢ie H

�

jest p

N(�)

-wymiarow¡ przestrzeni¡ Hilberta. Dalej oznaczmy przez

A(�) algebr¦ B(H

�

) = M

p

N(�)

(C ). Je±li �

0

jest innym sko«czonym podzbiorem ZZ

�

takim, »e � � �

0

, to mamy oczywist¡ inkluzj¦

A(�) ,!A(�

0

): (5.1)

Zauwa»my, »e je±li �\�

0

= ;, to operatory z A(�) komutuj¡ z operatorami z A(�

0

).

Nietrudno si¦ przekona¢, »e zbiór wszystkich lokalnych obserwabli

A

L

=

[

�

A(�)

jest �-algebr¡. Ponadto na ka»dej algebrze A(�) mamy norm¦ (operatorow¡) i normy

te s¡ zgodne z inkluzjami (5.1), tak wi¦c mamy norm¦ na A

L

. Domkni¦cie A

L

w tej

normie jest C

�

-algebr¡. Nazywamy j¡ algebr¡ obserwabli quasi-lokalnych i oznaczamy

przez A.

Skonstruowawszy algebr¦ A mo»emy przyjrze¢ si¦ dwóm wa»nym grupom przeksztaª-

ce« obserwabli.

Grupa translacji przestrzennych. Niech a 2 A(�) dla pewnego sko«czonego podzbioru

� � ZZ

�

. Dla x 2 ZZ

�

de�niujemy �

x

(a) jako odpowiedni operator w A(� + x).

Jest jasne, »e �

x

zadaje izomor�zm algebry A(�) na A(� + x), a powi¦kszaj¡c �

otrzmujemy w efekcie automor�zm A

L

, który przez ci¡gªo±¢ rozszerzamy na A. W

ten sposób zbiór f�

x

: x 2 ZZ

�

g staje si¦ grup¡ automor�zmów A odpowiadaj¡c¡

translacjom przestrzennym.

Ewolucja w czasie. Ze wzgl¦du na to, »e nasz ukªad skªada si¦ z niesko«czenie wielu

cz¡stek, nie mo»emy zde�niowa¢ jego Hamiltonianu, a zatem b¦dziemy musieli po-

nownie odwoªa¢ si¦ do wªasno±ci lokalnych algebry A.

Zaªó»my, »e mamy dany potencjaª � to jest funkcj¦ przeprowadzaj¡c¡ sko«czone pod-

zbiory X � ZZ

�

w samosprz¦»one elementy A

X

. Ka»dy operator �(X) reprezentuje

energi¦ oddziaªywa« pomi¦dzy cz¡stkami z X. B¦dziemy rozwa»a¢ tylko tak zwane

potencjaªy o sko«czonym zasi¦gu czyli takie �, dla których istnieje dodatnia staªa d

�

taka, »e �(X) = 0 je±li D(X) > d

�

, gdzie D(X) jest ±rednic¡ zbioru X:

D(X) = sup

x;y2X

kx� yk:

Teraz mo»emy zde�niowa¢ lokalny operator energii dla sko«czonego podzbioru

� � ZZ

�

:

H(�) =

X

X��

�(X):
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Oczywi±cie H(�) jest samosprz¦»onym elementem A(�). Nietrudno udowodni¢, »e

dla potencjaªów o sko«czonym zasi¦gu mamy

H(�

1

[ �

2

) = H(�

1

) +H(�

2

);

je±li tylko zbiory �

1

i �

2

s¡ odpowiednio daleko od siebie.

Przykªad 1: Model Isinga. Dla ka»dego x 2 ZZ

�

przestrze« H

x

jest 2-wymiarowa,

natomiast

�(X) =

�

J(x; y)�

3

(x)�

3

(y); X = fx; yg i D(X) = 1;

0; N(X) 6= 2 lub D(X) > 1;

gdzie J jest pewn¡ funkcj¡ rzeczywist¡ na ZZ

�

� ZZ

�

, a �

3

jest jedn¡ z macierzy

Pauliego:

�

0

=

�

1 0

0 1

�

; �

1

=

�

0 1

1 0

�

; �

2

=

�

0 �i

i 0

�

; �

3

=

�

1 0

0 �1

�

;

przy czym iloczyn �

3

(x)�

3

(y) bierzemy jako zªo»enie operatorów z A(fx; yg). Z tak

okre±lonym potencjaªem mamy dla sko«czonego podzbioru � � ZZ

�

H(�) =

1

2

X

x;y2�

kx�yk=1

J(x; y)�

3

(x)�

3

(y):

Przykªad 2: Model Heisenberga. Tak samo jak w modelu Isinga przestrzenie H

x

s¡

2-wymiarowe. Potencjaª zadany jest wzorem

�(X) =

8

<

:

J

3

P

j=1

�

j

(x)�

j

(y); X = fx; yg i D(X) = 1;

0; N(X) 6= 2 lub D(X) > 1:

(5.2)

gdzie J jest staª¡ (w interpretacji �zycznej odpowidaj¡c¡ mi¦dzy innymi za wymiar

wyra»enia (5.2)). Lokalny Hamiltonian dla � � ZZ

n

u wygl¡da w tym modelu tak:

H(�) =

1

2

X

x;y2�

kx�yk=1

J

3

X

j=1

�

j

(x)�

j

(y):

Lokalny Hamiltonian H(�) pozwala nam zde�niowa¢ lokaln¡ grup¦ automor�zmów

�

�

t

algebry A(�):

A(�) 3 a 7�! �

�

t

(a) = e

�itH(�)

ae

itH(�)

2 A(�):

Okazuje si¦, »e mo»na rozszerzy¢ tak zde�niowan¡ lokaln¡ ewolucj¦ w czasie na caª¡

algebr¦ A. Mamy nawet nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 5.2.1 (Streater, Robinson) Dla potencjaªu o sko«czonym zasi¦gu

ewolucja w czasie jest mocno ci¡gª¡ grup¡ automor�zmów �

t

algebry A zde�nio-

wan¡ na g¦stej podalgebrze A

L

za pomoc¡ nast¦puj¡cego przej±cia granicznego: niech

a 2 A(�

0

), wówczas

�

t

(a) = lim

�

0

��

��ZZ

�

e

�itH(�)

ae

itH(�)

; (5.3)

gdzie granic¦ bierzemy po zbiorze skierowanym sko«czonych podzbiorów ZZ

�

cz¦±ciowo

uporz¡dkowanym przez relacj¦ \�". Ponadto zbie»no±¢ (5.3) jest jednostajna dla t w

pewnym kole wokóª t = 0.
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5.3 Równowaga ukªadów sko«czonych

B¦dziemy rozwa»a¢ sko«czony podzbiór � � ZZ

�

. W �zycznej interpretacji odpo-

wiada to ograniczonemu obszarowi zawieraj¡cemu sko«czon¡ liczb¦ cz¡stek. Maj¡c

do dyspozycji lokalny Hamiltonian H(�) mo»emy zde�niowa¢ stan Gibbsa dla na-

szego ukªadu, tj. stan opisuj¡cy warto±¢ oczekiwan¡ lokalnych obserwabli w zespole

kanonicznym przy zadanej temperaturze T : dla a 2 A(�)

!

�

(a) = Tr a�

�

;

gdzie

�

�

=

1

Z

e

��H(�)

;

a Z jest staª¡ normalizacji (patrz cz¦±¢ 5.1).

Udowodnimy, »e dla dowolnych, a; b 2 A(�) istnieje funkcja caªkowita F , ograniczona

na pasku D

�

= fz 2 C : 0 ¬ Imz ¬ �g taka, »e dla wszystkich t 2 IR

F (t) = !

�

(�

�

t

(a)b); F (t+ i�) = !

�

(b�

�

t

(a)): (5.4)

Zauwa»my, »e operatory a i b s¡ po prostu macierzami p

N(�)

� p

N(�)

nad C , a wi¦c

funkcje t 7! !

�

(�

�

t

(a)b) i t 7! !

�

(b�

�

t

(a)) mo»na zapisa¢ jako sko«czone sumy funkcji

ekspotencjalnych, a co za tym idzie mo»na je przedªu»y¢ do funkcji caªkowitych.

Podobny argument pokazuje, »e odwzorowanie IR 3 t 7! �

�

t

(a) ma przedªu»enie na

caª¡ pªaszczyzn¦ zespolon¡ z zachowaniem wªasno±ci �

�

t

�

�

s

= �

�

t+s

. Teraz poªó»my

F (t) = !

�

(�

�

t

(a)b). Wªasno±ci (5.4) dowodzimy prostym rachunkiem korzystaj¡c z

niezmienniczo±ci ±ladu na cykliczne premutacje czynników w argumencie:

!

�

(�

�

t+i�

b) = Tr

�

e

�i(t+i�)H(�)

ae

i(t+i�)H(�)

b

1

Z

e

��H(�)

�

= Tr

�

e

�H(�)

e

�itH(�)

ae

itH(�)
1

Z

e

��H(�)

be

��H(�)

�

= Tr

�

e

�itH(�)

ae

itH(�)

1

Z

e

��H(�)

be

��H(�)

e

�H(�)

�

= Tr

�

e

�itH(�)

ae

itH(�)

1

Z

e

��H(�)

b

�

= Tr

�

be

�itH(�)

ae

itH(�)
1

Z

e

��H(�)

�

= !

�

(b�

�

t

(a)):

Widzimy zatem, »e !

�

jest stanem �-KMS dla grupy �

�

t

automor�zmów algebry

A(�).

Twierdzenie 5.3.1 Satn Gibbsa jest jedynym stanem �-KMS dla �

�

t

.

Dowód: Zaªó»my, »e ! jest stanem �-KMS dla �

�

t

. Z Twierdzenia 4.3.2 mamy

!(�

�

z+i�

(a)b) = !(b�

�

z

(a))

dla wszystkich z 2 C i dla wszystkich a; b 2 A(�). W szczególno±ci

!(�

�

i�

(a)b) = !(ba):
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Korzystaj¡c z tego, »e A(�) = B(H(�)) mo»emy na mocy [Bra] Prop. 2.4.3 zapisa¢

stan ! tak:

!(b) = Tr b�; b 2 A(�);

gdzie � jest operatorem takim, »e Tr � = 1. Tak wi¦c dla dowolnych a; b 2 A(�) mamy

Tr ba� = Tr�

�

i�

(a)b� = Tr e

�H(�)

ae

��H(�)

b� = Tr b�e

�H(�)

ae

��H(�)

:

Poniewa» b jest dowolny, mamy

a� = �e

�H(�)

ae

��H(�)

czyli

[a; �e

�H(�)

] = 0;

co przy dowolno±ci a implikuje, »e �e

�H(�)

= �I dla pewnego � 2 C . St¡d

� = �e

��H(�)

;

a unormowanie ! daje � =

1

Z

czyli � = �

�

. Q.E.D.

Zauwa»my, »e z Wniosku 4.3.3 wynika, »e stan Gibbsa jest stanem niezmienniczym ze

wzgl¦du na ewolucj¦ w czasie. Nie jest to wynik nieoczekiwany, gdy» stan Gibbsa jest

stanem danym przez zespóª kanoniczny, a wi¦c ma opisywa¢ stan równowagi ukªadu.

5.4 Granica termodynamiczna

De�nicja 5.4.1 Niech dla ka»dego sko«czonego podzbioru � � ZZ

�

dany b¦dzie pe-

wien stan !

�

na A(�) i niech ! b¦dzie stanem na A. Stan ! nazywamy granic¡ ter-

modynamiczn¡ stanów f!

�

g

�2ZZ

�

N(�)<1

je±li dla ka»dego sko«czonego podzbioru �

0

� ZZ

�

i dla ka»dego a 2 A(�

0

) mamy

!(a) = lim

�

0

��

��ZZ

�

!

�

(a):

Poniewa» interesuje nas stan równowagi dla ukªadów niesko«czonych, za rodzin¦ sta-

nów f!

�

g

�2ZZ

�

N(�)<1

we¹miemy stany Gibbsa zde�niowane na lokalnych obserwablach

przy ustalonej staªej � =

1

kT

.

De�nicja 5.4.2 Stanem równowagi uªadu niesko«czonego dla tempreatury T nazy-

wamy stan ! na A, b¦d¡cy granic¡ termodynamiczn¡ stanów Gibbsa dla temperatury

T .

Dowodzi si¦, »e dla potencjaªów o sko«czonym zasi¦gu istnieje stan równowagi dla

ukªadu niesko«czonego. Ponadto korzystaj¡c z wªasno±ci stanów Gibbsa mamy

Twierdzenie 5.4.3 ([HaHW] Sect. 4) Niech ! b¦dzie stanem równowagi ukªadu

niesko«czonego w temperaturze T . Wówczas dla dowolnych a; b 2 A istnieje ci¡gªa i

ograniczona funkcja F : D

�

! C holomor�czna we wn¦trzu D

�

taka, »e dla wszystkich

t 2 IR mamy

F (t) = !(�

t

(a)b); F (t+ i�) = !(b�

t

(a)): (5.5)
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Powy»sze twierdzenie mo»na nieco wzmocni¢, mamy mianowicie

Twierdzenie 5.4.4 (M. Takesaki) Niech ! b¦dzie stanem równowagi ukªadu nie-

sko«czonego i niech (�;H) b¦dzie reprezentacj¡ GNS algebry A zadan¡ przez stan !.

Wówczas rozszerzenie e! stanu ! na algebr¦ von Neumanna �(A)

00

� B(H) jest nor-

malnym stanem wiernym speªniaj¡cym warunek KMS wzgl¦dem rozszerzenia e�

t

grupy

�

t

na �(A)

00

, tj. kanonicznego rozszerzenia mocno ci¡gªej grupy �

t

na so-domkni¦cie

algebry �(A).

Z Twierdzenia 4.3.5 mamy natychmiast

Wniosek 5.4.5 Grupa e�

t

jest grup¡ automor�zmów modularnych algebry �(A)

00

wy-

znaczon¡ przez e!.
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6 Peªna teoria Tomity-Takesakiego

6.1 Uogólnione wektory cykliczne i separuj¡ce

W tej cz¦±ci pracy b¦dziemy korzystali z nast¦puj¡cego lematu:

Lemat 6.1.1 Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna i niech J �M b¦dzie

lewym ideaªem. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. Dla ka»dego 0 6= x 2 H istnieje operator a 2 J taki, »e ax 6= 0;

2. J jest s-g¦sty w M ;

3. J jest so-g¦sty w M .

Dowód: \1.) 2." Rozwa»my rodzin¦R, której elementami s¡ ukªady parami ortogo-

nalnych rzutów fp




g


2�

zawarte w J . R jest rodzin¡ cz¦±ciowo uporz¡dkowan¡ przez

relacj¦ "�" i ka»dy liniowo uporz¡dkowany ªa«cuch w R ma element najwi¦kszy, a

wi¦c istnieje w R element maksymalny fp

�

g

�2�

2 R. Wprowad¹my oznaczenie

P =

X

�2�

p

�

: (6.1)

We¹my niezerowy wektor x 2 H i przypu±¢my, »e Px = 0. Z zaªo»enia istnieje

a 2 J taki, »e ax 6= 0. Wówczas a

�

ax 6= 0. Z tego, »e x ? PH wynika, »e istniej¡

podzbiory borelowskie A

1

; A

2

� IR

+

takie, »e A

1

\ A

2

= ;, H(a

�

a 2 A

2

) � PH oraz

H(a

�

a 2 A

1

) � spanfxg. Skoro a

�

ax 6= 0 istnieje " > 0 taki, »e

�

(a

�

a ­ ")x 6= 0.

Niech A = A

1

n ft 2 IR : t ­ "g, poªó»my ep =

�

(a

�

a 2 A). Wówczas ep ? P oraz

ep 6= 0, gdy» epx 6= 0. Ponadto ep 2 J , jako »e ep = f(a

�

a)a

�

a, gdzie

f(t) =

�

A

(t)

t

; t 2 IR

+

n f0g:

St¡d fp

�

g

�2�

[ fep g jest ukªadem parami ortogonalnych rzutów w J wi¦kszym ni»

fp

�

g

�2�

, co przeczy maksymalno±ci ukªadu fp

�

g

�2�

. St¡d wniosek, »e x = 0. Tym

samym pokazali±my, »e Px 6= 0 dla wszystkich 0 6= x 2 H i w konsekwencji P = I.

Pozostaje wykaza¢, »e P nale»y do s-domkni¦cia J , ale to wynika z faktu, »e szereg

(6.1) jest so-zbiezny i ci¡g uogólniony jego sum cz¦±ciowych jest normowo ograniczony,

co na mocy Uwagi 3.2.1 implikuje, »e szereg (6.1) jest s-zbie»ny.

\2. ) 3." Wynika to z faktu, »e s-topologia jest mocniejsza ni» so-topologia.

\3.) 1." We¹myniezerowy wektor x 2 H. Niech fa

�

g

�2�

b¦dzie ci¡giem uogólnionym

elementów J so-zbie»nym do I 2 M . Wówczas istnieje wska¹nik �

0

2 � taki, »e dla

wszystkich � � �

0

mamy ka

�

x� xk <

kxk

2

. W tej sytuacji a

�

0

x 6= 0. Q.E.D.

40



Niech M b¦dzie algebr¡ von Neumanna dziaªaj¡c¡ w przestrzeni Hilberta H. Be-

dziemy bada¢ odwzorowania liniowe � : M ! H speªniaj¡ce nast¦puj¡ce warunki:

1. D(�) jest s-g¦stym lewym ideaªem w

M i dla wszystkich a 2M , b 2 D(�)

�(ab) = a�(b);

2. ker � = f0g oraz �(M) = H;

3. � jest s�k � k-domkni¦te.

9

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

;

(6.2)

De�nicja 6.1.2 Odwzorowanie liniowe � : M ! H speªniaj¡ce warunki (6.2) nazy-

wamy uogólnionym wektorem cyklicznym i separuj¡cym dla M .

Postaramy si¦ znale¹¢ uogólnienie Wniosku 3.3.9 dla uogólnionych wektorów cyklicz-

nych i separuj¡cych. Przyjmijmy oznaczenie

G = Graph(�) � B(H)�H:

Dla dowolnego podzbioru S � B(H)�H zde�niujmy

S


?

=

��

a

x

�

: as = sa; sx = ay dla wszystkich

�

s

y

�

2 S

�

: (6.3)

Zauwa»my, »e oznaczaj¡c F

s;y

(a; x) = ay � sx mamy

S


?

=

�

(Pr

1

S)

0

�H

�

\

\

(

s

y

)

2S

kerF

s;y

;

gdzie Pr

1

: B(H) �H ! B(H) jest kanoniczn¡ projekcj¡ na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡.

Wida¢ st¡d ªatwo, »e S


?

jest zbiorem s�k�k-domkni¦tym, gdy» zbiór (Pr

1

S)

0

�H jest

so�k � k-domkni¦ty, a wi¦c i s�k � k-domkni¦ty, a formy liniowe F

s;y

o warto±ciach w

H s¡ so�k � k-ci¡gªe, a zatem równie» s�k � k-ci¡gªe. We¹my teraz zbiór G w miejsce

S. Nietrudno si¦ przekona¢, »e z s-g¦sto±ci D(�) w M wynika, »e Pr

1

(G


?

) � M

0

.

Udowodnimy teraz trzy ªatwe stwierdzenia:

1:

��

0

y

�

2 G


?

�

=)

�

y = 0

�

:

2:

��

a

0

0

�

2 G


?

�

=)

�

a

0

= 0

�

:

3:

�

a

0

2M

0

�

b

0

y

�

2 G


?

�

=)

��

a

0

b

0

a

0

y

�

2 G


?

�

:

Zauwa»my, »e 1. mówi nam, »e G


?

jest wykresem s�k � k-domkni¦tego odwzorowania

�

0

: M

0

! H zde�niowanego na D(�

0

) = Pr

1

(G


?

). Z kolei 2. oznacza, »e ker�

0

= f0g.

Z 3. wnioskujemy, »e D(�

0

) jest lewym ideaªem w M

0

oraz, »e dla ka»dego a

0

2 M

0

,

b

0

2 D(�

0

)

�

0

(a

0

b

0

) = a

0

�(b

0

): (6.4)
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Ad 1.: Je±li

�

0

y

�

2 G


?

, to dla ka»dego a 2 D(�), ay = 0, a poniewa» D(�) jest s-g¦sta

w M mamy y = 0.

Ad 2.: Je±li (

a

0

0

) 2 G


?

, to dla ka»dego a 2 D(�), a

0

�(a) = 0, ale �(M) = H, wi¦c

a

0

= 0.

Ad 3.: Niech a 2 D(�), a

0

2 M

0

, b

0

2 D(�

0

). Oczywi±cie a

0

b

0

komutuje z a, a ponadto

mamy

a

0

b

0

�(a) = a

0

a�

0

(b

0

) = aa

0

�(b

0

);

a wi¦c ze wzoru (6.3) mamy

�

a

0

b

0

a

0

y

�

2 G


?

.

Dla dalszego rozumowania kluczowe jest nast¦puj¡ce stwierdzenie:

Stwierdzenie 6.1.3 Niech a 2M , x 2 H. Wówczas

�

Dla ka»dego a

0

2 D(�

0

)

a�

0

(a

0

) = a

0

x

�

=)

��

a

x

�

2 G

�

: (6.5)

Dowód: Chcemy pokaza¢, »e a 2 D(�) i �(a) = x. Jako, »e � jest odwzorowaniem

s�k � k-domkni¦tym wystarczy wykaza¢, »e wektor (

a

x

) nale»y do s�k � k-domkni¦cia

zbioru G. Baza otocze« 0 2 B(H) � H w s�k � k-topologii dana jest przez ci¡gi

wektorów fx

n

g

n2IN

� H takie, »e

1

P

n=1

kx

n

k

2

<1 i liczby " > 0 de�niuj¡ce zbiory

e

O

";fx

n

g

=

(

�

b

y

�

: kyk

2

+

1

X

n=1

kbx

n

k

2

< "

)

(por. (3.2)).

Innymi sªowy chcemy pokaza¢, »e

Dla ka»dego " > 0 i dowolnego ci¡gu fx

n

g

n2IN

takiego, »e

1

X

n=1

kx

n

k

2

<1;

istnieje b 2 D(�) taki, »e

�

a�b

x��(b)

�

2

e

O

";fx

n

g

:

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(6.6)

Ustalmy wi¦c ci¡g fx

n

g

n2IN

. Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia:

b

H =

1

L

k=0

H

k

; H

k

= H;

b

b = diag(b; b; : : : );

bx =

�

x

ax

1

ax

2

p

p

p

�

;

H

0

=

��

�(b)

bx

1

bx

2

p

p

p

�

: b 2 D(�)

�

�

b

H:

�atwo zauwa»y¢, »e warunek (6.6) jest równowa»ny temu, »e bx 2 H

0

, gdzie domkni¦cie

bierzemy w normie przestrzeni

b

H.
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Niech P b¦dzie rzutem

b

H na H

?

0

. W zapisie macierzowym mamy

P =

0

B

B

B

@

p

00

p

01

p

02

: : :

p

10

p

11

: : :

p

20

: : :

.

.

.

1

C

C

C

A

; p

ij

2 B(H); i; j 2 ZZ

+

:

Z wªasno±ci � i D(�) bez trudu wnioskujemy, »e

P

b

b =

b

bP

dla wszystkich b 2M , a to jest równowa»ne temu, »e

p

ij

2M

0

; i; j 2 ZZ

+

:

Oczywi±cie dla ka»dego b 2 D(�) mamy

P =

0

B

B

B

@

p

00

p

01

p

02

: : :

p

10

p

11

: : :

p

20

: : :

.

.

.

1

C

C

C

A

0

B

B

B

@

�(b)

bx

1

bx

2

.

.

.

1

C

C

C

A

= 0;

a wi¦c

p

k0

�(b) +

1

X

l=1

p

kl

bx

l

= 0; b 2 D(�); k 2 ZZ

+

;

i wreszcie

p

k0

�(b) = b

 

�

1

X

l=1

p

kl

x

l

!

; b 2 D(�); k 2 ZZ

+

;

co oznacza, »e dla ka»dego k 2 ZZ

+

p

k0

2 D(�

0

) i �

0

(p

k0

) = �

1

X

l=1

p

kl

x

l

:

Patrz¡c na lew¡ stron¦ (6.5) mamy

a�

0

(p

k0

) = p

k0

x; k 2 ZZ

+

czyli

a

 

�

1

X

l=1

p

kl

x

l

!

= p

k0

x; k 2 ZZ

+

;

co w formie

p

k0

x+

1

X

l=1

p

kl

ax

l

= 0; k 2 ZZ

+

oznacza po prostu

Pbx = 0:

St¡d bx 2 (P

b

H)

?

= H

0

. Q.E.D.
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Wniosek 6.1.4 D(�

0

) jest zbiorem s-g�estym w M

0

.

Dowód: Niech x 2 H. Je±li dla ka»dego a

0

2 D(�

0

) mamy

a

0

x = 0;

to dla ka»dego a

0

2 D(�

0

) zachodzi

0 � �

0

(a

0

) = a

0

x;

a wi¦c na mocy (6.5)

x = �(0) = 0:

Tym samym wykazali±my, »e dla ka»dego 0 6= x 2 H istnieje operator a 2 J taki, »e

ax 6= 0, co w ±wietle Lematu 6.1.1 implikuje s-g¦sto±¢ D(�

0

) w M

0

. Q.E.D.

Do uzyskania peªnej analogii do Wniosku 3.3.9 dla uogólnionych wektorów cyklicznych

i separuj¡cych potrzebujemy jeszcze tylko nast¦puj¡cego stwierdzenia:

Stwierdzenie 6.1.5 �

0

(M

0

) = H.

Dowód: Dla ka»dego a

0

2M

0

mamy a

0

�

0

(M

0

) � �

0

(M

0

), a wi¦c �

0

(M

0

) jest podprze-

strzeni¡M

0

-niezmiennicz¡. Oznacza to, »e zarówno rzut Q na �

0

(M

0

) jak i P = I�Q

nale»¡ do M . Poniewa» mamy P�

0

(M

0

) = f0g, na mocy Stwierdzenia 6.1.3

�

P

0

�

2 G;

a skoro ker � = f0g, mamy P = 0 czyli Q = I. W konsekwencji �

0

(M

0

) = H. Q.E.D.

Wniosek 6.1.4 i Stwierdzenie 6.1.5 mówi¡ nam, »e maj¡c dan¡ algebr¦ von Neumanna

M wraz z uogólnionym wektorem cyklicznym i separuj¡cym � : M ! H mo»emy

w kanoniczny sposób skonstruowa¢ uogólniony wektor cykliczny i separuj¡cy �

0

dla

M

0

. Tak skonstruowane odwzorowanie �

0

nazywamy komutantem �. Ponadto z kon-

strukcji odwzorowania �

0

i ze Stwierdzenia 6.1.3 nietrudno wywnioskowa¢, »e zachodzi

nast¦puj¡cy wzór wi¡»¡cy � i �

0

:

a�

0

(a

0

) = a

0

�(a); a 2 D(�) a

0

2 D(�

0

); (6.7)

który b¦dzie bardzo pomocny w przytoczonej poni»ej analizie ogólnej struktury uogól-

nionych wektorów cyklicznych i separuj�acych dla algebr dziaªaj¡cych w o±rodkowej

przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 6.1.6 Niech H b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Hilberta. Niech

M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna z uogólnionym wektorem cyklicznym i se-

paruj¡cym �. Wówczas istnieje ci¡g parami ortogonalnych wektorów f


n

g

n2IN

� H

taki, »e dla ka»dego a 2M mamy

�

a 2 D(�)

x = �(a)

�

()

0

B

@

1

P

n=1

ka


n

k

2

<1

x =

1

P

n=1

a


n

1

C

A

:
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Dowód Twierdzenia 6.1.6 poprzedzimy kilkoma lematami.

Lemat 6.1.7 Niech H b¦dzie o±rodkow¡ przestrzeni¡ Hilberta. Wówczas B(H) jest

s-o±rodkowa.

Dowód: Niech fx

n

g

n2IN

b¦dzie baz¡ ortonormaln¡ w H. Niech

S =

(

N

X

n=1

(q

1

+ iq

2

)x

n

: q

1

; q

2

2 Q; N 2 IN

)

:

Zbiór S jest normowo g¦sty w ideale operatorów zwartych CB(H), a wi¦c jest te»

s-g¦sty. Z kolei CB(H) jest so-g¦sty w B(H). Lemat 6.1.1 gwarantuje nam zatem

s-g¦sto±¢ CB(H) w B(H) co ko«czy dowód. Q.E.D.

Dla dowolnego podzbioru S �M przyjmijmy oznaczenie

S

+

= fa 2 S : a ­ 0g: (6.8)

Z Lematu 6.1.7 wynika natychmiast nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 6.1.8 W zbiorze

�

D(�

0

)

+

�H

�

\ G

1

=

n

�

a

0

�

0

(a

0

)

�

: a

0

2 D(�

0

); a

0

­ 0; ka

0

k+ k�

0

(a

0

)k ¬ 1

o

istnieje przeliczalny podzbiór s�k � k-g¦sty.

Ustawmy pierwsze wspóªrz¦dne elementów owego g¦stego podzbioru w ci¡g fa

0

n

g

n2IN

.

Niech

a

0

=

 

1

X

n=1

1

2

n

a

0

n

�

a

0

n

!

1

2

: (6.9)

Oczywi±cie a

0

2M

0

oraz a

0

2

2 D(�

0

). Istotnie: szereg

1

X

n=1

1

2

n

a

0

n

�

a

0

n

jest zbie»ny normowo, a zatem jest równie» s-zbie»ny. Dalej mamy

k�

0

(a

0

n

�

a

0

n

)k ¬ ka

0

n

kk�

0

(a

0

n

)k ¬ 1;

a wi¦c szereg

1

X

n=1

1

2

n

�

0

(a

0

n

�

a

0

n

)

jest zbie»ny i z s�k � k-domkni¦to±ci �

0

wnioskujemy, »e a

0

2

2 D(�

0

) i

�

0

(a

0

2

) =

1

X

n=1

1

2

n

�

0

(a

0

n

�

a

0

n

):

Lemat 6.1.9 ker a

0

= f0g.
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Dowód: Je±li x 2 ker a

0

, to x 2 ker a

0

2

, a wi¦c na mocy (6.9) x 2 ker a

0

n

dla ka»dego

n 2 IN. Ci¡g fa

0

n

g

n2IN

jest s-g¦sty w fa

0

2 D(�

0

) : ka

0

k + k�

0

(a

0

)k ¬ 1g, a D(�

0

) jest

s-g¦stym ideaªem w M , a zatem x 2 ker b dla wszystkich b 2M o odpowiednio maªej

normie. St¡d wynika ju», »e x = 0. Q.E.D.

Poniewa» a

0

jest operatorem samosprz¦»onym mamy oczywi±cie

Wniosek 6.1.10 a

0

H = H.

Lemat 6.1.11 a

0

2 D(�

0

).

Dowód: Dla ka»dego k 2 IN niech H

k

= H i niech

b

H =

1

M

k=1

H

k

:

Zde�niujmy przeksztaªcenie

e

a

0

: H 3 x 7�!

0

B

B

@

1

p

2

a

0

1

x

1

2

a

0

2

x

p

p

p

p

p

p

1

p

2

n

a

0

n

x

p

p

p

p

p

p

1

C

C

A

2

b

H:

Nietrudno sprawdzi¢, »e

a

0

2

=

e

a

0

�

e

a

0

;

a co za tym idzie ka

0

xk = k

e

a

0

xk dla wszystkich x 2 H. Mo»emy zatem zde�niowa¢

cz¦±ciow¡ izometri¦

V :

b

H �! H

kªad¡c V = 0 na

�

e

a

0

H

�

?

, a na

e

a

0

H

V :

e

a

0

x 7�! a

0

x

tak, »e zachodzi wzór

a

0

= V

e

a

0

: (6.10)

W zapisie macierzowym mo»emy przedstawi¢ V jako wiersz

V =

�

v

1

; v

2

; : : :

�

; v

n

2 B(H); n 2 IN:

i dla

�

x

1

x

2

p

p

p

�

2

b

H mamy

V

�

x

1

x

2

p

p

p

�

=

1

X

n=1

v

n

x

n

:

Z kolei dla x 2 H mamy

a

0

x = V

e

a

0

x =

1

X

n=1

1

p

2

n

v

n

a

0

n

x: (6.11)
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We¹my dowolny operator unitarny u 2M . korzystaj¡c ze wzoru (6.10) mamy

u

�

a

0

u = u

�

V

e

a

0

u (6.12)

Poniewa» a

0

2M

0

oraz fa

0

n

g

n2IN

�M

0

mo»emy przepisa¢ (6.12) jako

1

X

n=1

1

p

2

n

v

n

a

0

n

x = V

e

a

0

x = a

0

x = u

�

a

0

ux = u

�

1

X

n=1

1

p

2

n

v

n

a

0

n

ux =

1

X

n=1

1

p

2

n

u

�

v

n

ua

0

n

x

dla wszystkich x 2 H czyli

V

e

a

0

= a

0

= u

�

a

0

u� = bu

�

V bu

e

a

0

;

gdzie bu = diag(u; u; : : : ). Oznacza to, »e V j

e

a

0

H

= bu

�

V buj

e

a

0

H

. Z drugiej strony na

podprzestrzeni (

e

a

0

H)

?

mamy V = 0, wi¦c V = bu

�

V bu, co jest oczywi±cie równowa»ne

temu, »e u

�

v

n

u = v

n

dla ka»dego n, a st¡d na mocy Wniosku 3.3.5

v

n

2M

0

; n 2 IN:

Teraz korzystaj¡c ze wzoru (6.11), pami¦taj¡c, »e D(�

0

) jest lewym ideaªem, i »e

kv

n

k ¬ 1 dla wszystkich n i u»ywaj¡c tych samych argumentów, których u»yli±my

dowodz¡c, »e a

0

2

2 D(�

0

) czytelnik z ªatwo±ci¡ wyka»e, »e a

0

2 D(�

0

) oraz

�

0

(a

0

) =

1

X

n=1

1

p

2

n

�

0

(v

n

a

0

n

):

Q.E.D.

Lemat 6.1.12 Dla ka»dego n 2 IN istnieje operator b

0

n

2M

0

taki, »e

a

0

n

= b

0

n

a

0

: (6.13)

Dowód: Wykorzystamy de�nicje i oznaczenia z dowodu Lematu 6.1.11. Mno»¡c obie

strony równania (6.10) z lewej przez V

�

i porównuj¡c odpowiednie elementy macie-

rzowe otrzymujemy

1

p

2

n

v

�

n

a

0

=

1

2

n

v

�

n

v

n

a

0

n

; n 2 IN

czyli

p

2

n

v

�

n

a

0

= v

�

n

v

n

a

0

n

; n 2 IN: (6.14)

Zauwa»my, »e V

�

V jest rzutem

b

H na

e

a

0

H, a wi¦c z de�nicji zachowuje wszystkie

wektory postaci

0

B

@

a

0

1

x

a

0

2

x

p

p

p

p

p

p

a

0

n

x

p

p

p

p

p

p

1

C

A

2

b

H:

St¡d v

�

n

v

n

a

0

n

= a

0

n

dla wszystkich n 2 IN. Teraz kªad¡c b

0

n

=

p

2

n

v

�

n

mo»emy przepisa¢

(6.14) jako (6.13). Q.E.D.

Na podstawie Lematu 6.1.12 i faktu, »e ci¡g

n�

a

0

n

�

0

(a

0

n

)

�o

n2IN

jest g¦sty w

�

D(�

0

)

+

�H

�

\G

1

ªatwo wyci¡gn¡¢ nast¦puj¡cy wniosek:
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Wniosek 6.1.13 Zbiór M

0

a

0

= fb

0

a

0

: b

0

2M

0

g jest istotn¡ dziedzin¡ dla �

0

.

Niech C � D(�

0

) b¦dzie istotn¡ dziedzin¡ dla �

0

. Korzystaj¡c ze Stwierdzenia 6.1.3 i

z konstrukcji �

0

nietrudno wykaza¢, »e

��

a

x

�

2 G

�

()

�

Dla wszystkich b

0

2 C

a�

0

(b

0

) = b

0

x

�

:

Teraz Wniosek 6.1.13 i warunek (6.2(1.)) dla �

0

daj¡ nam

Wniosek 6.1.14

��

a

x

�

2 G

�

()

�

a�

0

(a

0

) = a

0

x

�

:

Mo»emy teraz przyst¡pi¢ do dowodu gªównego twierdzenia.

Dowód Twierdzenia 6.1.6: De�niujemy ci¡g parami ortogonalnych rzutów

fp

0

n

g

n2IN

�M

0

p

0

1

=

�

(a

0

­ 1);

p

0

n

=

�

(

1

n

¬ a

0

<

1

n�1

); n ­ 2:

Zauwa»my, »e p

0

n

= f

n

(a

0

)a

0

, gdzie

f

1

(t) =

�

[1;1[

(t)

t

; t 2 IR

+

;

f

n

(t) =

�

[

1

n

;

1

n�1

[

(t)

t

; n ­ 2; t 2 IR

+

;

a wi¦c w ±wietle Lematu 6.1.11 i faktu, »e D(�

0

) jest lewym ideaªem mamy

fp

0

n

g

n2IN

� D(�

0

). Z kolei z Lematu 6.1.9 nietrudno wywnioskowa¢, »e

1

X

n=1

p

0

n

= I: (6.15)

Niech 


n

= �

0

(p

0

n

). Poniewa»

p

0

n

1




n

2

= p

0

n

1

�

0

(p

0

n

2

) = �

0

(p

0

n

1

p

0

n

2

) = �

n

1

n

2




n

2

wektory f


n

g

n2IN

s¡ parami ortogonalne, a ponadto wzór (6.7) pokazuje, »e

a


n

1

? a


n

2

dla n

1

6= n

2

dla wszystkich a 2M . Zde�niujmy odwzorowanie e� : M ! H wzorem

�

a 2 D(e�)

y = e�(a)

�

()

0

B

@

1

P

n=1

ka


n

k

2

<1

y =

1

P

n=1

a


n

1

C

A

Chcemy udowodni¢, »e � = e�.
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Krok 1: \� � e� ". Niech a 2 D(�). Korzystaj¡c z (6.7) i (6.15) mamy

1

X

n=1

ka


n

k

2

=

1

X

n=1

ka�

0

(p

0

n

)k

2

=

1

X

n=1

kp

0

n

�(a)k

2

= k�(a)k

2

<1

oraz

�(a) =

1

X

n=1

p

0

n

�(a) =

1

X

n=1

a�

0

(p

0

n

) =

1

X

n=1

a


n

:

Tym samym udowodnili±my, »e a 2 D(e�) i e�(a) = �(a) czyli � � e�.

Krok 2: \e� � �". Niech a 2 D(e�). Wtedy

a

0

e�(a) = a

0

1

X

n=1

a


n

=

1

X

n=1

a

0

a


n

=

1

X

n=1

aa

0




n

=

1

X

n=1

aa

0

�

0

(p

0

n

) =

1

X

n=1

a�

0

(a

0

p

0

n

);

a poniewa» p

0

n

jest funkcj¡ od a

0

, dla wszystkich n 2 IN mamy

a

0

p

0

n

= p

0

n

a

0

; n 2 IN

i korzystaj¡c z (6.15) otrzymujemy

a

0

e�(a) =

1

X

n=1

a�

0

(a

0

p

0

n

) =

1

X

n=1

a�

0

(p

0

n

a

0

) =

1

X

n=1

ap

0

n

�

0

(a

0

) =

1

X

n=1

p

0

n

a�

0

(a

0

) = a�

0

(a

0

)

czyli na mocy Wniosku 6.1.14 a 2 D(�) i �(a) =

1

P

n=1

a


n

= e�(a) i otrzymujemy e� � �.

Q.E.D.

6.2 Wagi i twierdzenie Haagerupa

Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡. We¹my a; b 2 A

sa

. Powiemy, »e a ­ b, je±li istnieje c 2 A

taki, »e a�b = c

�

c. Je±liA jest algebr¡ von Neumanna, to jest to powy»sza relacja \­"

jest identyczna z relacj¡ wprowadzon¡ przez (3.6). W analogii do (6.8) wprowad¹my

oznaczenie

A

+

= fa 2 A : a ­ 0g:

De�nicja 6.2.1 Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡. Wag¡ na A nazywamy dodatnio jedno-

rodne, addytywne odwzorowanie A

+

! [0;1].

Niech ' b¦dzie wag¡ na C

�

-algebrze A. Wprowad¹my nast¦puj¡ce oznaczenia:

n

'

= fa 2 A : '(a

�

a) <1g;

N

'

= fa 2 A : '(a

�

a) = 0g;

m

'

= spanfa 2 A

+

: '(a) <1g = span n

�

'

n

'

:

' przedªu»a si¦ do dodatniego funkcjonaªu liniowego na m

'

.

Stwierdzenie 6.2.2 n

'

jest lewym ideaªem w A.
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Dowód: Zauwa»my, »e je±li a; b 2 A

+

i a ­ b, to '(a) ­ '(b). Niech a 2 A, b 2 n

'

.

Mamy

a

�

a ¬ kak

2

I: (6.16)

Mno»¡c obie strony nierówno±ci (6.16) z lewej strony przez b

�

, a z prawej przez b (taka

operacja zachowuje relacj¦ \­") otrzymujemy

b

�

a

�

ab ¬ kak

2

b

�

b

i dlatego

'(b

�

a

�

ab) ¬ kak

2

'(b

�

b) <1:

We¹my teraz a; b 2 n

'

. Mamy

(a+ b)

�

(a+ b) = 2(a

�

a+ b

�

b)� (a� b)

�

(a� b) ¬ 2(a

�

a+ b

�

b);

a zatem

'

�

(a+ b)

�

(a+ b)

�

¬ 2

�

'(a

�

a) + '(b

�

b)

�

<1:

Q.E.D.

U»ywaj¡c tych samych oszacowa«, co w dowodzie Stwierdzenia 6.2.2 otrzymujemy

równie»

Stwierdzenie 6.2.3 N

'

jest lewym ideaªem w A.

Mówimy, »e waga ' jest wierna, je±li N

'

= f0g. Ponadto mo»e si¦ zdarzy¢, »e '

przyjmuje jedynie sko«czone warto±ci. Wówczas n

'

= m

'

= A i mówimy, »e waga

' jest sko«czona. Mamy wzajemnie jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ pomi¦dzy wagami

sko«czonymi na A a funkcjonaªami dodatnimi na A.

Niech ' b¦dzie wag¡ na A. Oznaczmy przez H

'

uzupeªnienie przestrzeni prehilber-

towskiej n

'

=N

'

z iloczynem skalarnym

(�

'

(a)j�

'

(b)) = '(a

�

b);

gdzie �

'

: n

'

! n

'

=N

'

jest kanonicznym epimor�zmem. Dla a 2 A de�niujemy ope-

rator liniowy �

'

(a) : A! A:

�

'

(a)�

'

(b) = �

'

(ab); a 2 A; b 2 n

'

:

Pami¦taj¡c, »e b

�

a

�

ab ¬ b

�

(kak

2

I)b = kak

2

b

�

b mamy

k�

'

(a)�

'

(b)k

2

= k�

'

(ab)k

2

= (�

'

(ab)j�

'

(ab))

= '(b

�

a

�

ab) ¬ kak

2

'(b

�

b) = kak

2

k�

'

(b)k

2

;

a wi¦c �

'

(a) rozszerza si¦ do operatora ograniczonego na H

'

. W ten sposób otrzy-

mujemy reprezentacj¦ (�

'

;H

'

) algebry A. Ponadto mamy

(�

'

(a)j�

'

(b)�

'

(c)) = '(a

�

bc); b 2 A; b; c 2 n

'

: (6.17)

Argumentuj¡c tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 3.4.5 widzimy, »e trójka

(�

'

;H

'

; �

'

) jest wyznaczona jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do unitarnej równowa»-

no±ci przez warunek 6.17.
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Otrzyman¡ w wyniku przedstawionej powy»ej konstrukcji reprezentacj¦ nazywamy

reprezentacj¡ GNS wyznaczon¡ przez wag¦ '. Zauwa»my, »e je±li ' jest sko«czona,

to n

'

= A i �

'

(a) = a


'

, gdzie 


'

jest wektorem cyklicznym skonstruowanym w

Twierdzeniu 3.4.5. Z drugiej strony je±li istnieje w H

'

taki wektor 
, »e �

'

(a) = a


dla wszystkich a 2 n

'

, to mamy n

'

= A i 
 jest wektorem cyklicznym dla �

'

(A).

NiechM b¦dzie algebr¡ von Neumanna. Wag¦ ' na M nazywamy normaln¡, je±li dla

ka»dego normowo ograniczonego, wzrastaj¡cego ci¡gu uogólnionego fa

�

g

�2�

� M

+

mamy

sup

�2�

'(a

�

) = '

�

sup

�2�

a

�

�

:

' nazywamy póªsko«czon¡, je±li ideaª n

'

jest s-g¦sty w M lub równowa»nie, je±li

podalgebra m

'

jest w-g¦sta w M .

Niech ' b¦dzie wiern¡, póªsko«czon¡ wag¡ na algebrze von Neumanna M . Wówczas

reprezentacja GNS algebry M zadana przez ' jest �-izomor�zmem, a wi¦c w szcze-

gólno±ci jest mor�zmem normalnym. Istotnie: je±li �

'

(a) = 0, to ab 2 N

'

= f0g dla

wszystkich b 2 n

'

. Mno»enie z lewej przez ustalony operator jest operacj¡ w-ci¡gª¡,

a ideaª n

'

jest s-g¦sty, a zatem równie» w-g¦sty w M . St¡d ab = 0 dla wszystkich

b 2M czyli a = 0.

Okazuje si¦ »e je±li tylko waga ' jest normalna, to reprezentacja GNS zadana przez

' te» jest normalna ([Stra] Th. 2.2). Podsumowuj¡c powy»sze rowa»ania mamy

Twierdzenie 6.2.4 Niech ' b¦dzie wag¡ na C

�

-algebrze A. Wówczas istnieje do-

kªadnie jedna (z dokªadno±ci¡ do unitarnej równowa»no±ci) trójka (�

'

;H

'

; �

'

) taka,

»e (�

'

;H

'

) jest reprezentacj¡ A, a �

'

: A! H

'

jest odwzorowaniem linowym na g¦sty

podzbiór w H

'

taka, »e zachodzi (6.17).

Ponadto je±li A jest algebr¡ von Neumanna i ' jest normalna, to �

'

jest mor�zmem

normalnym, a je±li ' jest póªsko«czona i wierna, to �

'

jest �-izomor�zmem.

NiechM b¦dzie algebr¡ von Neumanna i niech' b¦dzie normaln¡ wag¡ naM . Okazuje

si¦, »e normalno±¢ ' jest równowa»na w-póªci¡gªo±ci z doªu ([Haa] Th. 1.8), to znaczy,

»e je±li fb

�

g

�2�

�M

+

jest w-zbie»nym ci¡giem uogólnionym, to

'

�

lim

�2�

b

�

�

¬ lim inf

�2�

'(b

�

):

Korzystaj¡c z tej charakteryzacji mo»emy udowodni¢ nast¦puj¡ce twierdzenie

Twierdzenie 6.2.5 Niech M b¦dzie algebr¡ von Neumanna i niech ' b¦dzie wiern¡,

normaln¡, póªsko«czon¡ wag¡ na M . Wówczas odwzorowanie �

'

: n

'

! H

'

jest (po

uto»samieniu M z �

'

(M) ) uogólnionym wektorem cyklicznym i separuj¡cym dla M .

Dowód: Nietrudno wykaza¢, »e warunki (6.2(1.)) i (6.2(2.)) s¡ speªnione. Pozostaje

wykaza¢, »e �

'

jest odwzorowaniem s�k � k-domkni¦tym. Niech fa

�

g

�2�

� n

'

b¦dzie

ci¡giem uogólnionym takim, »e

a

�

s

����!

� 2 �

a 2M; (6.18)

�

'

(a

�

)

k�k

����!

� 2 �

� 2 H

'

: (6.19)
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Wówczas z (6.18) mamy a

�

�

a

�

w

����!

� 2 �

a

�

a, natomiast z (6.19) widzimy, »e istniej¡

�

0

2 � oraz dodatnia staªa C takie, »e

'(a

�

�

a

�

) = k�

'

(a

�

)k

2

¬ C; � � �

0

; (6.20)

'((a

�

� a




)

�

(a

�

� a




)) = k�

'

(a

�

)� �

'

(a




)k

2

������!

�; 
 2 �

0: (6.21)

Z (6.20) oraz z w-póªci¡gªo±ci z doªu ' dostajemy

'(a

�

a) ¬ lim inf

�2�

'(a

�

�

a

�

) ¬ C;

a wi¦c a 2 n

'

. Teraz poniewa»

k�

'

(a)� �k ¬ k�

'

(a

�

)� �

'

(a)k+ k�

'

(a

�

)� �k

oraz

k�

'

(a

�

)� �k ����!

� 2 �

0

wystarczy zaj¡¢ si¦ wyrazem k�

'

(a

�

) � �

'

(a)k. Korzystaj¡c z (6.21) mamy

0 ¬ '((a

�

� a)

�

(a

�

� a))

¬ lim inf


2�

'((a

�

� a




)

�

(a

�

� a




))

¬ lim inf

�2�

lim inf


2�

'((a

�

� a




)

�

(a

�

� a




))

¬ lim

�;
2�

'((a

�

� a




)

�

(a

�

� a




)) = 0;

a to znaczy, »e � = �

'

(a). Q.E.D.

W ten sposób wykazali±my, »e ka»da wierna, normalna, póªsko«czona waga na alge-

brze von Neumanna zadaje pewien uogólniony wektor cykliczny i separuj¡cy dla tej

algebry. Ponadto mo»na udowodni¢, »e ka»dy uogólniony wektor cykliczny i separu-

j¡cy � dla algebry von NeumannaM zadaje wiern¡, normaln¡, póªsko«czon¡ wag¦ '

na M dan¡ dla a 2M

+

wzorem

'(a) =

�

(�(b)j�(b)) je±li istnieje b 2 D(�) taki, »e a = b

�

b;

+1 w przeciwnym przypadku.

W przypadku, gdy algebra M dziaªa w o±rodkowej przestrzeni Hilberta fakt ten jest

nietrudn¡ konsekwencj¡ Twierdzenia 6.1.6.

Istnieje twierdzenie opisuj¡ce ogóln¡ struktur¦ normalnych wag na algebrach von

Neumanna, jest to tak zwane Twierdzenie Haagerupa.

Twierdzenie 6.2.6 (Haagerup, [Haa]) Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neu-

manna i niech ' b¦dzie wag¡ na M . Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. ' jest caªkowicie addytywna, to znaczy, »e

'

 

X

�2�

a

�

!

=

X

�2�

'(a

�

)
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dla ka»dego ci¡gu uogólnionego fa

�

g

�2�

� M

+

takiego, »e

P

�2�

a

�

istnieje w sªabej

topologii;

2. ' jest normalna;

3. ' jest w-póªci¡gªa z doªu;

4. '(a) = sup

!2F

!(a) dla wszystkich a 2M

+

, gdzie F jest pewnym zbiorem dodatnich

funkcjonaªów normalnych.;

5. '(a) =

P


2�

!




(a) dla wszystkich a 2 M

+

, gdzie f!




g


2�

jest ci¡giem uogól-

nionym dodatnich funkcjonaªów normalnych.

Dzi¦ki Twierdzeniu 6.1.6 mo»emy dla przypadku, gdy H jest przestrzeni¡ o±rodkow¡

ªatwo wykaza¢ implikacj¦ \2. ) 5.", która w poª¡czeniu z [Haa], Th. 1.8 daje pro-

sty dowód twierdzenia Haagerupa dla algebr dziaªaj¡cych w o±rodkowej przestrzeni

Hilberta i wiernych, póªsko«czonych wag. W tym celu wystarczy poªo»y¢ � = IN i

!

n

(a) = (


n

j�

'

(a)


n

), gdzie f


n

g

n2IN

jest ci¡giem wektorów takim, »e

�

'

(a) =

1

X

n=1

�

'

(a)


n

:

Funkcjonaªy f!

n

g

n2IN

s¡ oczywi±cie dodatnie jak i normalne, jako, »e ka»dy z nich

jest zªo»eniem mor�zmu normalnego i funkcjonaªu dodatniego, wo-ci¡gªego, a wi¦c

normalnego.

6.3 Teoria Tomity-Takesakiego dla wag

Okazuje si¦, »e ka»da algebra von Neumanna posiada wiern¡, póªsko«czon¡, normaln¡

wag¦ (patrz [StZs] Sect. 10.14), a zatem ka»da algebra von Neumanna posiada uogól-

niony wektor cykliczny i separuj¡cy. Fakt ten pozwoli nam uogólni¢ teori¦ Tomity-

-Takesakiego z klasy algebr �-sko«czonych na wszystkie algebry von Neumanna.

NiechM � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna i niech � b¦dzie uogólninym wekto-

rem cyklicznym i separuj¡cym dla M . Przyjmijmy oznaczenia

A

�

= D(�)

�

\D(�);

A

0

�

= D(�

0

)

�

\D(�

0

):

A

�

i A

0

�

s¡ �-podalgebrami odpowiednio M i M

0

.

Lemat 6.3.1 Zbiory

D(S

0

) = f�(a) : a 2 A

�

g;

D(F

0

) = f�

0

(a

0

) : a

0

2 A

0

�

g:

s¡ g¦ste w H

Dowód: Przypu±¢my, »e istnieje x 2 H ortogonalny do D(S

0

). Wówczas dla dowol-

nych a; b 2 D(�) mamy a

�

b 2 A

�

i

0 = (xj�(a

�

b)) = (xja

�

�(b)) = (axj�(b)):
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Pami¦tamy, »e �(M) = H, a wi¦c ax = 0 dla wszystkich a 2 D(�), a st¡d x = 0. Tak

samo pokazujemy, »e D(F

0

) = H. Q.E.D.

Zde�niujmy operatory antyliniowe H ! H

S

0

: �(a) 7�! �(a

�

); a 2 A

�

F

0

: �

0

(a

0

) 7�! �

0

(a

0

�

); a

0

2 A

0

�

:

Stwierdzenie 6.3.2 Mamy

S

�

0

= F

0

; (6.22)

F

�

0

= S

0

: (6.23)

Dowód: Tak samo jak w dowodzie Stwierdzenia 4.2.1 pokazujemy, »e F � S

�

0

, a co

za tym idzie

F

0

� S

�

0

: (6.24)

We¹my x 2 D(S

�

0

) i niech y = S

�

0

x. Dla dowolnego a 2 A

�

zachodzi

(yj�(a)) = (S

�

0

xj�(a)) = (S

0

�(a)jx) = (�(a

�

)jx): (6.25)

Rozwa»my operatory

Q

0

: �(a) 7�! ax; a 2 A

�

;

Q

+

0

: �(a) 7�! ay; a 2 A

�

:

Teraz korzystaj¡c ze wzoru (6.25) dostajemy dla a; b 2 D(�)

(�(b)jQ

0

�(a)) = (�(b)jax) = (�(a

�

b)jx)

= (yj�(b

�

a)) = (byj�(a)) = (Q

+

0

�(b)j�(a)):

Poniewa» Q

+

0

ma g¦st¡ dziedzin¦, operator Q

0

jest domykalny. Niech Q

0

= Q

0

. Nie-

trudno sprawdzi¢, »e operator ten jest stowarzyszony z M

0

to znaczy, »e

u

�

Q

0

u = Q

0

dla wszystkich unitarnych u 2 M (patrz [StZs] Sect. 9.7). Jedn¡ z konsekwencji tego

faktu jest to, »e je±li Q

0

= u

0

jQ

0

j jest rozkªadem biegunowym Q

0

, to zarówno u

0

jak

i wszystkie rzuty spektralne jQ

0

j le»¡ w M

0

(patrz [Bra] Lem. 2.5.8). Wprowad¹my

oznaczenia

E

0

n

=

�

(0 ¬ jQ

0

j ¬ n); n 2 IN;

Q

0

n

= u

0

E

0

n

Q

0

; n 2 IN:

Mamy wówczas Q

0

n

2M

0

, a ponadto Q

0

n

2 A

0

�

i

�

0

(Q

0

n

) = u

0

E

0

n

u

0

�

x; n 2 IN; (6.26)

�

0

(Q

0

�

n

) = E

0

n

y; n 2 IN: (6.27)

Istotnie: dla dowolnego a 2 D(�) mamy

au

0

E

0

n

u

0

�

x = u

0

E

0

n

u

0

�

ax = u

0

E

0

n

u

0

�

Q

0

�(a)

= u

0

E

0

n

u

0

�

u

0

jQ

0

j�(a) = Q

0

n

�(a);
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a st¡d na mocy Stwierdzenia 6.1.3 Q

0

n

2 D(�

0

) i zachodzi (6.26). Podobnie dla do-

wolnego a 2 D(�)

aE

0

n

y = E

0

n

ay = E

0

n

Q

0

�

�(a)

= E

0

n

jQ

0

ju

0

�

�(a) = Q

0

�

n

�(a);

co dowodzi (6.27). Teraz korzystaj¡c z faktu, »e E

0

n

so

�����!

n!1

I oraz

u

0

u

0

�

=

�

(jQ

0

j 6= 0) i »e dla ka»dego " > 0 istnieje a

"

2 D(�) taki, »e ka

�

"

a

"

x� xk < "

widzimy, »e

lim

n!1

�

0

(Q

0

n

) = x;

lim

n!1

�

0

(Q

0

�

n

) = y;

a st¡d x 2 D(F

0

) i F

0

x = y czyli F

0

� S

�

0

, co w poª¡czeniu z (6.24) dowodzi wzoru

(6.22). Dowód wzoru (6.23) jest analogiczny. Q.E.D.

Zauwa»my, »e Stwierdzenie 6.3.2 jest wzmocnieniem Stwierdzenia 4.2.1, gdy» mo»emy

wzi¡¢ �(a) = a
. Podobnie jak w cz¦±ci 4.2 przyjmijmy oznaczenia

F = F

0

;

S = S

0

:

Ze stwierdzenia 6.3.2 mamy F = S

�

i F

�

= S. Teraz mo»emy zde�niowa¢ operator

modularny � = FS i modularn¡ inwolucj¦ J jako operator antyunitarny w rozkªa-

dzie biegunowym S = J�

1

2

. Nietrudno si¦ przekona¢, »e w obecnej sytuacji punkty

1.{3. Stwierdzenia 4.2.2 pozostaj¡ prawdziwe i to z tymi samymi dowodami. Praw-

dziwe s¡ równie» w tym ogólniejszym przypadku Twierdzenie 4.2.3 i Wniosek 4.2.5.

Jednoparametrow¡ grup¦ automor�zmów M dan¡ przez

a 7�! �

it

a�

�it

; a 2M

oznaczamy symbolem �

'

t

. Grupa ta jest oczywi±cie w-ci¡gªa i ' � �

'

t

= ', a ponadto

mo»na uogólni¢ równie» warunek KMS, mianowicie dla ka»dej pary a; b 2 n

�

'

\ n

'

ist-

nieje funkcja F ci¡gªa i ograniczona na pasku D

1

= fz : 0 ¬ Imz ¬ 1g, holomor�czna

we wn¦trzu D

1

taka, »e

F (t) = '(�

'

t

(a)b);

F (t+ i) = '(b�

'

t

(a));

gdzie ' oznacza tu rozszerzenie wagi do funkcjonaªu na m

'

. Tak samo jak w przy-

padku algebr �-sko«czonych warunek ten jest wystaczaj¡cy aby scharakteryzowa¢

grup¦ modularn¡ zwi¡zan¡ z ':

Twierdzenie 6.3.3 ([Tak]) Niech �

t

b¦dzie w-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ au-

tomor�zmówM speªniaj¡c¡ uogólniony warunek KMS wzgl¦dem ' tak¡, »e '��

'

t

= '

dla wszystkich t 2 IR. Wówczas �

t

= �

'

t

dla wszystkich t 2 IR.

6.4 Porównywanie wag

W tej cz¦±ci opiszemy pokrótce tak zwan¡ metod¦ macierzy 2 � 2 Alaina Connes'a

korzystaj¡c jednak z wprowadzonego wy»ej formalizmu uogólnionych wektorów cy-

klicznych i separuj¡cych.
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Niech M � B(H) b¦dzie algebr¡ von Neumanna i niech '

1

i '

2

b¦d¡ wiernymi, póª-

sko«czonymi, normalnymi wagami naM . Oznaczmy przez �

1

i �

2

uogólnione wektory

cykliczne i separuj¡ce zwi¡zane odpowiednio z wagami '

1

i '

2

. B¦dziemy rozwa»a¢

now¡ algebr¦ von Neumanna

f

M =M

2

(M) = f(

a b

c d

) : a; b; c; d 2Mg � B(

e

H)

gdzie

e

H = H �H �H �H, (patrz [StZs] Sect. 3.16). Na

f

M de�niujemy wag¦

'

��

a b

c d

��

= '

1

(a) + '

2

(b):

Nietrudno sprawdzi¢, »e ' jest wiern¡, póªsko«czon¡, normaln¡ wag¡ na

f

M . Niech �

b¦dzie uogólnionym wektorem cyklicznym i separuj¡cym

f

M !

e

H zwi¡zanym z wag¡

'. Dziedzina � wygl¡da tak:

D(�) = f(

a

1

a

2

b

1

b

2

) : a

1

; b

1

2 D(�

1

); a

2

; b

2

2 D(�

2

)g

i mamy

�

��

a b

c d

��

=

 

�

1

(a)

�

1

(c)

�

2

(b)

�

2

(d)

!

;

natomiast dziaªanie

f

M na

e

H jest nast¦puj¡ce:

�

��

a b

c d

��

=

�

a b 0 0

c d 0 0

0 0 a b

0 0 c d

�

:

Teraz wprowadzimy operatory S; J i �. Niech S; S

1

i S

2

b¦d¡ operatorami zwi¡zanymi

z wektorami �; �

1

i �

2

tak jak w cz¦±ci 6.3. S jest domkni¦ciem operatora

S

0

:

 

�

1

(a)

�

1

(c)

�

2

(b)

�

2

(d)

!

7�!

 

�

1

(a

�

)

�

1

(b

�

)

�

2

(c

�

)

�

2

(d

�

)

!

=

 

S

1

�

1

(a)

S

12

�

2

(b)

S

21

�

1

(c)

S

2

�

2

(d)

!

;

gdzie operatory S

12

i S

21

s¡ domkni¦ciami operatorów

S

0;12

: �

2

(b) 7�! �

1

(b

�

); b 2 D(�

1

)

�

\D(�

2

);

S

0;21

: �

1

(c) 7�! �

2

(c

�

); c 2 D(�

2

)

�

\D(�

1

):

Inaczej mo»emy S zapisa¢ w postaci macierzowej jako

S =

�

S

1

0 0 0

0 0 S

12

0

0 S

21

0 0

0 0 0 S

2

�

:

Operator � de�niujemy tak:

� = S

�

S =

 

S

�

1

0 0 0

0 0 S

�

21

0

0 S

�

12

0 0

0 0 0 S

�

2

!

�

S

1

0 0 0

0 0 S

12

0

0 S

21

0 0

0 0 0 S

2

�

:

St¡d

� =

�

�

1

0 0 0

0 �

21

0 0

0 0 �

12

0

0 0 0 �

2

�

; (6.28)
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gdzie

�

1

= S

�

1

S

1

;

�

21

= S

�

21

S

21

;

�

12

= S

�

12

S

12

;

�

2

= S

�

2

S

2

:

Mamy rozkªady biegunowe

S

1

= J

1

�

1

2

1

;

S

21

= J

21

�

1

2

21

;

S

12

= J

12

�

1

2

12

;

S

2

= J

2

�

1

2

2

i mo»emy opisa¢ operator J = S�

�

1

2

J =

�

J

1

0 0 0

0 0 J

12

0

0 J

21

0 0

0 0 0 J

2

�

:

Niech �

'

t

; �

'

1

t

i �

'

2

t

b¦d¡ grupami modularnymi zwi¡zanymi z wagami ';'

1

i '

2

:

� ((

a b

c d

)) = �

it

� ((

a b

c d

)) �

�it

; t 2 IR; (

a b

c d

) 2

f

M;

�

'

1

t

(a) = �

it

1

a�

�it

1

; t 2 IR; a 2M;

�

'

2

t

(d) = �

it

2

d�

�it

2

; t 2 IR; d 2M:

Korzystaj¡c ze wzoru (6.28) widzimy, »e

�

'

t

��

a 0

0 0

��

=

�

�

'

1

t

(a) 0

0 0

�

;

�

'

t

��

0 0

0 d

��

=

�

0 0

0 �

'

2

t

(d)

�

oraz

�

�

�

'

t

��

0 I

0 0

���

=

�

�

1

0 0 0

0 �

21

0 0

0 0 �

12

0

0 0 0 �

2

�

it

�

0 I 0 0

0 0 0 0

0 0 0 I

0 0 0 0

��

�

1

0 0 0

0 �

21

0 0

0 0 �

12

0

0 0 0 �

2

�

�it

=

 

0 �

it

1

�

�it

21

0 0

0 0 0 0

0 0 0 �

it

12

�

�it

2

0 0 0 0

!

= �

��

0 u

t

0 0

��

;

gdzie u

t

= �

it

1

�

�it

21

= �

it

12

�

�it

2

2M jest oczywi±cie operatorem unitarnym.

De�nicja 6.4.1 Jednoparametrow¡ rodzin¦ operatorów unitarnych fu

t

g

t2IR

nazy-

wamy pochodn¡ Radona-Nikodyma wagi '

1

wzgl¦dem wagi '

2

i oznaczamy

u

t

= (D'

1

: D'

2

)

t

; t 2 IR:

Pochodna Radona-Nikodyma ma wiele ciekawych i u»ytecznych wªasno±ci. Postaramy

si¦ opisa¢ niektóre z nich. Zauwa»my, »e dziaªaj¡c �

'

t

na obie strony równania

�

0 I

0 0

�

�

�

a 0

0 0

��

0 I

0 0

�

=

�

0 0

0 a

�
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i porównuj¡c odpowiednie elementy macierzowe otrzymujemy

�

'

2

t

(a) = u

�

t

�

'

1

t

(a)u

t

; t 2 IR: (6.29)

Podobnie dziaªaj¡c �

'

t

na obie strony

�

'

s

��

0 I

0 0

��

=

�

0 u

s

0 0

�

=

�

u

s

0

0 0

��

0 I

0 0

�

i porównuj¡c odpowiednie elementy macierzowe dostajemy

u

t+s

= �

'

1

s

(u

t

)u

s

= u

t

�

'

2

t

(u

s

); t; s 2 IR: (6.30)

Korzystaj¡c z tego, »e wagi ';'

1

i '

2

speªniaj¡ uogólniony warunek KMS wzgl¦dem

grup �

'

t

; �

'

1

t

i �

'

2

t

otrzymujemy nast¦puj¡cy rezultat:

Stwierdzenie 6.4.2 Dla ka»dego a 2 n

�

'

1

\ n

'

2

i dla ka»dego b 2 n

�

'

2

\ n

'

1

istnieje

ci¡gªa i ograniczona funkcja F zde�niowana na pasku D

1

, holomor�czna na IntD

1

taka, »e dla wszystkich t 2 IR mamy

F (t) = '

1

(�

'

1

t

(a)u

t

b); F (t+ i) = '

2

(bu

t

�

'

2

t

(a)); (6.31)

gdzie '

1

i '

2

rozszerzamy na m

'

1

i m

'

2

odpowiednio.

Dowód: We¹my

ea =

�

0 a

0 0

�

;

e

b =

�

0 0

b 0

�

:

Wiemy, »e istnieje ci¡gªa i ograniczona funkcja F zde�niowana na pasku D

1

, holo-

mor�czna na IntD

1

taka, »e dla t 2 IR

F (t) = '

�

�

'

t

(ea)

e

b

�

; F (t+ i) = '

�

e

b�

'

t

(ea)

�

:

Korzystaj¡c z tego, »e

ea =

�

0 I

0 0

��

0 0

0 a

�

=

�

a 0

0 0

��

0 I

0 0

�

prostym rachunkiem pokazujemy, »e funkcja F speªnia (6.31). Q.E.D.

Ze Stwierdzenia 6.4.2 wynika, »e je±li wagi '

1

i '

2

s¡ sko«czone, to dla dowolnego

a 2M istnieje funkcja F taka, »e

F (t) = '

2

(u

t

a); F (t+ i) = '

1

(au

t

):

co pozwala wyznaczy¢ funkcjonaª '

2

znaj¡c '

1

i fu

t

g

t2IR

.

Równania (6.29), (6.30) i istnienie funkcji F takiej jak w Stwierdzeniu 6.4.2 wyzna-

czaj¡ rodzin¦ fu

t

g

t2IR

jednoznacznie.

Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad: niech (
; �) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ probabili-

styczn¡ i niech M = L

1

(
; �) � B(L

2

(
; �)). Dla k = 1; 2 niech

'

k

(f) =

Z




fd�

k

; f 2 L

1

(
; �);
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gdzie �

1

i �

2

s¡ miarami probabilistycznymi na 
 absolutnie ci¡gªymi wzgl¦dem �.

Wówczas t 7! (d�

2

=d�

1

)

it

speªnia (6.29) i (6.30) oraz tez¦ Stwierdzenia 6.4.2, a st¡d

u

t

= (d�

2

=d�

1

)

it

i rodzina fu

t

g

t2IR

wyznacza caªkowicie pochodn¡ Radona-Nikodyma

d�

2

=d�

1

.

Korzystaj¡c z unitarno±ci fu

t

g

t2IR

, z równania

u

t+s

= �

'

1

s

(u

t

)u

s

otrzymujemy wzór

u

t+s

u

�

s

= �

'

1

s

(u

t

) (6.32)

i przykªadaj¡c �

'

1

�s

do obu stron (6.32) i podstawiaj¡c t = �s dostajemy

u

�s

= �

'

1

�s

(u

�

s

); s 2 IR: (6.33)

Mamy nast¦puj¡ce, wa»ne twierdzenie:

Twierdzenie 6.4.3 (Connes, [Con] Th.1.8) Niech M b¦dzie algebr¡ von Neu-

manna, U | grup¡ elementów unitarnych M , a ' wiern¡, póªsko«czon¡ wag¡ nor-

maln¡ na M . Odwzorowanie  7! (D : D') ustala wzajemnie jednoznaczn¡ od-

powiednio±¢ pomi¦dzy zbiorem mocno ci¡gªych odwzorowa« IR ! U speªniaj¡cych

(6.29), (6.30) i (6.33), a zbiorem wszystkich wiernych, póªsko«czonych, normalnych

wag na M .

Prost¡ konsekwencj¡ de�nicji pochodnej Radona-Nikodyma jest równanie

(D'

2

: D'

1

)

�1

t

= (D'

1

: D'

2

)

t

; (6.34)

natomiast u»ywaj¡c poj¦cia tak zwanej relatywnej pochodnej Radona-Nikodyma nie-

trudno udowodni¢ nast¦puj¡c¡ reguª¦ ªa«cuchow¡:

(D'

3

: D'

1

)

t

= (D'

3

: D'

2

)

t

(D'

2

: D'

1

)

t

; (6.35)

gdzie '

1

; '

2

i '

3

s¡ wiernymi, póªsko«czonymi, wiernymi wagami na M . Dla przy-

padku wag sko«czonych (tj. funkcjonaªów dodatnich) wzory (6.34) i (6.35) s¡ bardzo

elegancko udowodnione w pracy [SLW2].
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7 Analityczne generatory grup

izometrii przestrzeni Banacha

7.1 Jednoparametrowe grupy i przedªu»enia ana-

lityczne

De�nicja 7.1.1 Dualn¡ par¡ przestrzeni Banacha nazywamy par¦ przestrzeni Bana-

cha (X;F) wraz z biliniowym funkcjonaªem

X �F 3 (x; �) 7�! hx; �i 2 C

takim, »e

kxk = sup

k�k=1

jhx; �ij; x 2 X

oraz

k�k = sup

kxk=1

jhx; �ij; � 2 F :

Stwierdzenie 7.1.2 ([CiZs] Prop. 1.2) Niech (X;F) b¦dzie dualn¡ par¡ prze-

strzeni Banacha, D � C

N

zbiorem otwartym, a f : D ! X funkcj¡ tak¡, »e dla

ka»dego � 2 F funkcja

D 3 z 7�! hf(z); �i 2 C

jest holomor�czna. Wówczas f jest holomor�czna w topologii normowej na X.

Je±li (X;F) jest dualn¡ par¡ przestrzeni Banacha, to odwzorowanie

F 3 � 7�! h�; �i 2 X

�

zadaje izomor�zm F z domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ X

�

i mo»emy mówi¢ o

�(X;F)-topologii na X.

B¦dziemy rozpatrywali operatory liniowe ci¡gªe w �(X;F)-topologii na X. Operatory

ci¡gªe w �(X;F)-topologii i zde�niowane na caªej przestrzeni X nazywamy operato-

rami �(X;F)-ci¡gªymi. Zbiór wszystkich �(X;F)-ci¡gªych operatorów w X ozna-

czamy przez B

F

(X).

Stwierdzenie 7.1.3 Niech T 2 B

F

(X). Wówczas T 2 B(X).

60



Dowód: Niech fx

n

g

n2IN

b¦dzie ci¡giem elementów przestrzeni X zbie»nym do 0 w

topologii normowej na X. Wówczas

hTx

n

; �i �����!

n!1

0; � 2 F ;

a wi¦c na mocy twierdzenia Banacha-Steinhausa mamy

sup

n2IN

kTx

n

k <1;

a to z kolei implikuje ograniczono±¢ T (patrz [Rud] Th. 1.32). Q.E.D.

NiechS b¦dzie �(X;F)-g¦sto zde�niowanym, �(X;F)-domkni¦tymoperatorem linio-

wymwX. Wówczas istnieje �(F ;X)-g¦sto zde�niowany, �(F ;X)-domkni¦ty operator

S

T

w F dany przez

��

�

 

�

2 Graph(S

T

)

�

()

�

hSx; �i = hx;  i dla

wszystkich x 2 D(S)

�

i mamy

hSx; �i = hx; S

T

�i; x 2 D(S); � 2 D(S

T

):

Ponadto nietrudno wykaza¢, »e je±li S 2 B

F

(X), to S

T

2 B

X

(F) (patrz [Scha] Cor.

7.1 i Sect. 2.1).

De�nicja 7.1.4 Mówimy, »e dualna para przestrzeni Banacha (X;F) ma wªasno±¢

Kreina, je±li �(X;F)-domkni¦ta powªoka wypukªa dowolnego zbioru �(X;F)-zwartego

jest �(X;F)-zwarta.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Para (X;X

�

) wraz z kanoniczn¡ form¡ bi-

liniow¡ jest dualn¡ par¡ przestrzeni Banacha maj¡c¡ wlasno±¢ Kreina ([DuSc] Th.

V.6.4). Podobnie para (X

�

;X) jest dualn¡ par¡ przestrzeni Banacha maj¡c¡ wªa-

sno±¢ Kreina (twierdzenie Alaoglu).

Twierdzenie 7.1.5 (Arveson) Niech (X;F) b¦dzie dualn¡ par¡ przestrzeni Bana-

cha maj¡c¡ wªasno±¢ Kreina. Niech 
 b¦dzie lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ topologiczn¡

Hausdor�a. Niech 
 3 ! 7! x(!) 2 X b¦dzie �(x;F)-ci¡gª¡ i normowo ograniczon¡

funkcj¡. Zaªó»my dalej, »e � jest zespolon¡, regularn¡ miar¡ borelowsk¡ na 
 o sko«-

czonej wariacji. Wówczas istnieje dokªadnie jeden wektor x 2 X taki, »e

hx; �i =

Z




hx(!); �id�(!); � 2 F :

Dowód: Zaªó»my na pocz¡tek, »e 
 jest przestrzeni¡ zwart¡. Zde�niujmy funkcjonaª

f na F wzorem:

f(�) =

Z




hx(!); �id�(!); � 2 F :

Funkcjonaª f jest oczywi±cie elementem F

�

. Aby wykaza¢ istnienie takiego wektora

x 2 X, »e

f(�) = hx; �i; � 2 F (7.1)
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wystarczy wykaza¢, »e f jest ci¡gªy w topologii Mackey'a � (F ;X) na F , tj. topoplogii

zadanej przez rodzin¦ póªnorm fp

A

g

A2E

, gdzie E jest rodzin¡ wszystkich niepustych,

�(X;F)-zwartych, absolutnie wypukªych podzbiorów przestrzeni X, a dla A 2 E

p

A

(�) = sup

x2A

jhx; �ij; � 2 F

(patrz [Scha] Sect. 3.2).

Niech C = fx(!) : ! 2 
g. C jest �(X;F)-zwartym podzbiorem X, a zatem zbiór

K = f�x : � 2 C ; j�j ¬ 1; x 2 Cg tak»e jest �(X;F)-zwarty. Poniewa» para (X;F)

ma wªasno±¢ Kreina, to absolutnie wypukªy zbiór

A = convK

�(X;F)

jest �(X;F)-zwarty. Teraz dla � 2 F mamy

jf(�)j =

�

�

�

�

R




hx(!); �id�(!)

�

�

�

�

¬

R




jhx(!); �idj�j(!) ¬ k�k sup

x2C

jhx; �ij

= k�k sup

x2K

khx; �ij ¬ k�k sup

x2A

jhx; �ij = k�kp

A

(�);

a zatem f jest � (F ;X)-ci¡gªy i istnieje x 2 X speªniaj¡cy (7.1). Jedyno±¢ takiego x

wynika bezpo±rednio z De�nicji 7.1.1.

Je±li przestrze« 
 nie jest zwarta, to korzystaj¡c z regularno±ci miary � wybieramy

ci¡g jej zwartych podprzestrzeni f


n

g

n2IN

taki, »e 


n

� 


n+1

dla wszystkich n 2 IN

oraz j�j(
 n 


n

) �����!

n!1

0. De�niujemy funkcjonaªy ff

n

g

n2IN

na F przez

f

n

(�) =

Z




n

hx(!); �id�(!); � 2 F ; n 2 IN:

Powy»ej udowodnili±my, »e istniej¡ wektory fx

n

g

n2IN

w X takie, »e

f

n

(�) = hx

n

; �i; � 2 F ; n 2 IN:

Pami¦taj¡c, »e funkcja ! 7! x(!) jest normowo ograniczona nietrudno sprawdzi¢, »e

istnieje dodatnia staªa D taka, »e dla wszystkich �

jhx

n

; �i � f(�)j ¬ Dk�kj�j(
 n 


n

):

Tak wi¦c

jhx

n

� x

m

; �ij = jhx

n

; �i � hx

m

; �ij = jhx

n

; �i � f(�)�

�

hx

m

; �i � f(�)

�

j

¬ Dk�k

�

j�j(
 n 


n

) + j�j(
 n 


m

)

�

��������!

n;m!1

0:

St¡d

kx

n

� x

m

k = sup

k�k=1

jhx

n

� x

m

; �ij ��������!

n;m!1

0

czyli fx

n

g

n2IN

jest ci¡giem Cauchy'ego, a oznaczaj¡c przez x jego granic¦ mamy oczy-

wi±cie (7.1). Q.E.D.

Jak zwykle wektor x skonstruowany w Twierdzeniu 7.1.5 oznaczamy

x =

Z




x(!)d�(!):
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De�nicja 7.1.6 Jednoparametrow¡ grup¡ w B

F

(X) nazywamy rodzin¦

U

ozn

= fU

t

g

t2IR

� B

F

(X) tak¡, »e

U

0

= id

X

;

U

t

U

s

= U

t+s

; s; t 2 IR:

Grup¦ U nazywamy �(X;F)-ci¡gª¡, je±li odwzorowanie t 7! U

t

x jest �(X;F)-ci¡gªe

dla ka»dego x 2 X. Z kolei U nazywamy grup¡ mocno ci¡gª¡, je±li odwzorowanie

t 7! U

t

x jest ci¡gªe w topologii normowej na X dla wszystkich x 2 X.

Rozwa»a si¦ równie» klasy�kacj¦ jednoparametrowych grup w B

F

(X) ze wzgl¦du na

normy operatorów fU

t

g

t2IR

. Grup¦ U nazywamy ograniczon¡, je±li

sup

t2IR

kU

t

k <1:

W dalszym ci¡gu b¦dziemy zajmowali si¦ jedynie grupami izometrii przestrzeni X,

ale wszystkie rezultaty mo»na bez przeszkód przenie±¢ na inne grupy ograniczone.

Dzi¦ki Twierdzeniu 7.1.5 mamy nast¦puj¡ce stwierdzenie (pojawiaja si¦ ono równie»

w pracy [Arv] przy czym grupa IR jest zast¡piona tam dowoln¡, lokalnie zwart¡ grup¡

topologiczn¡):

Stwierdzenie 7.1.7 Niech (X;F) b¦dzie dualn¡ par¡ przestrzeni Banzcha maj¡c¡

wªasno±¢ Kreina, niech U b¦dzie �(X;F)-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ izometrii

w B

F

(X). Niech � b¦dzie zespolon¡, regularn¡ miar¡ borelowsk¡ na IR o sko«czonej

wariacji. Wówczas wzór

Ax =

Z

IR

U

t

xd�(t); x 2 X

de�niuje operator ograniczony na X. Ponadto je±li dualna para przestrzeni Banacha

(F ;X) ma wªasno±¢ Kreina, to A 2 B

F

(X).

Dowód: Odwzorowanie X 3 x 7! Ax 2 X jest liniowe, a ponadto mamy

kAxk = sup

k�k=1

jhAx; �ij ¬ sup

k�k=1

Z




jhU

t

x; �ijdj�j(t) ¬ sup

t2IR

kU

t

kk�kkxk

czyli A 2 B(X).

Zaªó»my teraz, »e para (F ;X) ma wªasno±¢ Kreina. Aby wykaza¢, »e A 2 B

F

(X)

wystarczy pokaza¢, »e A

T

� jest �(X;F)-ci¡gªy dla ka»dego � 2 F czyli w ±wietle

punktu 1. Lematu 3.1.2, »e dla ka»dego � 2 F mamy A

T

� 2 F . Ustalmy zatem

� 2 F i zastosujmy Twierdzenie 7.1.5 do �(F ;X)-ci¡gªej funkcji IR 3 t 7! U

T

t

� 2 F

(mo»na to zrobi¢, gdy» zakªadamy, »e dualna para przestrzeni Banacha (F ;X) ma

wªasn±¢ Kreina). Pokazuje ono, »e istnieje dokªadnie jeden wektor  2 F taki, »e dla

ka»dego x 2 X mamy

Z

IR

hx;U

T

t

�id�(t) = hx;  i:

Jest jasne, »e A

T

� =  2 F , co przy dowolno±ci � daje nam A 2 B

F

(X). Q.E.D.

Podobnie jak w przypadku caªkowania funkcji o warto±ciach w X przyjmujemy ozna-

czenie

A =

Z

IR

U

t

d�(t):
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Stwierdzenie 7.1.8 Niech �(X;F)-g¦sto zde�niowany, �(X;F)-domkni¦ty operator

liniowy S b¦dzie taki, »e U

t

S = SU

t

dla ka»dego t 2 IR. Wówczas je±li oznaczymy

A =

Z

IR

U

t

d�(t);

to AS � SA. W szczególno±ci SA jest g¦sto zde�niowany i AS = SAj

D(S)

.

Dowód: Mamy dla dowolnego � 2 D(S

T

) i x 2 D(S)

hASx; �i =

R

IR

hU

t

Sx; �id�(t)

=

R

IR

hSU

t

x; �id�(t)

=

R

IR

hU

t

x; S

T

�id�(t)t

= hAx; S

T

�i;

co oznacza dokªadnie tyle, »e Ax 2 D(S

TT

) = D(S) oraz S

TT

Ax = SAx = ASx.

Q.E.D.

Wniosek 7.1.9 Niech U b¦dzie �(X;F)-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ izometrii w

B

F

(X) i niech

A =

Z

IR

U

t

d�(t):

Wówczas

U

s

A =

Z

IR

U

t+s

d�(t) =

Z

IR

U

t

d�(t� s); s 2 IR:

Dowód: Na mocy Stwierdzenia 7.1.8 mamy U

s

Aj

D(U

s

)

= AU

s

dla wszystkich s 2 IR,

ale D(U

s

) = X i w konsekwencji dla ka»dego x 2 X zachodzi

U

s

Ax = AU

s

x =

Z

IR

RU

t

U

s

xd�(t) =

Z

IR

U

t+s

xd�(t) =

Z

IR

U(t)xd�(t� s); s 2 IR:

Q.E.D.

Twierdzenie 7.1.10 Niech U b¦dzie �(X;F)-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ izo-

metrii w B

F

(X) i niech x 2 X. Wówczas istnieje ci¡g fx

n

g

n2IN

� X taki, »e dla

ka»dego n 2 IN funkcja f

n

: IR 3 t 7! U

t

x

n

2 X ma przedªu»enie do funkcji caªkowitej

C ! X i x

n

�����!

n!1

x w �(X;F)-topologii. W szczególno±ci zbiór X

1

elementów

caªkowitych dla U jest �(X;F)-g¦sty w X.

Dowód: Zde�niujmy

x

n

=

r

n

�

+1

Z

�1

U

t

xe

�nt

2

dt:
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Z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej i z �(X;F)-ci¡gªo±ci U w 0

wynika, »e ci¡g fx

n

g

n2IN

jest zbie»ny do x w �(X;F)-topologii. Z Wniosku 7.1.9

widzimy, »e

U

s

x

n

=

r

n

�

+1

Z

�1

U

t

xe

�n(t�s)

2

dt; s 2 IR;

a zatem funkcja caªkowita

C 3 z 7�!

r

n

�

+1

Z

�1

U

t

xe

�n(t�z)

2

dt

jest rozszerzeniem funkcji t 7! U

t

x

n

czyli x

n

jest elementem caªkowitym dla U dla

ka»dego n 2 IN. Q.E.D.

Uwaga 7.1.11 Je±li U jest mocno ci¡gª¡ grup¡ izometrii X, to elementy caªkowite

tworz¡ zbiór normowo g¦sty w X.

Zauwa»my, »e je±li przedªu»enie analityczne funkcji t 7! U

t

x istnieje, to jest ono tylko

jedno, gdy» wszystkie funkcje rozszerzaj¡ce t 7! U

t

x musz¡ pokrywa¢ si¦ na IR, a

wi¦c s¡ sobie równe.

Dla z 2 C

+

zde�niujmy operator U

z

: X ! X

��

x

y

�

2 Graph(U

z

)

�

()

0

B

B

B

B

@

Funkcja t 7! U

t

x przedªu»a si¦

do funkcji f

x

ci¡gªej na pasku

D

Im z

= fw : 0 ¬ Imw ¬ Imzg;

holomor�cznej na wn¦trzu D

Im z

oraz y = f

x

(z)

1

C

C

C

C

A

:

Analogicznie de�niujemy U

z

dla Imz < 0:

��

x

y

�

2 Graph(U

z

)

�

()

0

B

B

B

B

@

Funkcja t 7! U

t

x przedªu»a si¦

do funkcji f

x

ci¡gªej na pasku

D

Im z

= fw : 0 ­ Imw ­ Imzg;

holomor�cznej na wn¦trzu D

Im z

oraz y = f

x

(z)

1

C

C

C

C

A

:

Jako, »e przedªu»enie analityczne funkcji t 7! U

t

x jest jednoznaczne, ªatwo widzimy,

»e U

z

jest operatorem liniowym, a Twierdzenie 7.1.10 gwarantuje, nam, »e jest on

ponadto �(X;F)-g¦sto zde�niowany. Z jednoznaczno±ci przedªu»enia analitycznego

wynikaj¡ równie» nast¦puj¡ce stwierdzenia:

1:

�

x 2 D(U

z

)

�

=)

�

Dla ka»dego t 2 IR mamy U

t

x 2 D(U

z

)

oraz U

z

(U

t

x) = U

z+t

x

�

: (7.2)

2:

�

z

1

; z

2

2 C ;

U

z

1

x 2 D(U

z

2

)

�

=)

0

@

x 2 D(U

z

1

+z

2

)

oraz mamy

U

z

1

+z

2

x = U

z

2

(U

z

1

x)

1

A

: (7.3)
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Ad 1.: Wzór

D

Im z

3 z 7�! U

t+z

x 2 X

de�niuje (jedyne) przedªu»enie analityczne funkcji

IR 3 s 7�! U

s

(U

t

x) = U

s+t

x:

Q.E.D.

Ad 2.: U

z

1

x 2 D(U

z

2

) oznacza dokªadnie tyle, »e funkcja

IR 3 t 7�! U

t

(U

z

1

x) = U

t+z

1

x

przedªu»a si¦ do funkcji ci¡gªej na D

Im z

2

, holomor�cznej we wn¦trzu D

Im z

2

. Wzór

D

Im z

2

3 z 7�! U

z+z

1

x (7.4)

de�niuje takie przedªu»enie. Ponadto widzimy, »e funkcja

D

Im z

2

�D

Im z

1

3 (z;w) 7�! U

z+w

x

jest (jako funkcja holomor�czna wzgl¦dem ka»dej zmiennej z osobna) holomor�czna

wzgl¦dem zespoªu zmiennych, a wi¦c w szczególno±ci funkcja

fz + w : z 2 D

Im z

2

; w 2 D

Im z

1

g � D

z

1

+z

2

3 z 7�! U

z

x

jest holomor�czna i x 2 D(U

z

1

+z

2

). Ze wzoru (7.4) mamy

U

z

1

+z

2

x = U

z

2

(U

z

1

x):

Q.E.D.

Teraz mo»emy zde�niowa¢ centralny obiekt niniejszego rozdziaªu

De�nicja 7.1.12 Niech U b¦dzie �(X;F)-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ izometrii

w B

F

(X). Analitycznym generatorem U nazywamy operator U

i

.

Okazuje si¦, »e analityczny generator grupy U jest operatorem �(X;F)-domkni¦tym

(patrz [CiZs] Th. 2.4). Bardzo elegancki dowód tego faktu, korzystaj¡cy z konstrukcji

tak zwanej grupy transponowanej mo»na znale¹¢ w [Z1] (Th. 1.1). Naszkicujemy

dowód domkni¦to±ci U

i

w topologii normowej:

Niech fx

n

g

n2IN

� D(U

i

) b¦dzie ci¡giem zbie»nym normowo do x 2 X i niech ci¡g

fU

i

x

n

g

n2IN

zbiega normowo do y 2 X. Dla ka»dego z 2 D

1

korzystaj¡c z (7.2) i faktu,

»e U

t

jest izometri¡ dla ka»dego t 2 IR dostajemy

kU

z

x

n

� U

z

x

m

k ¬ max

�

kx

n

� x

m

k; kU

i

x

n

� U

i

x

m

k

	

;

a wi¦c funkcje

D

1

3 z 7�! U

z

x

n

tworz¡ ci¡g Cauchy'ego w normie \sup". Oznaczmy granic¦ tego ci¡gu przez F . Funk-

cja F jest oczywi±cie ci¡gªa na D

1

i holomor�czna we wn¦trzu D

1

, a ponadto skoro

F (t) = lim

n!1

U

t

x

n

= U

t

x;

to x 2 D(U

i

) i

U

i

x = F (i) = lim

n!1

U

i

x

n

= y

co pokazuje, »e operator U

i

jest normowo domkni¦ty.
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7.2 Spektrum analitycznego generatora

Niech U b¦dzie �(X;F)-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ izometrii w B

F

(X). W tej

cz¦±ci pracy zajmiemy si¦ badaniem spektrum analitycznego generatora grupy U .

Twierdzenie Stone'a nasuwa przypuszczenie, »e spektrum U

i

powinno zawiera¢ si¦ w

IR

+

, ale nie jest to prawda w ogólnym przypadku. Kontrprzykªad mo»na znale¹¢ w

pracy [VD3]. Okazuje si¦ nawet, »e w interesuj¡cych nas gªównie przypadkach, gdy X

jest algebr¡ von Neumanna, a U w-ci¡gª¡ grup¡ automor�zmów X mamy zazwyczaj

SpU

i

= C

(patrz [ElZs]).

Ustalmy zatem dualn¡ par¦ przestrzeni Banacha maj¡c¡ wªasno±¢ Kreina (X;F) tak¡,

»e para (F ;X) równie» ma wªasno±¢ Kreina oraz U|�(X;F)-ci¡gª¡, jednoparame-

trow¡ grup¦ izometrii w B

F

(X). Rozwa»my przestrze« Banacha Graph(U

i

) � X �X

oraz �(X;F)-domkni¦ty operator �: Graph(U

i

)! Graph(U

i

) dany przez

�

(

x

x

0
) 2 D(�);

�

y

y

0

�

= �(

x

x

0 )

�

()

�

x; x

0

2 D(U

i

);

y = U

i

x; y

0

= U

i

x

0

�

:

B¦dziemy te» u»ywa¢ notacji macierzowej:

� =

�

U

i

0

0 U

i

�

:

Okazuje si¦, »e mimo i» spektrum U

i

mo»e by¢ caª¡ pªaszczyzn¡ zespolon¡, to mamy

zawsze Sp� � IR

+

. Aby to wykaza¢ zde�niujmy dla ka»dego � 2 C n IR

�

funkcj¦

F

�

= F

�

(t) wzorem:

F

�

(t) =

1

2�

+1

Z

�1

e

E(1+it)

(e

E

+ �)

2

dE =

t(��)

it�1

e

�2�t

� 1

; t 2 IR; � 2 C n IR

�

:

Zauwa»my, »e przy ustalonym � funkcja F

�

ma przedªu»enie analityczne na zbiór

C n f�ni : n 2 INg i dla 0 6= t w tym obszarze mamy

F

�

(t� 2i) + 2�F

�

(t� i) + �

2

F

�

(t) = 0: (7.5)

Wprowad¹my teraz operator liniowy Q

�

: X ! X

Q

�

=

+1

Z

�1

F

�

(t)U

t

dt: (7.6)

Funkcja F

�

jest z de�nicji odwrotn¡ transformat¡ Fouriera funkcji klasy Schwartza, a

wi¦c sama te» jest klasy Schwartza i w szczególno±ci jest caªkowalna, a zatem na mocy

Stwierdzenia 7.1.7 Q

�

jest operatorem ograniczonym na X, a nawet Q

�

2 B

F

(X).

Niech x 2 X

1

. Policzmy

(Q

�

U

2i

+ 2�Q

�

U

i

+ �

2

Q

�

)x

=

+1

R

�1

F

�

(t)U

t+2i

xdt+ 2�

+1

R

�1

F

�

(t)U

t+i

xdt+ �

2

+1

R

�1

F

�

(t)U

t

xdt

=

R

C

0

F

�

(t)U

t+2i

xdt+ 2�

R

C

0

F

�

(t)U

t+i

xdt+ �

2

R

C

0

F

�

(t)U

t

xdt

=

R

C

2

F

�

(t� 2i)U

t

xdt+ 2�

R

C

1

F

�

(t� i)U

t

xdt+ �

2

R

C

0

F

�

(t)U

t

xdt;

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(7.7)
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gdzie C

0

; C

1

i C

2

s¡ zorientowanymi konturami w C , takimi jak na rysunku poni»ej:

-

6

3i

2i

i

��

��

��

��

��

��

��

��

��

C

0

C

1

C

2

C

��

H
H

�
�

H
H

�
�

H
H

Teraz korzystaj¡c z (7.5) mo»emy odj¡¢ 0 od prawej strony (7.7) i bior¡c pod uwag¦

wªasno±ci holomor�czno±ci funkcji podcaªkowych otrzymamy

(Q

�

U

2i

+ 2�Q

�

U

i

+ �

2

Q

�

)x

=

R

C

2

F

�

(t� 2i)U

t

xdt+ 2�

R

C

1

F

�

(t� i)U

t

xdt+ �

2

R

C

0

F

�

(t)U

t

xdt

�

 

R

C

2

F

�

(t� 2i)U

t

xdt+ 2�

R

C

2

F

�

(t� i)U

t

xdt+ �

2

R

C

2

F

�

(t)U

t

xdt

!

= 2�

R

C

1

�C

2

F

�

(t� i)U

t

xdt+ �

2

R

C

0

�C

2

F

�

(t)U

t

xdt

= 2�

R

�

F

�

(t� i)U

t

xdt+ �

2

R

�

F

�

(t)U

t

xdt;

gdzie � jest zorientowanym konturem w C , takim jak na rysunku poni»ej:

-

6

2i

i

C

'

&

$

%

�

�
�
@
@

�6 �5 �4 �3 �2 �1 1 2 3 4 5 6

Poniewa» funkcja t 7! F

�

(t � i)U

t

x jest holomor�czna w pasku fz : 0 < Im z < 2g,

mamy

2�

Z

�

F

�

(t� i)U

t

xdt = 0

i (7.7) przyjmuje posta¢

(Q

�

U

2i

+ 2�Q

�

U

i

+ �

2

Q

�

)x = �

2

Z

�

F

�

(t)U

t

xdt = �

2

2�iRes

t=i

F

�

(t)U

t

x;

68



a przy tym funkcja t 7! U

t

x jest holomor�czna (a wi¦c ci¡gªa), a zatem

Res

t=i

F

�

(t)U

t

x = lim

t!i

(t� i)F

�

(t)U

t

x

= lim

t!i

(t� i)F

�

(t) lim

t!i

U

t

x

= Res

t=i

F

�

(t)U

i

x =

�i

�

2

2�

U

i

x:

Tym samym wykazali±my, »e

(Q

�

U

2i

+ 2�Q

�

U

i

+ �

2

Q

�

)x = U

i

x; x 2 X

1

: (7.8)

B¦dziemy potrzebowali nast¦puj¡cego lematu:

Lemat 7.2.1 Zbiór X

1

elementów caªkowitych dla U jest istotn¡ dziedzin¡ dla U

i

.

Dowód: Niech (

x

y

) 2 Graph(U

i

). Poka»emy, »e istnieje ci¡g fx

n

g

n2IN

� X

1

taki, »e

x

n

�����!

n!1

x oraz U

i

x

n

�����!

n!1

y w �(X;F)-topologii. Istotnie: niech

x

n

=

r

n

�

+1

Z

�1

U

t

xe

�nt

2

dt:

W dowodzie Twierdzenia 7.1.10 wykazali±my, »e x

n

�����!

n!1

x w �(X;F)-topologii.

Teraz korzystaj¡c ze Stwierdzenia 7.1.8 mamy

U

i

x

n

=

r

n

�

U

i

+1

Z

�1

U

t

xe

�nt

2

dt =

r

n

�

+1

Z

�1

U

t

U

i

xe

�nt

2

dt =

r

n

�

+1

Z

�1

U

t

ye

�nt

2

dt

i ten sam argument pokazuje, »e U

i

x

n

�����!

n!1

y w �(X;F)-topologii. Q.E.D.

Na przestrzeni X �X wprowad¹my operator ograniczony

f

R

�

=

�

�Q

�

+

1

�

I �

1

�

Q

�

�Q

�

Q

�

�

:

Poniewa» Q

�

jest �(X;F)-ci¡gªy, to

f

R

�

te» jest �(X;F)-ci¡gªy. Poka»emy, »e

f

R

�

zachowuje �(X;F)-domkni¦t¡ podprzestrze« Graph(U

i

) � X � X. Istotnie: niech

x 2 X

1

. Mamy

f

R

�

�

x

U

i

x

�

=

�

�Q

�

+

1

�

I �

1

�

Q

�

�Q

�

Q

�

��

x

U

i

x

�

=

�

�

�Q

�

+

1

�

I �

1

�

Q

�

U

i

�

x

�

�Q

�

+Q

�

U

i

�

x

�

U»ywaj¡c wzoru (7.8) otrzymujemy

U

i

�

�Q

�

+

1

�

I �

1

�

Q

�

U

i

�

x =

�

�Q

�

U

i

+

1

�

U

i

�

1

�

Q

�

U

2i

�

x =

�

�Q

�

+Q

�

U

i

�

x;

a to oznacza, »e

f

R

�

�

x

U

i

x

�

2 Graph(U

i

):
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Teraz na mocy Lematu 7.2.1 i �(X;F)-ci¡gªo±ci

f

R

�

mamy

f

R

�

Graph(U

i

) � Graph(U

i

):

Mo»emy rozpatrywa¢ zatem nowy �(X;F)-ci¡gªy operator

R

�

=

f

R

�

j

Graph(U

i

)

:

Wprowad¹my oznaczenie

Graph

1

=

��

x

y

�

2 Graph(U

i

) : x; y 2 X

1

�

:

Na podstawie analogicznego rachunku do przeprowadzonego w dowodzie Lematu 7.2.1

nietrudno wykaza¢, »e Graph

1

jest istotn¡ dziedzin¡ dla �. Mamy nawet nast¦puj¡cy,

mocniejszy rezultat

Stwierdzenie 7.2.2 Dla ka»dego (

x

y

) 2 D(�) istnieje ci¡g f(

x

n

y

n

)g

n2IN

� Graph

1

taki, »e

�

x

n

y

n

�

�����!

n!1

�

x

y

�

; (7.9)

�

�

x

n

y

n

�

�����!

n!1

�

�

x

y

�

: (7.10)

Lemat 7.2.3 Dla ka»dego (

x

y

) 2 Graph

1

mamy

(�+ �I)R

�

(

x

y

) = (

x

y

) ;

R

�

(� + �I) (

x

y

) = (

x

y

) :

Dowód: Policzmy

R

�

�

�+ �I

�

�

x

U

i

x

�

=

�

�Q

�

+

1

�

I �

1

�

Q

�

�Q

�

Q

�

��

U

i

x+ �x

U

2i

x+ �U

i

x

�

=

�

�

�Q

�

U

i

+

1

�

U

i

� �Q

�

+ I �

1

�

Q

�

U

2i

�Q

�

U

i

�

x

�

�Q

�

U

i

+ �

2

Q

�

+Q

�

U

2i

+ �Q

�

U

i

�

x

�

=

 �

1

�

�

U

i

�Q

�

U

2i

� 2�Q

�

U

i

� �

2

Q

�

�

+ I

�

x

�

Q

�

U

2i

+ 2�Q

�

U

i

+ �

2

Q

�

�

x

!

7:8

=

�

x

U

i

x

�

:

Natomiast wzór

�

�+ �I

�

R

�

�

x

U

i

x

�

=

�

x

U

i

x

�

wyprowadzamy tak samo, uprzednio korzystaj¡c ze Stwierdzenia 7.1.8. Q.E.D.

Lemat 7.2.4 Mamy R

�

Graph(U

i

) = D(�).
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Dowód: Krok 1: \R

�

Graph(U

i

) � D(�)". We¹my (

x

y

) 2 Graph(U

i

). Wówczas na

mocy Lematu 7.2.1 istnieje ci¡g f(

x

n

y

n

)g

n2IN

taki, »e

�

x

n

y

n

�

�����!

n!1

�

x

y

�

w produkcie �(X;F)-topologii. Dzi¦ki �(X;F)-ci¡gªo±ci R

�

mamy

R

�

�

x

n

y

n

�

�����!

n!1

R

�

�

x

y

�

:

Dalej patrz¡c na Lemat 7.2.3 mamy

�

�+ �I

�

R

�

�

x

n

y

n

�

=

�

x

n

y

n

�

�����!

n!1

�

x

y

�

;

a wi¦c z domkni¦to±ci operatora (� + �I)

R

�

(

x

y

) 2 D(� + �I) = D(�);

(�+ �I)R

�

(

x

y

) = (

x

y

) : (7.11)

W szczególno±ci R

�

Graph(U

i

) � D(�).

Krok 2: \R

�

Graph(U

i

) � D(�)". Niech (

x

y

) 2 D(�). We¹my ci¡g f(

x

n

y

n

)g

n2IN

�

Graph

1

taki, jak w Stwierdzeniu 7.2.2. Z Lematu 7.2.3 mamy

R

�

�

�+ �I

�

�

x

n

y

n

�

=

�

x

n

y

n

�

; n 2 IN; (7.12)

przy czym na mocy wzoru (7.9) prawa strona (7.12) d¡»y w produkcie

�(X;F)-topologii do (

x

y

), a lewa strona (7.12) d¡»y do R

�

(�+ �I) (

x

y

). Zatem

R

�

�

�+ �I

�

�

x

y

�

=

�

x

y

�

: (7.13)

W szczególno±ci (

x

y

) 2 R

�

Graph(U

i

) i w konsekwencji R

�

Graph(U

i

) � D(�). Q.E.D.

Bior¡c pod uwag¦ Lemat 7.2.4 oraz wzory (7.8) i (7.13) otrzymujemy nast¦puj¡ce

stwierdzenie:

Stwierdzenie 7.2.5 Operator R

�

jest rezolwent¡ operatora � w punkcie

�� 2 C n IR

+

, to znaczy, »e

dla ka»dego

�

x

y

�

2 D(�) mamy R

�

�

�+ �I

�

�

x

y

�

=

�

x

y

�

oraz

dla ka»dego

�

x

y

�

2 Graph(U

i

) mamy R

�

�

x

y

�

2 D(�) i

�

�+ �I

�

R

�

�

x

y

�

=

�

x

y

�

:
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Wniosek 7.2.6 Niech (X;F) b¦dzie dualn¡ par¡ przestrzeni Banacha maj¡c¡ wªa-

sno±¢ Kreina tak¡, »e dualna para przestrzeni Banacha (F ;X) te» ma wªasno±¢ Kre-

ina. Niech U b¦dzie �(X;F)-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ izometrii w B

F

(X) i

niech U

i

b¦dzie jej analitycznym generatorem. Oznaczmy przez � ampli�kacj¦ U

i

na

Graph(U

i

):

� =

�

U

i

0

0 U

i

�

:

Wówczas

Sp� � IR

+

:

Ponadto rezolwenta operatora � w punkcie �� 2 C n IR

+

dana jest wzorem

R(�;��) = R

�

=

�

�Q

�

+

1

�

I �

1

�

Q

�

�Q

�

Q

�

�

;

gdzie operator Q

�

2 B

F

(X) dany jest przez (7.6).

7.3 Wzór Cior�anescu-Zsidó

W pracy [CiZs] Ioana Cior�anescu i L�aszló Zsidó udowodnili, »e je±li U jest

�(X;F)-ci¡gª¡, jednoparametrow¡ grup¡ izometrii w B

F

(X), to dla ka»dego t 2 IR

mo»emy wyznaczy¢ U

t

u»ywaj¡c jedynie analitycznego generatora grupy U . Innymi

sªowy analityczny generator determinuje grup¦. W niniejszym podrozdziale wypro-

wadzimy ten sam wzór na U

t

co Cior�anescu i Zsidó z t¡ ró»nic¡, »e dzi¦ki Wnioskowi

7.2.6 b¦dziemy u»ywali jedynie operatorów ograniczonych.

Poni»szy lemat zostaª zainspirowany przez [Ped] Prop. 1.3.8.

Lemat 7.3.1 Dla ka»dego t 2 IR

+

nf0g i dla ka»dego � 2 C takiego, »e 0 < Re� < 1

mamy

t

�

=

sin��

�

1

Z

0

�

��1

(t+ �)

�1

td�: (7.14)

B¦dziemy starali si¦ wykorzysta¢ wzór (7.14) podstawiaj¡c nieco zmody�kowany ope-

rator � w miejsce t. Uzyskana w ten sposób \uªamkowa pot¦ga" operatora � da nam

w granicy �i�! t 2 IR operator U

t

. Konstrukcja ta byªa ju» stosowana przez A. V.

Balakrishnana w pracy [Bal], ale przy nieco mocniejszych zaªo»eniach.

Zauwa»my, »e przepisuj¡c de�nicj¦ funkcji F

�

w nast¦puj¡cy sposób:

F

�

(t) =

1

�

t�

it

e

��t

1 � e

�2�t

=

t�

it�1

e

�t

� e

��t

ªatwo otrzymamy to»samo±¢

�F

�

(z) + F

�

(z � i) = i

�

iz

e

�z

� e

��z

(7.15)

dla z w obszarze holomor�czno±ci F

�

.
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Niech Pr

1

: X�X ! X b¦dzie kanoniczn¡ projekcj¡ na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡. We¹my

(

x

y

) = (

x

U

i

x

) 2 D(�). Zajmiemy si¦ wyra»eniem

Pr

1

�

�+ �I

�

�1

�

�

x

y

�

= Pr

1

R

�

�

�

x

U

i

x

�

= �Q

�

x+Q

�

U

i

x:

Pami¦taj¡c, »e dla ka»dego zespolonego z takiego, »e 0 ¬ Im z < 1 mamy

lim

jtj!1

t2IR

F

�

(z + t) = 0

obliczamy

�Q

�

x+Q

�

U

i

x =

+1

R

�1

�F

�

(t)U

t

xdt+

+1

R

�1

F

�

(t)U

t+i

xdt

=

+1

R

�1

�F

�

(t)U

t+i

xdt+

i+1

R

i�1

F

�

(� � i)U

�

xd�

=

ir+1

R

ir�1

�F

�

(z)U

z

xdz +

ir+1

R

ir�1

F

�

(z � i)U

z

xdz

=

ir+1

R

ir�1

�

�F

�

(z) + F

�

(z � 1)

�

U

z

xdz

7:15

=

ir+1

R

ir�1

i�

iz

U

z

x

e

�z

�e

��z

dz

=

+1

R

�1

i�

i(t+ir)

U

t+ir

x

e

�(t+ir)

�e

��(t+ir)

dt = �

�r

+1

R

�1

i�

it

U

t

U

ir

x

e

�(t+ir)

�e

��(t+ir)

dt;

9

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

=

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

;

(7.16)

gdzie r jest dowoln¡ liczb¡ z przedziaªu ]0; 1[. Poniewa» U

ir

x 2 X, norma caªki po

prawej stronie (7.16) jest sko«czona dla ka»dego r, a wi¦c dla ka»dego r 2]0; 1[ istnieje

dodatnia staªa C

r

taka, »e

kPr

1

(� + �I)

�1

�(

x

y

) k = k�Q

�

x+Q

�

U

i

xk ¬ �

�r

C

r

: (7.17)

Rodzina oszacowa« (7.17) zapewnia nam zbie»no±¢ caªki Bochnera (patrz [Yos] Sect.

V.5)

+1

Z

0

�

��1

Pr

1

(�+ �I)

�1

�(

x

y

) d�; (7.18)

gdzie � jest dowoln¡ liczb¡ zespolon¡ tak¡, »e 0 < Re� < 1. Istotnie: aby uzyska¢

zbie»no±¢ caªki (7.18) w1 stosujemy (7.17) z r > Re�, natomiast zbie»no±¢ (7.18) w

0 dostajemy z oszacowania (7.17) z r < Re�. Tym samym wykazali±my, »e operator

liniowy

D(�) 3 (

x

y

) 7�!

sin��

�

+1

Z

0

�

��1

Pr

1

(�+ �I)

�1

�(

x

y

) d� 2 X

jest dobrze zde�niowany. U»ywaj¡c podstawienia v = �iz mo»emy (7.16) przepisa¢

tak:

�Q

�

x+Q

�

U

i

x =

r�i1

R

r+i1

i�

�v

U

iv

x

e

i�v

�e�i�v

idv = �

r�i1

R

r+i1

�

�v

U

iv

x

e

i�v

�e�i�v

dv

=

r+i1

R

r�i1

�

�v

U

iv

x

e

i�v

�e�i�v

dv =

1

2i

r+i1

R

r�i1

�

�v

U

iv

x

sin �v

dv:
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Teraz bior¡c � 2 F mamy

hPr

1

(� + �I)

�1

�(

x

y

) ; �i = h�Q

�

x+Q

�

U

i

x; �i

=

1

2i

r+i1

R

r�i1

�

�v

hU

iv

x;�i

sin�v

dv

=

1

2�i

r+i1

R

r�i1

�

sin�v

�

�v

hU

iv

x; �idv

=

1

2�i

r+i1

R

r�i1

�

�v

�

�

sin�v

hU

iv

x; �i

�

dv

czyli odwzorowanie

IR

+

3 � 7�! hPr

1

(� + �I)

�1

�(

x

y

) ; �i 2 C (7.19)

jest odwrotn¡ transformat¡ Mellina funkcji

fz : 0 < Re z < 1g 3 v 7�!

�

sin�v

hU

iv

x; �i 2 C ; (7.20)

a ponadto na mocy [Doe] Kap. 6, x8, Satz 3 (7.20) jest transformat¡ Mellina (7.19) i

w konsekwencji

hU

iv

x; �i =

sin �v

�

+1

Z

0

�

v�1

hPr

1

(� + �I)

�1

�(

x

y

) ; �id�

dla dowolnego � 2 F . St¡d

U

iv

x =

sin�v

�

+1

Z

0

�

v�1

Pr

1

(�+ �I)

�1

�(

x

y

) d�

dla ka»dego v takiego, »e 0 < Re v < 1. W szczególno±ci dla z 2 IntD

1

U

z

x =

sin�i�z

�

+1

Z

0

�

�iz�1

Pr

1

(� + �I)

�1

�(

x

y

) d�

dla wszyskich x 2 Pr

1

D(�) = D(U

2i

), a ponadto

U

t

x = lim

Im z>0

z!t

sin�i�z

�

+1

Z

0

�

�iz�1

Pr

1

(� + �I)

�1

�(

x

y

) d�: (7.21)

Równanie (7.21) wyznacza caªkowicie operator U

t

, gdy» na mocy Twierdzenia 7.1.10

zbiórD(U

2i

) jest �(X;F)-g¦sty wX. Wzór (7.21) nosi nazw¦ wzoru Cior�anescu-Zsidó.

Po raz pierwszy pojawª si¦ on (w nieco innej formie) w pracy [CiZs] (Th. 4.2).

W przypadku gdy grupa U jest mocno ci¡gªa (co na przykªad ma miejsce gdy U jest

�(X;F)-ci¡gªa i F = X

�

) mo»emy wszystkie wyniki rozdziaªu 7 przepisa¢ zast¦puj¡c

�(X;F)-topologi¦ topologi¡ normow¡ (patrz Uwaga 7.1.11).

Nale»y równie» wspomnie¢, »e dzi¦ki wynikom zawartymw pracy [Z2] teoria analitycz-

nych generatorów jednoparametrowych grup izometrii przestrzeni Banacha znalazªa

zastosowanie w teorii grup kwantowych (patrz [SLW3], [SLW4]).
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8 Analityczny generator grupy

automo�zmów modularnych

8.1 Funkcjonaªy normalne

W dowodzie Twierdzenia 4.1.3 wspomnieli±my, »e ka»dy w-ci¡gªy funkcjonaª dodatni

jest normalny. Okazuje si¦, »e jest zachodzi równie» twierdzenie odwrotne, mianowicie

je±li � jest dodatnim funkcjonaªem na algebrze von NeumannaM � B(H), to mamy

�

� jest

normalny

�

()

�

� jest

w-ci¡gªy

�

(8.1)

(patrz np. [Sak] Th. 1.13.2). Dalej mo»na udowodni¢, »e kazdy w-ci¡gªy funkcjonaª na

M jest kombinacj¡ liniow¡ czterech w-ci¡gªych funkcjonaªów dodatnich (patrz [Sak]

Th. 1.14.3), a wi¦c uzasdnione jest nazywanie wszystkich elementów M

�

funkcjona-

ªami normalnymi. Korzystaj¡c ze wzoru (8.1) widzimy, »e dla wszystkich � 2 M

�

mamy

�

�

sup

�2�

a

�

�

= lim

�2�

�(a

�

); (8.2)

gdzie fa

�

g

�2�

� M

+

jest dowolnym wzrastaj¡cym, normowo ograniczonym ci¡giem

uogólnionym. Ponadto równo±¢ (8.2) mo»e sªu»y¢ jako równowa»na charakteryzacja

elementówM

�

(patrz [Ped] Sect. 3.6.1).

Nietrudno udowodni¢, »e odwzorowania a 7! a

�

, a 7! ab i a 7! ba dla a; b 2 M s¡

w-ci¡gªe, a korzystaj¡c z tego mo»emy wprowadzi¢ na M

�

struktur¦ �-bimoduªu nad

M . W cz¦±ci 3.4 wprowadzili±my operacj¦ sprz¦gania funkcjonaªów:

M

�

3  7�!  

�

2M

�

;

 

�

(a) =  (a

�

); a 2M:

Mno»enie funkcjonaªów normalnych przez elementy M de�niujemy w nast¦puj¡cy

sposób:

�

a 

�

(c) =  (ca); a; c 2M;

�

 b

�

(c) =  (bc); b; c 2M:

dla  2M

�

. �atwo si¦ przekona¢, »eM

�

staje si¦ ze zde�niowanymi wy»ej dziaªaniami

�-bimoduªem nad M czyli, »e dla a; b 2M i �; 2M

�

mamy

a(�+  ) = a�+ a ;

(a+ b) = a + b ;

(ab) = a(b );

(a )

�

=  

�

a

�

; (8.3)

I� = �:
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Dzi¦ki wzorowi (8.3) mamy oczywi±cie analogiczne wzory dla mno»enia funkcjonaªów

z prawej strony przez elementy algebry M .

Niech � b¦dzie funkcjonaªem normalnym, dodatnim na M . Zbiór

N

�

= fa 2M : �(a

�

a) = 0g

jest w-domkni¦tym lewym ideaªem w M , a wi¦c na mocy [StZs] Cor. 3.21 istnieje

rzut p 2 M taki, »e N

�

= Mp. Rzut s(�) = I � p nazywamy no±nikiem funkcjonaªu

�. Mamy

s(�)� = �s(�) = �:

Okazuje si¦, »e p jest najwi¦kszym (w sensie relacji \¬") rzutem spo±ród wszystkich

takich rzutów q, »e �(q) = 0 (patrz [Sak] Sect. 1.14). Dla dowolnego elementu  2M

�

de�niujemy nast¦puj¡ce obiekty:

L

 

= fa 2 M : a = 0g;

R

 

= fa 2 M :  a = 0g:

L

 

i R

 

s¡ w-domkni¦tymi podzbiorami M , a ponadto L

 

jest lewym, a R

 

prawym

ideaªem w M . Istniej¡ zatem rzuty p

L

; p

R

2M takie, »e

L

 

= Mp

L

;

R

 

= p

R

M:

Podobnie jak w przypadku funkcjonaªów dodatnich p

L

i p

R

s¡ najwi¦kszymi rzutami

w M spo±ród takich rzutów q, »e odpowiednio q = 0 i  q = 0. Dalej de�niujemy

lewy no±nik funkcjonaªu  jako l( ) = I � p

L

i prawy no±nik funkcjonaªu  jako

r( ) = I � p

R

. Oczywi±cie zachodz¡ wzory

l( ) =  ;

 r( ) =  :

Zauwa»my, »e ze wzoru (8.3) wynika, »e l( ) = r( 

�

).

Stwierdzenie 8.1.1 Niech  2M

�

b¦dzie funkcjonaªem dodatnim. Wówczas

l( ) = r( ) = s( ):

Dowód: Wystarczy wykaza¢, »e l( ) = s( ) czyli, »e

p

L

= I � l( ) = I � s( ) = p:

Mamy

 (p

L

) =

�

p

L

 

�

(I) = 0;

a wi¦c p

L

¬ p, a z drugiej strony

j

�

p 

�

(a)j

2

= j (ap)j

2

¬  (a

�

a) (p) = 0

dla wszystkich a 2M , a wi¦c p ¬ p

L

. Q.E.D.
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Lewe i prawe no±niki mo»na równie» de�niowa¢ dla operatorów. Niech a 2 M .

oznaczmy przez n(a) rzut na kera. Dalej zde�niujmy prawy no±nik operatora a jako

r(a) = I � n(a), natomiast lewy no±nik operatora a zde�niujmy jako rzut na aH i

oznaczmy przez l(a). Poniewa» n(a) =

�

(jaj = 0), a l(a) = r(a

�

) widzimy, »e

n(a); l(a); r(a) 2M:

W 1958 roku Shôichirô Sakai udowodniª nast¦puj¡ce, wa»ne twierdzenie pozwalaj¡ce

sprowadzi¢ wiele zagadnie« dotycz¡cych funkcjonaªów normalnych do badania funk-

cjonaªów normalnych, dodatnich:

Twierdzenie 8.1.2 ([Sak] Th. 1.14.4) Niech  b¦dzie funkcjonaªem normalnym

na algebrze von Neumanna M . Wówczas istnieje dokªadnie jedna para (v; �) zªo»ona

z cz¦±ciowej izometrii (patrz [AkGl] x41) i funkcjonaªu normalnego, dodatniego taka,

»e

 = v�;

v

�

v = s(�):

Przez analogi¦ do twierdzenia o rozkªadzie biegunowym dla operatorów domkni¦tych

Twierdzenie 8.1.2 nazywamy twierdzeniemo rozkªadzie biegunowymdla funkcjonaªów

normalych. Par¦ (v; �) tak¡, »e  = v� i v

�

v = s(�) nazywamy odpowiednio faz¡ i

warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ funkcjonaªu  . U»ywamy równie» oznaczenia � = j j.

Niech  b¦dzie funkcjonaªem normalnymnaM i niech  = vj j b¦dzie jego rozkªadem

biegunowym.Wówczas na mocy [Dix2] Ch. 4 Prop. 6 mamy 

�

= v

�

j 

�

j. Udowodnimy

teraz kilka ªatwych lematów.

Lemat 8.1.3 Niech � b¦dzie wiernym funkcjonaªem normalnym, dodatnim na M i

niech a 2 M . Wówczas

�

a� = 0

�

()

�

a = 0

�

:

Dowód: \)". Je±li a� = 0, to �(a

�

a) =

�

a�

�

(a

�

) = 0, co na mocy wierno±ci �

implikuje a = 0. Q.E.D.

Lemat 8.1.4 Niech a b¦dzie odwracalnym elementem M i niech � b¦dzie wiernym

funkcjonaªem normalnym, dodatnim na M . Niech

a� = uja�j (8.4)

b¦dzie rozkªadem biegunowym a�. Wówczas u jest operatorem unitarnym.

Dowód: Pomnó»my obie strony (8.4) z lewej strony przez (I�uu

�

). Poniewa» u jest

cz¦±ciow¡ izometri¡, mamy uu

�

u = u, a wi¦c

(I � uu

�

)a� = 0

i na mocy Lematu 8.1.3

(I � uu

�

)a = 0: (8.5)
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Mno»¡c obie strony (8.5) z prawej przez a

�1

otrzymujemy

uu

�

= I: (8.6)

Teraz mno»¡c obie strony równania

(a�)

�

= �a

�

= u

�

j�a

�

j

z prawej przez a

�

�1

, a z lewej przez (I � u

�

u) i pami¦taj¡c o tym, »e u

�

uu

�

= u

�

otrzymujemy

(I � u

�

u)� = 0

i korzystaj¡c ponownie z Lematu 8.1.3 dostajemy

u

�

u = I;

co w zestawieniu z (8.6) daje tez¦. Q.E.D.

Stwierdzenie 8.1.5 Niech � b¦dzie normalnym funkcjonaªem dodatnim, wiernym na

M . Wówczas

l(a�) = l(a)

Dowód: Wiemy, »e l(a�) = I � p

L

, gdzie p

L

jest najwi¦kszym rzutem takim, »e

p

L

a� = 0. Z Lematu 8.1.3 widzimy zatem, »e p

L

jest najwi¦kszym takim rzutem, »e

p

L

a = 0 czyli, »e a

�

p

L

= 0. St¡d p

L

= n(a

�

) i otrzymujemy

l(a�) = I � p

L

= I � n(a

�

) = r(a

�

) = l(a):

Q.E.D.

8.2 Pewien podzbiór M �M

Niech � b¦dzie wiernym stanem normalnym na algebrze von NeumannaM . B¦dziemy

rozwa»a¢ zbiór

G =

��

a

b

�

2M �M : a� = �b

�

:

Przyjmijmy oznaczenia

A = Pr

1

G;

B = Pr

2

G:

Z Lematu 8.1.3 wynika natychmiast nast¦puj¡ce stwierdzenie:

Stwierdzenie 8.2.1 G jest wykresem w-domkni¦tego odwzorowania liniowego

M !M o zerowym j¡drze. Mamy D(�) = A oraz �(A) = B.

Z faktu, »e M

�

jest �-bimoduªem nad M wynika równie»
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Stwierdzenie 8.2.2 A jest podalgebr¡ wM zawieraj¡c¡ centrum Z(M) i dla a; b 2 A

mamy

�(ab) = �(a)�(b):

Ponadto dla ka»dego a 2 A mamy �(a)

�

2 A

�(�(a)

�

) = a

�

:

W szczególno±ci A jest algebr¡ z inwolucj¡ dan¡ przez

A 3 a 7�! a

#

= �(a)

�

2 A:

Wniosek 8.2.3 Mamy B = A

�

. W szczególno±ci B tak»e jest algebr¡ z inwolucj¡

dan¡ prez B 2 b 7! b

]

= ((b

�

)

#

)

�

2 B.

Lemat 8.2.4 Niech a 2 A i niech a b¦dzie odwracalny w M . Niech �(a) równie»

b¦dzie odwracalny w M . Wówczas a

�1

2 A oraz �(a

�1

) = �(a)

�1

.

Dowód: Pomnó»my obie strony równania

a� = ��(a)

z lewej strony przez a

�1

, a z prawej przez �(a)

�1

. Otrzymujemy

a

�1

� = ��(a)

�1

czyli a

�1

2 A i �(a

�1

) = �(a)

�1

. Q.E.D.

Wprowad¹my oznaczenie V na zbiór elementów dodatnich w �-algebrze A:

V = fa

#

a : a 2 Ag:

Z to»samo±ci polaryzacyjnej

a

#

b = �

1

4

3

X

k=0

i

k

(b� i

k

a)

#

(b� i

k

a)

ªatwo wnioskujemy, »e

A = span V:

Przyjmijmy, równie» oznaczenie

W = fa 2M : a� ­ 0g:

Poniewa» funkcjonaªy dodatnie s¡ samosprz¦»one, mamy W � A oraz �(a) = a

�

dla

ka»dego a 2 W .

Stwierdzenie 8.2.5 Mamy V �W . Ponadto dla ka»dego a 2 A mamy

a

#

V a � V;

a

#

Wa � W:
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Dowód: Niech a = b

#

b dla pewnego b 2 A. Mamy

a� = b

#

b� = �(b)

�

b� = �(b)

�

��(b) ­ 0

jako, »e � ­ 0. Druga cz¦±¢ tezy wynika z prostych algebraicznych wªasno±ci V i z

faktu, »e je±li a� ­ 0, to

b

#

ab� = �(b)

�

a��(b) ­ 0:

Q.E.D.

Zauwa»my, »e W jest sto»kiem w A o tej wªasno±ci, »e W \ (�W ) = f0g. Ponadto

jako, »e V �W mamy A = spanW .

Stwierdzenie 8.2.6 Niech a b¦dzie odwracalnym elementem M . Wówczas istnieje

operator unitarny u 2M taki, »e

u

�

a; (u

�

a)

�1

2 W: (8.7)

Dowód: Niech

a� = uja�j (8.8)

b¦dzie rozkªadem biegunowym a�. Na mocy Lematu 8.1.4 u jest unitarny. Mno»¡c

obie strony (8.8) z lewej przez u

�

widzimy, »e

u

�

a 2 A; �(u

�

a) = a

�

u:

Ponadto u

�

a� = ja�j ­ 0, wi¦c u

�

a 2 W . Poniewa» u

�

a oraz a

�

u s¡ odwracalne wM ,

na mocy Lematu 8.2.4 mamy (u

�

a)

�1

2 A. Zauwa»my, »e je±li b jest takim elementem

odwracalnym, »e b� ­ 0, to b� = (b�)

�

= �b

�

­ 0 i

b

�1

� = b

�1

�b

�

(b

�

)

�1

= b

�1

�b

�

(b

�1

)

�

­ 0:

Tak wi¦c postawiaj¡c b = u

�

a otrzymujemy (8.7). Q.E.D.

Metoda konstrukcji elementów W � A u»yta w dowodzie Stwierdzenia 8.2.6 nie

wymaga aby a byª operatorem odwracalnym. Istotnie: niech a b¦dzie dowolnym ele-

mentemM . Niech

a� = vja�j (8.9)

b¦dzie rozkªadem biegunowym a�. Wówczas mno»¡c obie strony (8.9) z lewej przez

v

�

otrzymujemy

v

�

a� = v

�

vja�j = s(ja�j)ja�j = ja�j ­ 0:

Oznacza to, »e dla dowolnego a 2 M znajdziemy cz¦±ciow¡ izometri¦ v tak¡, »e

v

�

a 2 W � A. Do tego zauwa»my, »e mno»¡c obie strony (8.9) z lewej przez (I�vv

�

)

otrzymujemy

(a� vv

�

a)� = (v � vv

�

v)� = 0;

a wi¦c na mocy Lematu 8.1.3

a = vv

�

a: (8.10)

W szczególno±ci oznaczaj¡c a

W

= v

�

a mamy

a = va

W

;

gdzie a

W

jest elementem ze sto»ka W .
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Twierdzenie 8.2.7 Niech a b¦dzie dowolnym elementem M . Wówczas istnieje do-

kªadnie jedna para (v; a

W

) zªo»ona z cz¦±ciowej izometrii i elementu sto»ka W taka,

»e

a = va

W

;

v

�

v = l(a

W

);

vv

�

= l(a):

9

>

=

>

;

(8.11)

Dowód: Udowodnili±my ju», »e ka»dy element a 2M ma przedstawienie postaci

a = va

W

;

gdzie a

W

= v

�

a 2 W , a v jest cz¦±ciow¡ izometri¡ wyst¦puj¡c¡ w rozkªadzie biegu-

nowym

a� = vja�j:

Ze Stwierdze« 8.1.1 i 8.1.5 wiemy, »e

v

�

v = s(ja�j) = l(ja�j) = l(v

�

a�) = l(v

�

a) = l(a

W

):

Tak jak ju» wspomnieli±my w cz¦±ci 8.1 [Dix2] Ch. 4, Prop. 6 mówi nam, »e je±li v jest

faz¡ w rozkªadzie biegunowym pewnego  2 M

�

, to faz¡ w rozkªadzie biegunowym

 

�

jest v

�

. Tak wi¦c

vv

�

= s(j(a�)

�

j) = s(j�a

�

j)

Równanie (8.10) oznacza, »e vv

�

­ l(a), ale z drugiej strony wiemy, »e

vv

�

= s(j�a

�

j) = I � p;

gdzie p jest najwi¦kszym rzutem spo±ród wszystkich takich rzutów q, »e

j�a

�

j(q) = 0:

Poniewa» mamy

�a

�

= v

�

j�a

�

j;

to oczywi±cie

j�a

�

j = v�a

�

:

Policzmy teraz

j�a

�

j(n(a

�

)) =

�

v�a

�

�

(n(a

�

)) = �(a

�

n(a

�

)v) = 0;

a zatem n(a

�

) ¬ p. Oznacza to, »e

l(a) = r(a

�

) = I � n(a

�

) ­ I � p = vv

�

;

a wi¦c l(a) = vv

�

.

Dla dowodu jednoznaczno±ci rozkªadu (8.11) zaªó»my, »e a 2M ma przedstawienie

a = evfa

W

; (8.12)
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takie, »e fa

W

2 W oraz

ev

�

ev = l(fa

W

);

evev

�

= l(a):

Mno»¡c obie strony (8.12) z lewej przez ev

�

otrzymujemy

ev

�

a = fa

W

2 W:

St¡d

 = ev

�

a� = fa

W

� ­ 0;

a poniewa» evev

�

= l(a), to pomno»enie obu stron równania

 = ev

�

a�

z lewej przez ev daje

a� = ev ; (8.13)

przy czym  ­ 0, a ze Stwierdze« 8.1.5 i 8.1.1 wynika, »e

ev

�

ev = l(fa

W

) = l(ev

�

a) = l(ev

�

a�) = s(ev

�

a�) = s( )

czyli (8.13) jest rozkªadem biegunowym funkcjonaªu a�. Z jednoznaczno±ci rozkªadu

biegunowego dla funkcjonaªów normalnych wynika, »e ev = v i w konsekwencji

fa

W

= ev

�

a = v

�

a = a

W

. Q.E.D.

Przez analogi¦ z twierdzeniem o rozkªadzie biegunowym dla operatorów, rozkªad

(8.11) nazywamy uogólnionym rozkªadem biegunowym (por. [SLW1] Sect. 3).

Zauwa»my, »e operacja \�" pozwala traktowa¢ równowa»nie nie tylko algebry A i B

(patrz Stwierdzenie 8.2.2 i Wniosek 8.2.3), ale równie» ich bardziej skomplikowan¡

struktur¦. W szczególno±ci

V

�

= f�(b

�

)b : b 2 Bg;

W

�

= fb 2M : �b ­ 0g:

Mo»emy ªatwo zdualizowa¢ Stwierdzenie 8.2.5 jak i Twierdzenie 8.2.7, które przyjmuje

nast¦puj¡c¡ posta¢:

Twierdzenie 8.2.8 Niech a b¦dzie dowolnym elementem M . Wówczas istnieje do-

kªadnie jedna para (u; a

W

�

) zªo»ona z cz¦±ciowej izometrii i elementu sto»ka W

�

� B

taka, »e

a = a

W

�

u;

uu

�

= r(a

W

�

);

u

�

u = r(a):

Twierdzenie 8.2.7 mówi, »e sto»ekW ma du»o elementów, a mo»na nawet wykaza¢, »e

istnieje bijekcjaM

+

$W zachowuj¡ca norm¦. Udowodnimy stwierdzenie nakªadaj¡ce

pewne wi¦zy na \rozmiar" W .
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Lemat 8.2.9 Niech A b¦dzie C

�

-algebr¡ i niech a 2 A. Wówczas istniej¡ elementy

dodatnie a

+

1

; a

�

1

; a

+

2

; a

�

2

2 A takie, »e

a = a

+

1

� a

�

1

+ i(a

+

2

� a

�

2

) (8.14)

oraz

a

+

k

a

�

k

= a

�

k

a

+

k

= 0 (8.15)

dla k = 1; 2.

Dowód: Poªó»my

h

1

=

1

2

(a+ a

�

);

h

2

=

1

2i

(a� a

�

):

Wówczas h

1

i h

2

s¡ samosprz¦»one i

a = h

1

+ ih

2

:

Teraz dla k = 1; 2 niech

a

+

k

= f

+

(h

k

); a

�

k

= f

�

(h

k

);

gdzie f

+

(t) = maxft; 0g, a f

�

(t) = �minft; 0g dla t 2 IR. Z ªatwo±ci¡ sprawdzamy,

»e zachodz¡ zwi¡zki (8.14) i (8.15). Q.E.D.

Stwierdzenie 8.2.10 Sto»ek dualny do W

W

�

= f 2M

�

:  (a) ­ 0 dla wszystkich a 2 Wg

rozdziela punkty M .

Dowód:Wystarczy udowodni¢, »e dla ka»dego niezerowego a 2M istnieje funkcjonaª

 2 W

�

taki, »e  (a) 6= 0. Zauwa»my, »e dla dowolnego b 2 M

+

mamy �b 2 W

�

.

We¹my zatem dowolny niezerowy element a 2 M . Na mocy Lematu 8.2.9 mo»emy

zapisa¢

a

�

= a

+

1

� a

�

1

+ i(a

+

2

� a

�

2

);

gdzie a

�

k

2 M

+

. Je±li

�

�b

�

(a) = 0 dla wszystkich b 2 M

+

, to w szczególno±ci

�

�a

�

k

�

(a) = 0 dla k = 1; 2. St¡d

�(a

�

a) =

�

�a

+

1

�

(a)�

�

�a

�

1

�

(a) + i(

�

�a

+

2

�

(a)�

�

�a

�

2

�

(a)) = 0

i na mocy wierno±ci � mamy a = 0, co stoi w sprzeczno±ci z wyborem a. Q.E.D.

Stwierdzenia 8.2.2, 8.2.5, 8.2.6 i 8.2.10 mówi¡, »e algebra z inwolucj¡ A i zawarty

w niej sto»ek W speªniaj¡ zaªo»enia gªównego twierdzenia ogªoszonego w pracy

[Z2]. Twierdzenie to gwarantuje nam istnienie jednoparametrowej, w-ci¡gªej grupy

�

t

�-automor�zmów algebry M takiej, »e

A = D(�

i

);

W = f�

i

(a)

�

a : a 2 D(�

i

)g;
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gdzie �

i

jest analitycznym generatorem grupy �

t

. Nietrudno udowodni¢ ([Z2]), »e dla

dowolnej jednoparametrowej grupy �-automor�zmów algebry von Neumanna dzie-

dzina jej analitycznego generatorora jest algebr¡, a sam analityczny generator jest

odwzorowaniem multyplikatywnym. Widzimy st¡d, »e operacja \�" i operator �

i

po-

krywaj¡ si¦ na zbiorze W . Poniewa» dla wszystkich a 2 W jest �(a) = a

�

, mamy

�(a) = �

i

(a); a 2 W;

z zatem skoro A = spanW , to � = �

i

. Oznacza to, »e dla dowolnych elementów

a 2 D(�

i

), b 2 M mamy

�(ba) =

�

a�

�

(b) =

�

��(a)

�

(b) =

�

��

i

(a)

�

(b) = �(�

i

(a)b);

a st¡d ju» ªatwo wynika, »e para (�; �

t

) speªnia warunek KMS. Teraz na mocy Twier-

dzenia 4.3.5 mamy �

t

= �

�

t

, tj. grupa �

t

jest grup¡ automor�zmów modularnych

algebry M wyznaczon¡ przez stan �.

Nale»y wspomnie¢ jednak, »e dowód twierdzenia ogªoszonego w pracy [Z2] nie zostaª

jeszcze nigdzie opublikowany. Naturaln¡ drog¡ do uzyskania tego wyniku wydaje si¦

by¢ wykorzystanie wzoru (7.21). Niestety autorowi nie udaªo si¦ udowodni¢ zacytowa-

nego wy»ej twierdzenia. Powa»ne trudno±ci napotykamy ju» przy próbie wykazania,

»e operator � jest w-g¦sto zde�niowany.
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