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1 Wstep

Praca prezentuje elementy teorii algebr von Neumanna z uwzglednieniem teorii Tomity-
-Takesakiego i zastosowan tej teorii w fizyce. Niektore pojecia i techniki znajdujace w
naturalny sposob zastosowanie w problemach stawianych w teorii Tomity-Takesakiego
moga by¢ sformutowane w duzo ogdlniejszym jezyku dualnych par przestrzeni Bana-
cha. Takie wtasnie ujecie przedstawia Rozdzial 7. W rozdziale tym formutujemy i
dowodzimy ogdlne twierdzenie o spektrum amplifikacji analitycznego generatora jed-
noparametrowej grupy izometrii przestrzeni Banacha ciagtej w stabej topologii zada-
nej przez pare dualna.

W Rozdziale 2 zebraliSmy podstawowe oznaczenia i konwencje stosowane w pracy.
Rozdziatl 3 rozpoczynamy od podania kilku faktéw z ogdlnej teorii przestrzeni Bana-
cha. Kladziemy nacisk na to, ze kazda algebra von Neumanna M jest przestrzenia
sprzezona do pewnej przestrzeni Banacha M,, ktérej charakteryzacje podajemy. Po-
dajemy réwniez jawny opis stabej* topologii na M. Nastepnie dowodzimy wszystkich
twierdzen teorii operatoréw 1 teorii algebr operatorow, ktére sa pézniej wykorzysty-
wane.

Rozdziat 4 przedstawia teorie Tomity-Takesakiego dla algebr o-skonczonych. Niektore
rezultaty zaprezentowane w tym rozdziale pozostawione sa bez dowodu.

Kolejny rozdzial stanowi ilustracje zastosowan teorii algebr operatoréw w kwantowe)
mechanice statystycznej i zwiazek teorii Tomity-Takesakiego z algebraiczna kwantowa
teoria pola. Dalsze, a przy tym, bardzo ciekawe rozwazania na ten temat mozna
znalez¢ na przyklad w pracach [Rob] czy tez [Hug].

W Rozdziale 6 prezentujemy nowe podejsicie do rozszerzenia teorii Tomity-Takesakiego
na klase wszystkich algebr von Neumanna. Aby sformutowac gtéwne twierdzenia teorii
Tomity-Takesakiego uzywamy pojecia uogélnionych wektoréw cyklicznych i separu-
jacych. Rezultaty tego rozdziatu oparte sa gléwnie na [SLWT]. Dzieki twierdzeniu o
ogdlnej postaci uogdlnionych wektoréw cyklicznych i separujacych na algebrach von
Neumanna dziatajacych w osrodkowej przestrzeni Hilberta uzyskujemy nowy dowod
szczegbdlnego przypadku twierdzenia Haagerupa o wagach (Twierdzenie 6.2.6). Na ko-
niec Rozdziatu 6 przytaczamy pewne twierdzenia i konstrukcje stosowane w teorii
algebr von Neumanna rozwinete gtéwnie przez Alaina Connes’a.

Jak juz wspomnielismy wyzej Rozdzial 7 poswiecony jest ogélnemu sformutowaniu
pewnych zagadnien pojawiajacych sie implicite w teorii Tomity-Takesakiego. Naj-
wazniejszymi wynikami zaprezentowanymi w tym rozdziale sa Wniosek 7.2.6 1 wypro-
wadzony z niego wzér (7.21).

W ostatnim rozdziale szkicujemy role analitycznych generatoréw jednoparametro-
wych grup izometrii przestrzeni Banacha w teorii Tomity-Takesakiego. Korzystamy
przy tym z gléwnego twierdzenia pracy [Z2], ktérego dowdd niestety nie zostal jesz-
cze opublikowany. Przedstawione w tym rozdziale Twierdzenie 8.2.7 jest prostym, a
zarazem ciekawym, uogdlnieniem jednego z wynikéw z [Z2].

W pracy korzystamy z teorii operatoréw (ograniczonych i nieograniczonych) w prze-



strzeniach Hilberta i1 Banacha. Doskonalymi referencjami z tego dziatu matematyki sa
ksiazki [Maul], [AkGI], [DuSc] i [Yos]. Nasze wyniki opieramy oprécz tego na [SLW6].
W toku pracy kilkukrotnie korzystamy z prostych lematow z zakresu podstawowe;j
analizy zespolonej, ktérych dowody pominelismy. Wszystkie techniki potrzebne do
policzenia odpowiednich calek mozna znalezé na przyktad w ksiazce [Mau2].



2 Notacja

W pracy bedziemy starali sie uzywa¢ standardowe] notacji stosowanej w literatu-
rze na temat algebr operatoréow. Bedziemy uzywali symboli IN, Z, Q, IR oraz C na
oznaczenia odpowiednio zbioru liczb naturalnych, zbioru liczb catkowitych i cial liczb
wymiernych, rzeczywistych i1 zespolonych. Ponadto przyjmujemy nastepujace ozna-
czenia:

Z, = INU{0},
Ry = {teR:t>0},
Ci = {z€C:Imz > 0}.
Kolejnym waznym oznaczeniem wykorzystywanym w pracy bedzie
Dy={z€C:0< |Imz| <3|, flmz > 0},
gdzie € R\ {0}.

Wiszystkie przestrzenie liniowe, ktére bedziemy rozwazali, beda nad ciatem liczb ze-
spolonych. Litera H bedziemy wszedzie poza Rozdziatlem 5 oznaczaé przestrzen Hil-
berta z iloczynem skalarnym (-]-) antyliniowym wzgledem pierwszej zmiennej i linio-
wym wzgledem drugiej. Inne przestrzenie wektorowe bedziemy oznaczac literami X,
Y, F oraz M lub A. Do oznaczania elementéw przestrzeni wektorowych (na przyktad
przestrzeni Hilberta H) bedziemy uzywaé malych liter tacinskich z konca alfabetu: x,
y, z itp. oraz litery Q dla wyréznionego wektora. Elementy przestrzeni wektorowych

z gradacja bedziemy przedstawiac jako kolumny: (7 ), < > lub

T
TN

l’.l,
T . :
czy tez i)
<y> <$n:+1 )

Taki sposéb przedstawiania elementéw przestrzeni wektorowych z gradacja ulatwi
stosowanie notacji macierzowej dla operatoréow dziatajacych w takich przestrzeniach.
Algebre macierzy N x N nad dowolnym pierscieniem R bedziemy oznaczaé przez
Mny(R). Ponadto bedziemy stosowaé oznaczenia

a; 0 0
0 ay O 0
diag(aq,...,an) =
0 anN-—-1 0
0 0 0 an
oraz
a; 0
0 a9 O

diag(ay,ag,...) = | - 0



Przez operator rozumiemy operator liniowy. Dla operatoréw ograniczonych zarezerwu-
jemy male litery tacinskie z poczatku alfabetu: a, b, ¢ itd. Bedziemy jednak uzywac in-
nych liter dla wyréznionych klas operatorow. Pierwsza z nich beda operatory rzutowe.
Przez rzut w przestrzeni Hilberta H rozumiemy operator ograniczony p: H — H
taki, ze p*p = p. Operatory rzutowe beda oznaczane literami p, ¢, P itp. Komutator
operatoréw a i b: ab— ba bedziemy oznaczac przez |a, b]. Dla dowolnych niezerowych
wektoréw x 1y w przestrzeni Hilberta H symbolem |2)(y| bedziemy oznaczaé operator

H>z— (ylz)z € H.

Operatory unitarne i izometryczne beda oznaczane literami u, v, w, U itp.

Bedziemy uzywac rachunku funkcji borelowskich dla operatoréw samosprzezonych
(niekoniecznie ograniczonych) w przestrzeni Hilberta. Spektrum operatora a (a takze
spektrum elementu algebry Banacha) bedziemy oznaczaé¢ przez Spa. Ponadto be-
dziemy uzywaé bardzo wygodnej notacji wprowadzonej w [SLW5], mianowicie: niech
a bedzie operatorem samosprzezonym w przestrzeni Hilberta H. Wéwczas twierdzenie

spektralne méwi, ze
S
a = / AE()N),

R

gdzie E jest miara spektralna zwiazana z operatorem «a i1 dla dowolnej funkeji bore-
lowskiej f na IR mamy

)
fla) = / FVAE(N),

Niech X bedzie ewaluacja logiczna zdania:

X(fatsz) = 0,
X(prawda) =

Teraz jesli R jest jednoargumentowa relacja zdefiniowana na zbiorze liczb rzeczywi-
stych, to fr(A) = X(R(A)) jest funkcja charakterystyczna zbioru A = {A € IR : R(\)}
i (jesli tylko A jest zbiorem mierzalnym) fr(a) = E(A) jest rzutem spektralnym od-
powiadajacym A. W dalszym ciagu bedziemy pisa¢ X(R(a)) zamiast fr(a):

S,
X(R(a)):/X(R()\))dE()\) _ B(A).

R

Obraz tego rzutu bedziemy oznaczac przez H(R(a)).

W ten sposéb nadalismy sens wyrazeniom takim jak X(a > 0), X(a? = 1), X(a # 0)
itp. Dla przyktadu H(a = 1) jest podprzestrzenia wtlasna operatora a odpowiada-
jaca wartosci wlasnej 1, a X(a = 1) jest rzutem na te podprzestrzen. Ogdlnie jesli
A C R jest podzbiorem borelowskim, to H(a € A) jest podprzestrzenia spektralna
odpowiadajaca A, a X(a € A) jest opdpowiednim rzutem spektralnym.

Praktycznie wszystkie operatory nieograniczone, z ktérymi bedziemy mieli do czy-
nienia beda gesto zdefiniowane i domkniete. Dla wyrdznienia bedziemy operatory
nieograniczone oznacza¢ wielkimiliterami tacinskimi: 7', S, A itp. Dla dowolnego ope-
ratora 1" symbolami D(T') i Graph(T') bedziemy oznaczaé odpowiednio jego dziedzine
i wykres. Jesli A € C\ Sp T, to R(T, \) oznacza rezolwente operatora 1" w punkcie A.



Operator T' dziatajacy w przestrzeni X bedziemy nazywac¢ niezdegenerowanym, jesli
kerT = {0} 1 TX jest gesty w X. Przestrzen wszystkich operatoréw ograniczonych
dzialajacych w przestrzeni Banacha X oznaczac bedziemy przez B(X). Dla dowolnej
przestrzeni Banacha X symbolem X bedziemy oznacza¢ domknieta kule jednostkowa

w X:
Xy ={re X :|z| <1}

Bedziemy rozwaza¢ rézne topologie na przestrzeniach Banacha. Jesli 7 jest topolo-
gia na pewne] przestrzeni Banacha to bedziemy moéwi¢ o 7-zbieznoSci, 7-gestosci,
T-domknietosci itd. Podobnie jesli 7 jest topologia na X, a o topologia na Y, to 7 x o
oznacza topologie produktowa na X x Y. Granice ciagu uogdlnionego {x}reca ele-
mentéw przestrzeni Banacha X indeksowanego zbiorem skierowanym A oznaczamy
przez

limz,.
AEA

Jesli jest istotne w jakiej topologii ciag {x\}rea jest zbiezny, to piszemy

J}/\—>T l’EX

ACEA

W przypadku gdy relacja czesciowego porzadku w zbiorze indekséw ciagu uogélnio-

nego nie jest dana explicite, przyjmujemy dla niej oznaczenie “="(ew. “<"). Przez

sume szeregu uogdlnionego (tj. sume wyrazéw ciagu uogdlnionego {)}ren) rozu-

miemy granice ciagu uogdlnionego sum czesciowych indeksowanego zbiorem skonczo-

nych podzbioréw A czesciowo uporzadkowanym przez relacje “C”.

Na koniec nalezy wspomnie¢ o dwoch oznaczeniach uzywanych w zapisywaniu réw-
«ozn

s ” . . ’ . Ve .
nosci. Symbolu "= bedziemy uzywac¢ do wprowadzania nowych oznaczen. 7 kolei
oznaczenie

LHS =" RHS

mowi, ze ze wzoru (x.xx) wnioskujemy réwnosé¢ wyrazen LHS i RHS.



3 Algebry von Neumanna

Teoria algebr von Neumanna powstata w latach trzydziestych dwudziestego wieku.
Od tego czasu stata sie ona bardzo ciekawym i1 bogatym w zastosowania dziatem ma-
tematyki. Jednym z przetomowych odkry¢ tej teorii bylo twierdzenie Tomity (patrz
np. [VD4]) stanowiace podstawe tak zwanej teorii Tomity-Takesakiego przedstawio-
nej w monografii [Tak]. Doskonatym podrecznikiem obejmujacym mnéstwo zagadnien
z teorii algebr von Neumanna jest stynna ksiazka [Dix2]. Sposréd wielu innych po-
zycji, ktore obejmuja réwniez bardziej zaawansowane aspekty teorii godne polecenia
sa [StZs|, [Ped] i [Bra]. Nalezy pamietac, ze juz sam John von Neumann motywo-
wal swoje badania nad pierscieniami operatoréw (jak wéwczas nazywano algebry von
Neumanna) gtéwnie zastosowaniami tej teorii w fizyce.

3.1 Slabe topologie na przestrzeniach Banacha

Definicje algebry von Neumanna poprzedzimy krétka dyskusja stabych topologii na
przestrzeniach Banacha. Kluczowa role odegra nastepujacy, latwy lemat:

Lemat 3.1.1 Niech X bedzie przestrzeniqg Banacha, ¢ funkcjonatem liniowym na X,
api,...,py potnormami na X takimi, ze dla kazdego v € X

()] < ple).

k=1
Wowezas istniejq funkcjonaly liniowe ¢4, ..., ¢n na X takie, Ze
N
6= o
k=1

oraz dla wszystkich x € X
lor(2)] < prlx), k=1,...,N.

Dowdd: Niech



Na D definiujemy funkcjonat

% ((2)) = o)

D c XN, &, oraz p spelniaja zaloZenia twierdzenia Hahna-Banacha, wiec istnieje
funkcjonal ® na X7 taki, ze dla kazdego z € X

(1)) - 0((0)

i dla kazdego < : > c XV

T
N

o ()= ((2)):
Teraz mozemy zdefiniowa¢ funkcjonaly ¢q,..., on:
or(x) = ®(e(x)), k=1,...,N,
gdzie i: X — XV jest wlozeniem z € X na k-ta wspélrzedna. Q.E.D.

Niech X w dalszym ciagu oznacza przestrzen Banacha. Przez X™ oznaczymy prze-
strzen sprzezona do X. Niech F bedzie (niekoniecznie domknieta) podprzestrzenia
wektorowa w X* majaca wlasno$c¢ rozdzielania punktéw X, tj. dla kazdej pary réz-
nych punktéw xq1, 22 € X istnieje ¢ € F taki, ze ¢(x1) # ¢(x2). Symbolem o( X, F)
oznaczac¢ bedziemy staba topologie w X zadana przez rodzine pétnorm {ps}ser

pyle) = [o(x)],  we X

Wilasnos¢ rozdzielania punktow X przez funkcjonaty z F daje nam to, ze
o( X, F)-topologia na X jest topologia Hausdorffa.

Lemat 3.1.2 Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, F podprzestrzeniq wektorowq
w X* majgcg wlasnosé rozdzielania punktow X, a ¢ funkcjonatem liniowym na X.
Wowezas:

¢ jest
I ( o(X,F)-ciagly ) = <¢ < F>'
¢ jest —
2. ( o(X,F)-ciggly na Xy ) = <¢ € F>'
3 F=7Fid¢ jest . ¢ jest
' o(X,F)-ciggly na Xy o(X,F)-ciggly na X ]~

Dowéd: Ad 1.: “<". Jedli ¢ € F, to oczywiscie ¢ jest o( X, F)-ciagly.
“=7. Zalézmy, ze ¢ jest o( X, F)-ciagly. Wowczas istnieja funkcjonaty ¢y, ... ooy € F
takie, ze dla kazdego x € X mamy

[é()] <Y pu @),

k=1

D



7 Lematu 3.1.1 wiemy, ze istnieja funkcjonaty ¢1,...,¢én na X takie, ze

oraz dla wszystkich z € X

|0k(2)] < poy () = [br(@), b =1,....N.

Jesli vy = 0, to ¢ = 0. Jedli ¢ # 0, to istnieje x € X taki, ze ¢p(x) = 1. Wtedy
dla kazdego + € X mamy

|Pr(x — du(@)ar)| < [p(e — Pu(z)zy)| = 0,
a stad dla kazdego x € X

Oz — Yp(x)xy) =0

cayli
Sr(w) = () dr(an).
Zatem
O = Pr(w)r € F

N
6= or€F.
k=1
Ad 2.: “<7. Zaléimy, ze ¢ € F. Wtedy istnieje ciag funkcjonaléw {i, }oew C F taki,
ze

16 = ¥ull ——5 0-

Niech {x)\}rea bedzie ciagiem uogdlnionym elementéw X; o(X,F)-zbieznym do
x € Xy. Ustalmy € > 0. Istnieje ny € IN takie, ze dla n > ng mamy

€
— Y| < .
ol < 2
Istnieje réwniez A\g € A takie, ze dla wszystkich A = g
€
|77Z)n0(x/\) - 77Z)n0(x)| < g
Zatem

[0(22) = &) < [S(22) = g (22)] + (0o (22) = o ()| + [t (2) — B(2)] <&

dla A = Ao, a wiec ¢ jest o(X, F)-ciagly na Xj.
“=7. Niech ¢ bedzie funkcjonalem na X, ktérego obciecie do Xj jest o( X, F)-ciagle.



Woéwczas ¢ jest normowo ciagly: ||¢|| < oo. Ustalmy ¢ > 0. Jako, ze ¢|x, jest
o(X,F)-ciagly w 0 wnioskujemy, ze istnieja funkcjonaly ¢4, ..., ¢¥n € F takie, ze

(qu <L Y pule) < 1) — (1oe)l < <),

a stad wynika, ze dla dowolnego x € X mamy

(gmk (%) < 1) — (o) < <lel).

co mozna takze przepisa¢ jako

(ka(x) < qu) = (I8()] < ellell)-

Dla dowolnego = € X zachodzi jeden z nastepujacych przypadkdw:

N
LY pyle) < 2] i wiedy [¢(x)] < e|]],
k=1

N N
LY pule) > Jlaf| i wiedy [@()] < [[@llllz]l < 161l Y pu(2),
k=1 k=1

a wiec dla dowolnego + € X mamy

N
[6(x)] < ellell+ 181l Y pu ().
k=1

W tej sytuacji korzystajac z Lematu 3.1.1 widzimy, ze istnieja funkcjonaty ¢ 1 ¢3 na
X takie, ze

¢ = ¢1+ 92

i dla kazdego * € X mamy
|01(2)] < ell]],

6a()] < [16] ﬁ Pe(2).

a zatem na mocy punktu 1. ¢y € F i ||¢ — ¢ol| = ||61]|, ale |[¢1]] < & czyli 6 € F.
Ad 3.: Punkt 3. jest oczywista konsekwencja punktow 1.1 2. Q.E.D.

3.2 Topologie na przestrzeni B(H)

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Dla z,y € H definiujemy na przestrzeni Bana-
cha B(H) funkcjonal w, , wzorem

wey(a) = (z]ay).

1 M



tatwo sprawdzié, ze w,,, € B(H)* i ||wsyll = ||z|||y]|- Przyjmijmy oznaczenia:
B(H). =span{w,, :x,y € H} C B(H)*,

B(H). = B(H)-.

Na przestrzeni B(H) oprécz topologii normowej definiujemy jeszcze nastepujace to-
pologie:

e staba operatorowa topologia jest to po prostu o(B(H), B(H)~)-topologia. Nazy-

wamy ja rowniez wo-topologiq.

e staba topologia (inaczej ultrastaba lub o-staba topologia) jest to
o(B(H), B(H).)-topologia. Nazywamy ja réowniez w-topologiq.

e mocna operatorowa topologia jest to topologia wprowadzona przez rodzine pot-
norm {p; }eem, pz(a) = ||ax||. Méwimy tez o niej jako o so-topologii.

e mocna topologia (inaczej ultramocna lub o-mocna topologia) jest to topologia
zadana przez rodzine pélmorm

{p{xn} (onben C H, 3 o < oo} ,
n=1

1
2

preta) = (5 foral)

Nazwamy te topologie réwniez s-topologiq.

Warto w tym miejscu wspomniec o wygodnych w konkretnych rachunkach bazach oto-
czen 0 € B(H) dla s-topologii i so-topologii, mianowicie baza otoczen 0 w so-topologii

sa zbiory
N
Or sz} = {a € B(H): Y law,|* < g} , (3.1)
n=1
gdzie {x1,..., 2N }pew C H jest dowolnym ciagiem, a baza otoczen 0 w s-topologii sa
zbiory

O, (on} = {a € B(H): Z |az,||? < 5} , (3.2)
n=1

gdzie {z,},ew C H jest dowolnym ciagiem wektoréw takim, ze

00
S e < oc.
n=1

Uwaga 3.2.1 Topologie mocna ¢ mocna operatorowa pokrywajq sie na zbiorach nor-
mowo ograniczonych w B(H ).

1 1



Dowdd: Jest oczywiste, ze jesli ciag uogdlniony {ay}rea jest s-zbiezny do zera, to
jest on réwniez so-zbiezny do zera (patrz (3.1) 1 (3.2)). Z drugiej strony, jesli {a)}rea
jest so-zbiezny od zera i

sup [laal < C € Ry,
AEA

to dla dowolnego ¢ > 0 i dowolnego ciagu {z,}.emw C H takiego, ze > ||z,||? < oo
n=1

istnieje N € IN takie, ze

Poniewaz {ay}rea jest so-zbiezny, istnieje \g € A taka, ze dla wszystkich A > Ag

Al €
Z lare,| < 5"
n=1

Tak wiec dla A = Ag mamy

00
S vl < ¢
n=1

czyli {ay}ren jest s-zbiezny do zera. Q.E.D.
Korzystajac z Lematu 3.1.2 przy X = B(H) i F = B(H)~. latwo otrzymujemy
nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.2.2 Niech H bedzie przestrzeniq Hilberta. Wowczas
1. B(H)~ jest zbiorem wszystkich wo-ciqglych funkejonalow na B(H);
2. B(H). jest zbiorem wszystkich w-cigglych funkcjonalow na B(H);
3. Funkcjonat ¢ na B(H) jest w-ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy ¢|p@m), jest
wo-ciqgly.

Teraz mozemy udowodni¢ kluczowe dla teorii algebr von Neumanna twierdzenie:

Twierdzenie 3.2.3 Funkcjonal liniowy ¢ na B(H) jest wo-ciggly wtedy i tylko
wtedy, gdy jest so-ciqgagly.

Dowdd: tatwo sie przekonac, ze jesli ¢ jest wo-ciagly, to jest réwniez so-ciagty.
Jesli ¢ jest so-ciagly, to istnieja niezerowe wektory xy,...,xx € H takie, ze dla
kazdego a € B(H) mamy
N
[¢(a)] < Y llaay|.

k=1

Pamietamy z Lematu 3.1.1, ze istnieja funkcjonaly ¢q,..., én na B(H) takie, ze



i dla kazdego a € B(H) mamy
|ok(a)| < ||azg]], k=1,...,N.
Dla ustalonego k € {1,..., N} mamy {ax; : a € B(H)} = H, a wiec odwzorowanie
azy — ¢i(a)

jest ograniczonym funkcjonatem liniowym na H. 7 twierdzenia Riesza o postaci ta-
kiego funkcjonatu wiemy, ze istnieje wektor yx € H taki, ze dla wszystkich « € B(H)

or(a) = (yxlazy).

Tak wiec wykazalismy, ze dla & = 1,..., N istnieje y, € H taki, ze
o = Wy € B(H)Nv

a stad

N
6= ¢p€ B(H)-
k=1

czyli ¢ jest wo-ciagty. Q.E.D.

7 Twierdzenia 3.2.3 i z geometrycznej wersji twierdzenia Hahna-Banacha mamy na-
stepujacy wniosek:

Whiosek 3.2.4 Wypukly podzbior B(H) jest wo-domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy
jest so-domkniety.

Lemat 3.2.5 Przestrzen Banacha B(H) jest izomorficzna z przestrzeniq sprzezong
do przestrzeni B(H).. lzomorfizm B(H) ~ (B(H).)* zadany jest przez kanoniczng
forme biliniowq

B(H) % B(H). 3 (4,6) — 6(a) € C
Dowéd: Niech a € B(H). Definiujemy funkcjonat ®, na B(H ). wzorem
®.(0) = ¢(a).

Oczywiscie ||®,]| < [la||. Z drugie] strony

lall = sup{[laz]|: = € H, |lz|| =1}
= sup{|(ylex)|: z,y € H, [[z]| = [[y]| = 1}
= sup{lwry(a)l: z,y € H, |lz| = |lyll = 1}
< sup{[@a(wny )] flwwyll = 13 < [

czyli || @ = [a]. N
Niech ® € (B(H).)*. Definiujemy forme péltoraliniowa ¢ na H wzorem

¢(x7 y) = (I)(w%y)'

7 twierdzenia Riesza wiemy, ze istnieje doktadnie jeden operator a € B(H) taki, ze

o(x,y) = (v|ay)
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dla wszystkich x,y € H. Widzimy zatem, ze

D(wsy) = Pulwiy)

dla wszystkich x,y € H, a co za tym idzie

dla kazdego ¢ € B(H).. Stad & = @,. Q.E.D.

Lemat 3.2.6 Niech B bedzie przestrzeniq Banacha, a B, C B* normowo domknictq
podprzestrzeniq takq, ze B ~ (B.)* i izomorfizm ten jest zadany przez kanoniczng
forme biliniowq na B x B.. Niech M C B bedzie o(B, B.)-domknietq podprzestrzeniq
wektorowq. Przyjmigmy oznaczenie

M. ={é|m:6€B)cC M.

Wowezas
1. M, jest normowo domknietq podprzestrzeniq w M™*;
2. Dla dowolnego ¢ € M, i dowolnego ¢ > 0 istnieje ¢ € B, taki, ze

= 0lu oraz |[¢]] < ¥l +¢;
3. Kanoniczna forma biliniowa na M x M. zadaje izomorfizm M ~ (M.,)*.
Dowéd: Ad 1.: Zdefiniujmy
M° ={¢ € B, : ¢l = 0}.

Podprzestrzen M jest o(B, B.)-domknieta, a wiec na mocy Twierdzenia 4.7 (b) z
[Rud] mamy

M =M ={x € B:¢(x)=0 dla wszystkich ¢ € M°}.
Odwzorowanie
B.> ¢r— ¢|M € M.

jest liniowe, jego norma jest nie wieksza niz 1, a jego jadrem jest M°. Indukuje wiec
ono odwzorowanie

B./M® 3> ¢+ M° — ¢|p € M.. (3.3)

Pokazemy, ze odwzorowanie (3.3) jest izometria. Niech ¢ € B, bedzie takie, ze

l6o + M°[| = 1,
tj. dist(¢o, M°) = 1. 7 twierdzenia Hahna-Banacha wiemy, ze istnieje ograniczony
funkcjonal ® na B, taki, ze

|| = @(¢0) =1

oraz dla kazdego ¢ € M°

@ (4) = 0.
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Skoro B = (B.)*, to istnieje & € B taki, ze ||z|| = ¢o(x) = 11 ¢(x) = 0 dla wszystkich
¢ € M°. Stad @ € M°° = M i |[¢o|a]] = ¢o(x) =1, a wiec (3.3) jest izometrycznym
izomorfizmem.

B./M° jest przestrzenia zupelna, a wiec M, takze jest zupelna, a zatem jest do-
mknieta w topologii normowej w M™.

Ad 2.: W punkcie 1. wykazalismy, ze dla dowolnego ¥ € M, istnieje ¢ € B, taki, ze

¥ = ¢olnr i
[9]] = [l¢o + M®|| = dist(¢o, M°) = inf{|[¢o — ¢]| : ¢ € M*}.
Teraz dla dowolnego & > 0 istnicje ¢ € M® taki, ze
60 + o1l < [l + e
Tak wiee kladac ¢ = do + ¢ mamy
Ol =
oraz
o]l < [[#]] + <.
Ad 3.: Dla dowolnego = € M odwzorowanie
Ve M2 —(x) e C

jest ograniczonym funkcjonalem liniowym na M.. Biorac pod uwage kanoniczne utoz-
samienie B = (B,)* i udowodniony powyzej punkt 2. mamy

Wol| = sup{ls(z): ¢ € Me, 9]l <1}
= sup{lo(x)[: ¢ € B,, [[¢] <1} = [x]].

Niech U € (M.)*. Definiujemy funkcjonat liniowy na B. wzorem
®(¢) = W(o|u).

Wtedy @ € (B.)* i ®|ye = 0. Wiemy, ze (B.)* = B wiec istnieje @ € B taki, ze

dla wszystkich ¢ € B. oraz
¢(z) =0
dla wszystkich 6 € M°. Stad & € M® = M i mamy
U(olnr) = dlar(x) = Wo(o|M)
dla dowolnego ¢ € B., a wiec U = U, Q.E.D.

Niech M C B(H) bedzie w-domknieta podprzestrzenia. Przez M __ bedziemy ozna-

czaé przestrzen wo-dualng do M, tj. zbior wszystkich wo-ciaglych funkcjonatéw na M.
M __ jest podprzestrzenia wektorowa w M*. Symbolem M, bedziemy oznaczaé prze-

strzen w-dualng do M, tj. zbior wszystkich w-ciagltych funkcjonalow na M. Oczywiscie
M, takze jest podprzestrzenia wektorowa w M™.
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Twierdzenie 3.2.7 Niech M C B(H) bedzie w-domknietq podprzestrzeniq wekto-
rowq. Wowezas

L M_={¢ly:¢ € B(H).};

2 M. = {8lu+ 6 € BUT).);
3. M, =M_, tj. M, jest domknieciem M . w topologii normowej w M*;

4. Kanoniczna forma biliniowa na M x M. zadaje izomorfizm M ~ (M.,)*.

Dowdd: Punkty 1.1 2. wynikaja ze Stwierdzenia 3.2.2 po uprzednim zastosowaniu
twierdzenia Hahna-Banacha. 7 kolei punkt 4. jest konsekwencja punktu 2., Lematu
3.2.5 1 Lematu 3.2.6.

Ad 3.: Z punktéw 1. 1 2. wynika, Ze ograniczone odwzorowanie liniowe ¢ — |y

przeprowadza B(H). na M_ i B(H). na M,. Tak wiec skoro B(H). = B(H)., to
M_ = M,. Q.E.D.

Definicja 3.2.8 Niech M C B(H) bedzie w-domknietq podprzestrzeniq wektorowq.
Normowo domknietq podprzestrzen M. przestrzeni sprzezonej (dualnej) do M nazy-
wamy przestrzeniq predualng do M.

3.3 Twierdzenie von Neumanna

Mozemy wyposazyé przestrzen Banacha B(H) w strukture algebry Banacha z in-
wolucja biorac za mnozenie operacje sktadania operatorow, a za inwolucje operacje
brania operatora sprzezonego. Wéwczas inwolucja jest izometria gdyz dla dowolnego
a € B(H) mamy

la¥][ = sup [la*z|| = sup sup [(y|a"z)]
lel|=1 lyll=1 lJel|=1
= sup sup |(ayle)| = sup sup |(z|ay)| = lal,
lyll=1 |Jel|=1 lyll=1 Jlof}=1

a ponadto norma operatorowa spelnia tak zwany C*-warunek, to znaczy
la*all = [|al*,  a € B(H). (3-4)
Istotnie: mamy dla dowolnego « € B(H ).

lall* = sup |laz||* = sup (ax|ax) = sup (z]a”ax) < |la*al < |[a”||||a]| = [la]|*.
[l=l|=1 [l||=1 [|l||=1

Algebry Banacha, ktérych normy speliaja warunek (3.4) nazywamy C*-algebrami.
Kazda normowo domknieta *-podalgebra B(H) (tj. podalgebra zamkneta ze wzgledu
na inwolucje) jest C*-algebra. Takie C*-algebry nazywamy C*-algebrami operatorow.
Teraz pamietajac o Wniosku 3.2.4 mozemy juz podac¢ najwazniejsza dla nas definicje:

Definicja 3.3.1 Algebrq von Neumanna nazywamy wo-domknietq (lub réwnowaznie
so-domknietq) C*-algebre operatorow zawierajgcq operator identycznosciowy.
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Zauwazmy, ze kazda algebra von Neumanna M jako wo-domknieta podprzestrzen
B(H) jest réwniez w-domknieta, a zatem istnieje dla niej przestrzen predualna M.,
opisana w Twierdzeniu 3.2.7.
Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Dla dowolnego podzbioru S C B(H) definiu-
jemy jego komutant S’ jako

S"={s"€ B(H) : ss' = s's dla wszystkich s € 5}.

Zbiér 8" = (S") nazywamy bikomutantem zbioru S. Indukcyjnie definiujemy n-ty ko-
mutant zbioru S jako komutant (n — 1)-go komutanta S. Latwo zauwazy¢, ze podczas
gdy inkluzja

Sy
moze by¢ ostra, to dla £ > 1 mamy
(2k — 1)-y komutant S = 57,
(2k)-y komutant S = S”.

Nietrudno sie réwniez przekonac, ze dla dowolnego S C B(H), S’ jest algebra zawie-
rajaca operator identycznosciowy I € B(H). Ponadto mozna bez trudu wykazaé, ze
S’ jest zbiorem so-domknietym (a wiec jako zbiér wypukly réwniez wo-domknietym).
Jesli § = 5%, tj. s* € 5 dla wszystkich s € S, to S’ jest algebra von Neumanna. W
szczegdlnosci jesli M C B(H) jest algebra von Neumanna, to M’ takze jest algebra
von Neumanna. Jednym z najwazniejszych twierdzen w teori algebr von Neumanna
jest tak zwane twierdzenie von Neumanna o gestosci. Zanim zajmiemy sie tym twier-
dzeniem udowodnimy jeszcze jeden kréotki lemat:

Lemat 3.3.2 Niech S C H bedzie domknietq podprzestrzeniq ¢ niech P bedzie rzutem
na S. Wowcezas dla dowolnego opertatora a € B(H) nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:

1.aS C S oraza*S C S;
2.aS C S orazaSt C St
3. aP = Pa.
Dowdéd: “1. = 2.” Niech z € Siy € S*. Z zalozenia mamy a*x € S. Teraz
(aylz) = (yla"x) = 0,

a wiec ay € St czyli aSt C S*t.
“2. = 3.7 Niech € H. Wtedy z = x5 + xg1, gdzie x5 € S, a x4 € St. Mamy

aPx=aP(xs+xg1) =aPas=ars = Pars = Plaxs + axgs) = Pax,

a wiec Pa = aP.
“3. = 1.7 Niech z € 5. Wtedy

ar = aPx = Pax € 5.
Dalej mamy
a*P = (Pa)" = (aP) = Pa",
a zatem
a*r =a " Pr = Pa*x € 5.
Q.E.D.



Twierdzenie 3.3.3 (von Neumanna o gesto$ci) Niech A C B(H) bedzie
x-algebrq operatorow zawierajgeq operator identycznosciowy I € B(H). Wowczas
so-domkniecie A jest rowne A”.

Dowéd: Niech a € A”. Mamy pokazaé, ze dla kazdego ¢ > 0 i dowolnego ciagu
{x1,...,2n} C H istnieje b € A takie, ze

(Cl - b) € Os,{xl,...,l’N}

(patrz (3.1)).

Ustalmy zatem ciag {z1,...,2nx} C H. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:
N N
H = & H;, H, =H,
k=1
¢ = diag(c,...,c), c€ B(H),
N——

N

o~

o= {i(7) e cn
Niech P oznacza rzut na Hy. Dla kazdego operatora b € A mamy zaréwno
by ¢ Hy
jak 1
b H, C Ho,
a zatem na mocy Lematu 3.3.2
WP =Pb, be A

Stad nietrudno wywnioskowac, ze jesli zapiszemy P w postaci macierzy

P11 P12 ... PIN
P21 P22 ... D2N ..

P = : : ) . , pij € B(H), i,j=1,...,N,
PN1 PN2 ... PNN

to otrzymamy
piib="0bp;, beA ij=1,....,N
czyli
p; €A, dj=1,...,N.
Teraz skoro a € A", to aP = Pa i w konsekwencji
aH, C H.

Poniewaz I € A mamy



1 w szczegolnosci

a(“@l)em,
TN

a to znaczy, ze dla dowolnego € > 0 istnieje b € A taki, ze

(1) 3 = S v <

czyli (a —b) € O, (4y,.xn1}- Q.E.D.

7, twierdzenia von Neumanna mamy nastepujacy wniosek dajacy algebraiczna cha-
rakteryzacje algebr von Neumanna:

Whniosek 3.3.4 Niech M C B(H) bedzie x-algebrq operatorow i niech I € M. Wow-
czas nasltepujgce warunki sq rownowazne:

1. M jest algebrqg von Neumanna;
2. M = M".

Twierdzenie von Neumanna pozwala nam takze scharakteryzowac operatory nalezace
do danej algebry von Neumanna M C B(H) — sa to oczywiscie te operatory, ktére
komutuja ze wszystkimi operatorami z komutanta M, jednakze biorac pod uwage
fakt, ze M’ jest algebra von Neumanna, oraz ze kazda C*-algebra z jedynka jest
generowana przez swoje elementy unitarne (czyli elementy u takie, ze u*u = vu* =1,
patrz [StZs], Prop. 2.24) otrzymujemy:

Whniosek 3.3.5 Niech M C B(H) bedzie algebrq von Neumanna. Wowczas

u au' = a
dla wszystkich = <a € M>
unitarnych v’ € M’

Prostym wnioskiem z twierdzenia spektralnego jest to, ze kazdy operator samosprze-
zony a € B(H) jest granica kombinacji liniowych rzutéw nalezacych do najmniejszej
algebry von Neumanna zawierajace] a. Jako, ze kazda C*-algebra jest generowana
przez swoje elementy samosprzezone (patrz [StZs] Cor. 2.23) tatwo widzimy ze kazda
algebra von Neumanna jest generowana przez swoje rzuty i mamy:

Whiosek 3.3.6 Niech M C B(H) bedzie algebrq von Neumanna. Wowcezas

a=ap
dla wszystkich = <a € M>
rzutow p' € M’

Whniosek 3.3.5 pozwala nam udowodni¢ ciekawe stwierdzenie dotyczace rozkladu bie-
gunowego (patrz [StZs] Th. 2.14) w algebrach von Neumanna:

Stwierdzenie 3.3.7 Niech M C B(H) bedzie algebrq von Neumanna. Niech a € M
i niech a = vl|a| bedzie rozkladem biegunowym a. Wowcezas |a|,v € M.
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Dowdd: M jest domknieta w topologii normowej, wiec funkcje ciagte od samosprze-
zonych elementéw M naleza do M. W szczegdlnoéci |a| = (a*a)z € M. Niech v’ € M’
bedzie operatorem unitarnym. W swietle Wniosku 3.3.5 mamy

*
u“au' = a,

ua|u’ = |al.
Stad
a=u"au = v v|aju = v vu'v"|alu’ = v vu'|al,

przy czym u'"vu' jest czeSciowa izometria, ktérej podprzestrzenia poczatkowa jest
H(|a|] # 0). Z jednoznacznosci rozktadu biegunowego mamy v vu’ = v. Q.E.D.

Niech M C B(H) bedzie algebra von Neumanna. Podzbiér S C H nazywamy cyklicz-
nym dla M jesli zbior MS = {as:a € M, s & S} jest liniowo gesty w H, natomiast
powiemy, ze S jest separujgey dla M jesli dla wszystkich a € M zachodzi

as =10 — < . 0)
dla wszystkich s € S “a=4

Jesli S aktada sie tylko z jednego wektora S = {2}, to méwimy, ze 2 jest odpowiednio
wektorem cyklicznym lub wektorem separujgeym dla M.

Stwierdzenie 3.3.8 Niech M C B(H) bedzie algebrg von Neumnna i niech S C H
bedzie dowolnym podzbiorem. Wowcezas

S - cykliczny S - separujgcy

L ( dla M ) = ( da M)
S - separujgcy S - cykliczny

2 ( dla M =\ aam )

Dowdéd: Ad 1.: Niech ¢’ € M’ bedzie takim operatorem, ze a’s = 0 dla wszystkich
s € 5. Wezmy a € M oraz s € 5. Mamy

a'(as) = ala's) =0,

ale wektory postaci as gdzie ¢ € M, a s € S tworza zbidr gesty w H, a wiec a’z = 0
dla wszystkich @ € H czyli a = 0.
Ad 2.: Niech P bedzie rzutem na domkniecie podprzestrzeni

Hy =span{a’s:a’' € M', s€ S}.
Poniewaz [ € M’ mamy S C Hp i stad
Ps=s (3.5)
dla wszystkich s € S. Dla dowolnego ¢’ € M’ mamy
a'Hy C Hy
oraz
a""Hy C Ho,
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a stad (patrz Lemat 3.3.2) o’ komutuje z P czyli P nalezy do M” = M. Skoro tak,
to (I — P) takze nalezy do M i na mocy (3.5) mamy

(I — P)s=0, s €9,
co przy zatozeniu, ze S jest separujacy dla M daje nam P = [. Q.E.D.
7, powyzszego stwierdzenia mamy natychmiastowy wniosek:

Whniosek 3.3.9 Niech M C B(H) bedzie algebrq von Neumnna i niech Q € H.

Wowezas
QO - cykliczny 1 — QO - cykliczny 1
separujgcy dla M separujgey dla M’ )~
3.4 Elementarna teoria C'*-algebr i W*-algebr

Waznym wnioskiem z Twierdzenia 3.2.7 jest fakt, ze kazda algebra von Neumanna M
jest izomorficzna z przestrzenia dualna do swojej przestrzeni predualnej M,. Okazuje
sie, ze mozna réwniez udowodnic rezultat odwrotny, mianowicie:

Twierdzenie 3.4.1 (Sakai) Niech A bedzie C*-algebrq, a B przestrzeniq Banacha
takq, zZe A jest izomorficzna (jako przestrzen Banacha) z przestrzeniq dualng do B.
Wowezas A jest izomorficzna z algebrqg von Neumanna, ktorej przestrzen predualna
jest izomorficzna z B.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé na przyktad w [Ped] (Th. 3.9.8).
Twierdzenie 3.4.1 pozwala scharakteryzowa¢ algebry von Neumanna bez odwolywa-
nia sie bezposrednio do przestrzeni Hilberta, w ktorej dziataja. Mowimy wowczas o
tak zwanych abstrakcyjnych algebrach von Neumanna lub inaczej o W*-algebrach.
Okazuje sie, ze niemal cala teoria algebr von Neumanna daje sie przepisa¢ w jezyku
W*-algebr, co doskonale ilustruje ksiazka [Sak]. Dla naszych celéw wygodniej bedzie
jednak pozosta¢ przy Definicji 3.3.1.

Niech M C B(H) bedzie algebra von Neumanna. Na zbiorze B(H )s, elementéw
samosprzezonych w B(H) mamy znana relacje czesciowego porzadku:

(a>b)<:>< (zl(a = b)e) > 0 ) (3.6)

dla wszystkich © € H

i relacja ta dziedziczona jest przez zbiér M, elementéw samosprzezonych w M.
Ponadto mozna nietrudno udowodnic¢, ze kazdy normowo ograniczony wzrastajacy
ciag uogélniony elementéw B(H )s, jest so-zbiezny go swojego supremum, a zatem
takze kazdy normowo ograniczony wzrastajacy ciag uogélniony elementow M, jest
so-zbiezny, a wiec na mocy so-domknietosci M jego supremum lezy w M. Moéwimy,
ze algebry von Neumanna sa monotonicznie zupelne.

Naturalna klasa morfizmoéow algebr von Neumanna sa tak zwane morfizmy normalne
czyli homomorfizmy algebr z inwolucja przemienne z operacja brania supremum wzra-
stajacych, normowo ograniczonych ciagéw uogoélnionych. Latwo pokazac, ze kazdy
izomorfizm algebr von Neumanna jest normalny (patrz [Ped] Prop. 2.5.2.). Ponadto
jadro i obraz normalnego morfizmu sa so-domkniete (patrz [Dix1] Cor. 4).

Podobnie jak w teorii przestrzeni Banacha interesujacym obiektem jest zbiér funk-
cjonatéw liniowych na algebrze von Neumanna. Zacznijmy jednak od sytuacji nieco
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ogélniejszej. Niech A bedzie C*-algebra. Dla dowolnego funkcjonatu ¢ € A* definiu-
jemy ¢* € A* wzorem ¢*(a) = ¢(a*). Méwimy, ze ¢ jest samosprzezony jesli ¢ = ¢,
co jest rownowazne warunkowi, ze ¢(a) € IR dla wszystkich a € As,. 7 kolei funkcjonat
¢ nazywamy dodatnim jesli

dla”a) =0

dla wszystkich a € A. Poniewaz kazdy samosprzezony element ¢ € A mozna przedsta-
wi¢ w postaci kombinacji liniowej @ = a1*a; — as*ay (patrz Lemat 8.2.9) widzimy, ze
funkcjonaly dodatnie sa samosprzezone. Funkcjonaly dodatnie maja wiele ciekawych
wtasnosci. Jedna z nich ilustruje nastepujacy lemat:

Lemat 3.4.2 (Nieréwno$é Schwarza) Niech A bedzie C*-algebra, a ¢ funkcjona-
tem dodatnim na A. Wowezas dla wszystkich a,b € A mamy

|6(a”)* < d(a”a)e(b7b).
Dowéd: Dla dowolnej liczby ¢ € IR mamy
((ta +b)*(ta + b)) = 0.
Korzystajac z samosprzezonosci ¢ otrzymujemy
0 < t*¢(a*a) + t(2Re ¢(a*b)) + ¢(b*b), t € IR.

Stad (2Re ¢(a7h))? — do(aa)o(bb) = 0 1 |6(ab)? > (Red(ah)? > olaa)o(bb).
Q.E.D.

Korzystajac z Lematu 3.4.2 1 kilku faktéw z teorii C*-algebr mozna w prosty sposéb
udowodni¢ jeszcze jedna wazna wlasno$¢ funkcjonatow dodatnich, a mianowicie

Twierdzenie 3.4.3 Niech A bedzie C*-algebrq = jedynkq I i niech ¢ bedzie funkcjo-
natem dodatnim na A. Wowezas ||¢|| = o(1).

Dalsze rozwazania musimy poprzedzi¢ nastepujaca definicja:

Definicja 3.4.4 Reprezentacja C*-algebry A jest to para (v, H) skladajgca sie z
przestrzeni Hilberta H i x-homomorfizmu x: A — B(H). Mowimy, Ze reprezenta-
cja (w, H) jest cykliczna jesli istnieje w H wektor cykliczny dla x(A).

Okazuje sie, ze kazdy funkcjonal dodatni na A zadaje pewna reprezentacje A. Po-
nizsze twierdzenie zwane jest konstrukcja GNS od nazwisk I. M. Gelfanda, M. A.
Naimarka 1 I. E. Segala. Ilustruje ono odpowiednios¢ pomiedzy funkcjonatami do-
datnimi a reprezentacjami algebry A. W dowodzie wykorzystamy relacje czesciowego
porzadku na zbiorze elementéw samosprzezonych dowolnej C*-algebry A. Relacja ta
jest pokrétce opisana w czesci 6.2. Jesli A jest algebra von Neumanna, to relacja ta
pokrywa sie z relacja “>” zadana przez (3.6).

Twierdzenie 3.4.5 (Konstrukcja GNS) Dla kazdego funkcjonalu dodatniego ¢
na C*-algebrze A istnieje cykliczna reprezentacja (wy, Hy) algebry A o wektorze cy-
klicznym Qy takim, ze dla wszystkich a € A mamy

¢(a) = (Qy|my(a)Sdy). (3.7)
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Ponadto jesli (7, ﬁ) jest inng reprezentacjqg A o wektorze cyklicznym 0 takim, ze

¢(a) = (Qr(a)2)
dla wszystkich a € A, to istnieje operator unitarny U: Hy — H taki, ze
7o) = Urg@)U",  a €A,

Udowodnimy Twierdzenie 3.4.5 tylko w szczegdlnym przypadku, gdy algebra A ma
jedynke. Dowdd tego twierdzenia w pelnej ogdlnosci wymaga miedzy innymi wpro-
wadzenia pojecia jedynki aproksymatywne;j.

Dowéd: Przyjmijmy oznaczenie

Ny ={a € A:¢(a"a)=0}.

Korzystajac z Lematu 3.4.2 tatwo pokaza¢, ze N, jest podprzestrzenia wektorowa w
A, a nawet lewym ideatem. Niech ¢ +— x, bedzie kanoniczna projekcja A — A/Ny.
Na przestrzeni A/Ny wprowadzmy forme péttoraliniowa wzorem

(zalzs) = ¢(a”b).

Forma ta jest niezdegenerowana i definiuje strukture prehilbertowska na A/N,. Niech
H, oznacza uzupetienie przestrzeni A/Ny w normie zadanej przez forme (-|-). Teraz
mozemy zdefiniowac reprezentacje A kladac

T(a)ry = T (3.8)

Jako, ze N, jest lewym ideatem (3.8) definiuje dzialanie A na H, przez operatory
liniowe. Zauwazmy, ze dla dowolnych a,b € A, i dla dowolnego ¢ € A mamy

a < ||all*]
oraz
<a<b>:><cac cbc)

co w potaczeniu z nietrudnym do udowodnienia faktem, ze dla kazdego funkcjonatu
dodatniego ¥ mamy

daje nam oszacowanie
I7o(a)as]|* = lva]|* = ¢(b"a"ab) < [|al|*¢(b"b) = ||al|*||z ]|,

ktére z kolei méwi nam, ze mozemy rozszerzyc w,4(a) do operatora ograniczonego na
Hy,i7e m4: A — B(Hy) jest odwzorowaniem normowo ciaglym. Wreszcie réwnoséé

(mg(@)as]ae) = ¢(b7a"c) = (wp|my(a”)a.)

pokazuje, ze w4 jest *-homomorfizmem czyli (74, Hy) jest reprezentacja algebry A.
Niech Q = x7. Wéwcezas Q4 jest wektorem cyklicznym i oczyW1SC1e zachodzi (3.7).

Niech (7 H) bedzie taka reprezentacja A o wektorze cyklicznym Q ze

d(a) = (Q(a)Q)
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dla wszystkich a € A. Zdefiniujmy operator U: H, — H:

U:my(a)Qy — 7(a)fd
Operator ten jest dobrze zdefiniowany, gdyz jesli my(a)Qy = 74(b)Qy, to

0 = ll7s(a —b)Ql* = (moa — b)y|ms(a — 6))
= 6((a—b)"(a— b)) =[IF(a — b)".

Podobnie mamy

[7(a)Q* = (7(a)Q|7(a)Q)

= (@ (@) = o(aa)

(Qglms(a”a)Qdy) = [Imo(a)Qy].

Tak wiec po rozszerzeniu przez ciagtosc na H, operator U jest surjektywny i zachowuje

iloczyn skalarny, a wiec w konsekwencji jest unitarny. Z definicji U nietrudno juz teraz
wywnioskowac, ze

1T ()"

7(a) = Uny(a)U”,  a€ A
Q.E.D.

Zauwazmy, ze przy konstrukcji podanej w Twierdzeniu 3.4.5 mamy na mocy Twier-
dzenia 3.4.3 ||Qy]|* = ||4]|. Funkcjonaly dodatnie o normie 1 nazywamy stanami na
algebrze A, a wiec mozemy powiedziec, ze stany na A zadaja reprezentacje cykliczne
A o jednostkowym wektorze cyklicznym spetniajacym (3.7).

Powréémy teraz do algebr von Neumanna. W analogii do definicji morfizméw normal-
nych powiemy, ze funkcjonal dodatni ¢ na algebrze von Neumanna M jest normalny
jeshi

sap o(or) = & (supa )

AEA AEA

dla dowolnego wzrastajacego, normowo ograniczonego ciagu uogdlnionego {ay}rea
elementéw M,,. Mamy nastepujace, wazne stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.4.6 Niech ¢ bedzie dodatnim funkcjonatem normalnym na algebrze
von Neumanna M i niech (74, Hy) bedzie reprezentacja M zadang przez ¢. Wowezas
7y jest morfizmem normalnym M — w4(M).

Dowdd: Niech {ay}rea bedzie normowo ograniczonym, wzrastajacym ciagiem uogdl-
nionym w Mg, o granicy a. Wowczas {m4(a))}rea jest normowo ograniczonym, wzra-
stajacym ciagiem uogélnionym w B(Hy)sa. Niech b oznacza jego granice. Dla kazdego
¢ € M mamy

(xe|mp(a)z.) = ¢(ctac) = gleril (Caye) = glg(xch%(m)xc) = (x.|bx.).
Wynika stad, ze (74(a) — b)x. = 0 dla wszystkich ¢ € M, a wiec 74(a) = b na geste]
podprzestrzeni Hy, a zatem my(a) = b. Q.E.D.
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4 Teoria Tomity-Takesakiego dla
stanow

4.1 Algebry o-skonczone

Niech M C B(H) bedzie algebra von Neumanna i niech @ € H. Oznaczmy przez P,
rzut na domkniecie podprzestrzeni H, = {a’x : «’ € M'}. Argumentujac tak samo jak
w dowodzie Twierdzenia 3.3.3 tatwo mozna wykaza¢, ze P, € M. Rzuty tej postaci
nazywamy rzutami cyklicznymi w M.

Klasa algebr, ktora sie zajmiemy w tej czesci pracy, jest $cisle zwiazana z pojeciem
stanu wiernego:

Definicja 4.1.1 Niech A bedzie C*-algebrq. Powiemy, zZe stan ¢ na A jest wierny,
jesli o(a*a) > 0 dla wszystkich, niezerowych a € A.

Definicja 4.1.2 Algebre von Neumanna M C B(H) nazywamy o-skonczong, jesli
dowolna rodzina parami ortogonalnych rzutow w M jest co najwyzej przeliczalna.

Algebry o-skonczone mozna scharakteryzowa¢ na kilka sposobéw, w szczegdlnosci
korzystajac z pojecia stanu wiernego. llustruje to nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.1.83 Niech M C B(H) bedzie algebrq von Neumanna. Wowezas na-
stepujgce warunki sq rownowazne:

1. M jest o-skonczona;

2. Istnieje przeliczalny podzbior H separujgcy dla M;

3. M positada wierny stan normalny;

4. M jest izomorficzna z algebrq von Neumanna posiadajgcq wektor cykliczny i

separujgcy.

Dowdéd: “1. = 2.7 Niech {p)}rea bedzie maksymalna rodzina parami ortogonalnych
rzutéw cyklicznych w M (to znaczy, ze py jest rzutem na M’z gdzie x) € H). Jej
istnienie gwarantuje nam lemat Kuratowskiego—Zorna. Poniewaz M jest o-skonczona,
rodzina {py}aea jest przeliczalna. 7 maksymalno$ci rodziny {py}rea nietrudno wy-
wnioskowac, ze

ZPA :]7

AEA

a wiec przeliczalny zbior {x)}rea jest cykliczny dla M’. Stad na mocy Stwierdzenia
3.3.8 (1.) {xa}rea jest separujacy dla M.
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“2. = 3.7 Niech {x, },ew C H bedzie zbiorem separujacym dla M. Mozemy zatozy¢,

ze Z_:l ||z ||* = 1. Definiujemy funkcjonal ¢ na M wzorem

o0

$la) = (wnlax,), a€M,

n=1

Funkcjonal ten jest oczywiscie stanem wiernym na M. Ponadto jest on granica w nor-
mie funkcjonatéw wo-ciagltych, a zatem ¢ jest w-ciagly. Z Lematu 3.1.2 (2.) widzimy,
ze ¢ jest wo-ciagly na zbiorach ograniczonych, a z Twierdzenia 3.2.3 wiemy, ze jest
to rownowazne so-ciagtosci na zbiorach ogrniczonych. Stad dla dowolnego wzrastaja-
cego, NOrmowo ograniczonego ciagu uogdlnionego {ay}rea (pamietamy, ze taki ciag
jest so-zbiezny do swojego supremum) mamy

¢ (Sup GA) = sup ¢(an)
AEA AEA

czyli ¢ jest normalny.

“3. = 4.7 Niech ¢ bedzie wiernym stanem normalnym na M. Rozwazmy reprezenta-

cje (my, Hy) dana przez konstrukcje GNS. Morfizm x, jest izomorfizmem algebr von

Neumanna, gdyz ¢ jest wiernym stanem normalnym. Ponadto od razu wida¢, ze wek-

tor 4 skonstruowany w Twierdzeniu 3.4.5 jest wektorem cyklicznym i separujacym

dla 7, (M).

“4. = 1.7 Niech {py}rea bedzie dowolna rodzina parami ortogonalnych rzutéow w M

i niech € bedzie wektorem cyklicznym i separujacym dla M. Mamy oczywiscie

> I 2* < 12 < oo,

AEA

a wiec jedynie przeliczalna ilo$¢ wyrazéw ciagu {||prQ]|*}rea jest rézna od zera. 7
drugiej strony € jest wekotrem separujacym dla M, a zatem tylko przeliczalna ilosé¢
rzutéw z rodziny {py}rea jest rézna od zera. Q.E.D.

Uwaga 4.1.4 Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta i niech M C B(H)
bedzie algebrqg von Neumanna. Wowcezas M jest o-skonczona.

Algebry o-skonczone maja wiele cech wyrézniajacych je sposréd innych algebr von
Neumanna. Ciekawe jest nastepujace twierdzenie udowodnione w ksiazce [Dix2] (Ch.

3, Prop. 1):

Twierdzenie 4.1.5 Niech M bedzie o-skonczonag algebrqg von Neumanna. Wowczas
mocna operatorowa topologia na My jest metryzowalna.

7 Twierdzenia 4.1.5 w zestawieniu z Uwaga 3.2.1 mamy

Whniosek 4.1.6 Niech M bedzie o-skonczong algebrq von Neumanna. Wowcezas
mocna topologia na normowo ograniczonych podzbiorach M jest metryzowalna.
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4.2 Twierdzenie Tomity i grupa automorfizmow
modularnych

Niech M C B(H) bedzie o-skoniczona algebra von Neumanna i niech ¢ bedzie wiernym
stanem normalnym na M. Utozsamiajac M z w4(M) mozemy zalozy¢, ze

ola) = (Qald),  a e M,

gdzie  jest jednostkowym wektorem cyklicznym i separujacym dla M. Rozwazmy
odwzorowanie

So: H2al— a™Q € H.

Jest ono gesto zdefiniowanym operatorem antyliniowym H — H. Na mocy Wniosku
3.3.9 Q jest réwniez wektorem cyklicznym i separujacym dla M’ a wiec odwzorowanie

Fo: H>dQv+— d™" Qe H
takze jest gesto zdefiniowanym operatorem antyliniowym H — H.

Stwierdzenie 4.2.1 Operator Sy jest domykalny, a jesli oznaczymy przez S jego
domkniccie, a przez I operator sprzezony do S, to M'QQ C D(F) i Fa'Q = o Q.
Ponadto S i F' sq inwolucjami, tj.

<x c D(S)> . ( S géi(i);raz)

oraz

(y € D(F)> — ( Fy ;]?y(i)yomz ) .

Dowdéd: Dla dowolnych a € M, a' € M’ mamy
(a*Q]a'Q) = (Qaa’Y) = (Q]a'a) = (a’"Qa). (4.1)

Tak wiec Fy C So™, a zatem Sp* jest gesto zdefiniowany, co implikuje, ze Sy jest
domykalny. 7 relacji (4.1) wynika réwniez, ze M'QQ C D(F) i Fa'QQ = a""Q. Aby

wreszcie udowodnié, ze S i F' sa inwolucjami wezmy y € D(F)ia € M. Wéwczas
(Fy[SaQ) = (Fyla™) = (Sa"Qly) = (aQy),

astad Fy € D(F)i FFy=y. Tak samo dowodzimy, ze S jest inwolucja. Q.E.D.

Stwierdzenie 4.2.2 W H istniejg antyliniowa, izometryczna inwolucja J oraz do-
datni, samosprzezony operator A takie, zZe

1.A=FS oraz A=t = SF;
2.8=JAT=A"3], F=JA"7=A3];
3. JA" = AT dla wszystkich t € R;

4. JQ=Q i AQ =Q.
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Dowdd: Ad 1.1 2.: Ze Stwierdzenia 4.2.1 wnioskujemy, ze S jest niezdegenerowa-
nym, domknietym operatorem antyliniowym w H. Jego rozktad biegunowy ma zatem
postac

S = JA3, (4.2)

gdzie J jest operatorem antyunitarnym, a A = 5*5 = F'S. Oczywiscie A jest dodat-
nim, samosprzezonym operatorem liniowym w H. Korzystajac z faktu, ze S 1 F sa
inwolucjami nietrudno wykazac¢, ze A jest niezdegenerowany i

At =SF.

Podobnie sprawdzamy, ze S = S™! i stad

JAT = A75J* (4.3)
i w efekcie

JAT] = A3, (4.4)
Oczywiscie mamy

A"z = JEJ* AT,

a przy tym J? jest unitarny, a J*AZJ dodatni, samosprzezony. Biorac pod uwage

jednoznacznosc rozktadu biegunowego A~z otrzymujemy J? = I, a zatem J* = J i
mozemy (4.3) przepisaé jako

Poniewaz F' = S* mamy F = (A_%J)* = JA~7 i korzystajac z (4.4) przy J = J*
otrzymujemy

F=JA2=A"3]

Ad 3.: Punkt 3. wynika ze wzoru (4.4) oraz faktu, ze dla dowolnej funkcji borelowskie]
f na ]0, oco[ mamy

N

FJAZT) = JT(AZ).
Istotnie: biorac f(s) = s~%! dla s €]0, 00| oraz t € IR dostajemy
JAT=AYJ,  telR.

Ad 4.: Jako ze SQ = Q1 FQ = Q mamy AQ = ), a stad AzQ =Qi korzystajac ze
wzoru (4.2) otrzymujemy JQ = . Q.E.D.

Operator A skonstruowany w Stwierdzeniu 4.2.2 nazywamy operatorem modularnym
wyznaczonym przez stan ¢, a operator antyunitarny J nosi nazwe sprzezenia modu-
larnego lub inwolucji modularnej wyznaczonej przez ¢. W teorii Tomity-Takesakiego
centralne miejsce zajmuje nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 4.2.3 (Tomita) Mamy
JMJ =M (4.5)
oraz
A'MA™ =M (4.6)
dla wszystkich t € IR.

Postaramy sie naszkicowa¢ dowdd Twierdzenia 4.2.3 w szczegdlnym przypadku, gdy
A jest operatorem ograniczonym (w swietle (4.2) jest to oczywiscie réwnowazne temu,
ze operator S jest ograniczony). Nalezy pamietac¢ jednak, ze w znakomitej wiekszosci
sytuacji operator modularny jest nieograniczony.

Lemat 4.2.4 Zalozmy, Ze A jest ograniczony. Wowcezas

SMS = M,
FMF =M
oraz
AMA™ = M.

Dowéd: Dla dowolnych a,b € M mamy
SaSbQ = Sab™) = ba™Q) = bSaf), (4.7)
a wiec jesli zastosujemy (4.7) dwukrotnie, otrzymamy dla a,b,c € M
SaSbef) = beSaf) = bSaSef)

i poniewaz M) jest gesty w H, dostajemy

SaSbh=b5aS
dla wszystkich a,b € M, a co za tym idzie

SMS c M'.
Tak samo dowodzimy, ze

FM'F C M. (4.8)
Sprzegajac relacje (4.8) otrzymujemy

SM'S c M,
co w polaczeniu z faktem, ze S = S7! daje SMS D M’ i mamy

SMS =M. (4.9)
Ponownie ta sama technika pokazujemy, ze

SMS = M.
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Na koniec korzystajac z punktu 1. Stwierdzenia 4.2.2 otrzymujemy

AMA™ = M.
Q.E.D.
Obktadajac n-krotnie obie strony wzoru
AMA™ ' Cc M
operatorami A i A~ otrzymujemy
A"MA™ C M (4.10)

dlan € Z,. Ustalmy x,y € H, a € M oraz a’ € M’ i rozwazmy funkcje catkowita
1) = (elIA%aA™, dTy).
Wzér (4.10) méwi nam, ze f(z) =0dla z =0,1,2,... i pamietajac, ze
AT = [[JAT] = [|A]|
widzimy, ze istnieja dodatnie state C'1 K takie, ze
|(2)] < Ke© s,
co na mocy [SLWI1] (Lem. Sect. 3) implikuje, ze f(z) = 0 dla wszystkich z € C. Stad
NMAZCM' =M
dla wszystkich z € C, a wiec mamy
M= AN (ATMA)A™ CA*MA™*
i w efekcie
AN MA =M, z e C

W szczegdlnodci zachodzi wzor (4.6).
Dla dowodu wzoru (4.5) zauwazmy, ze ze wzoru (4.9) wynika, ze

JMJ = JA2MA~2] = SMS™' = SMS = M’

Przypadek ogdlny (tj. kiedy nie zakladamy ograniczonoéci A) jest jednak o wiele
trudniejszy. Istnieje kilka réznych dowodéw twierdzenia Tomity (patrz np. [SLWI]
i [SLW2], [VDI1], [VD2], [Tak] lub [Bra], Sect. 2.5.2). Bardzo waznym wnioskiem z

twierdzenia Tomity jest:
Whniosek 4.2.5 Odwzorowanie
M3ar— AN e M
jest x-automorfizmem algebry M. Ponadto jesli przyjmiemy oznaczenie
Uf(a) = AgA™Y, a€M,
to
R>t— of € Aut(M) (4.11)

jest w-ciqglq jednoparametrowq grupq *-automorfizmow M, to znaczy, zZe dla dowol-
nego ¢ € M, funkcja

R 31— (0](a)) € C
jest ciggla.
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Definicja 4.2.6 Niech M bedzie o-skonczong algebrg von Neumanna i niech ¢ bedzie
wiernym stanem normalnym na M. Jednoparametrowq grupe automorfizmow M dang
przez (4.11) nazywamy grupq automorfizmow modularnych M wyznaczong przez ¢.

Grupa automorfizméw modularnych (nazywana réwniez grupa modularna) jest bar-
dzo waznym i skutecznym narzedziem w badaniu algebr von Neumanna i w zastoso-
waniach teorii algebr von Neumanna w fizyce. Odkrycie grupy modularnej umozliwito
miedzy innymi klasyfikacje algebr o-skoniczonych (patrz [Con], [Bra]). Bardzo istotna
role odgrywa réwniez grupa automorfizmow modularnych w kwantowe] mechanice
statystycznej, gdzie opisuje ona (zazwyczaj) dynamike uktadu w stanie réwnowagi
(patrz [Bra], Ch. 51 6 oraz [HaHW]).

Postaramy sie teraz wyeksponowaé¢ pewna wlasnos¢ grupy modularnej zwiazana z
przedtuzeniem analitycznym. Na poczatek zatézmy, ze dla pewnego elementu a € M
funkcja

R>t—s ol(a) e M

ma przedtuzenie analityczne na cala ptaszczyzne zespolona. Elementy takie nazywamy

elementami catkowitymi dla O';b (w podrozdziale 7.1 udowodnimy, ze zbiér elementéw

catkowitych dla Uf jest gesty w M). Oznaczmy owo przedluzenie przez
C3 2+ 0%(a) € M.
Uwaga na koncu [Bra], Sect. 2.5.3 méwi, ze
o?(a) = A"aA™7, z € C, (4.12)
co w szczegolnosci oznacza, ze takie przedtuzenie jest jednoznaczne i
Uf(af,(a)) = Uf_l_z,(a), 2,2 € C. (4.13)
Stwierdzenie 4.2.7 Niech a i b bedq elementami calkowitymi dla O';b. Wowezas

6(0%);(a)b) = ¢(bol(a)), z€C. (4.14)

Dowdéd: Bedziemy korzystali ze wzorow

AT =0, (4.15)
Az = J§, (4.16)

oraz z tego, ze J = J* czyl
(z|Jy) = (y[Jz), =,y € M. (4.17)

Wezmy elementy catkowite dla O';b a,be M. Mamy dla t € IR
d(ol(a)h) =  (QATAYGATIANQ) = (ATIQATGATATAZ Q)

QATGATIATATIN) = (QATaATAS T SHQ)

QA aATTAT JI*Q) = (ALA# G A0 Jb*Q))

b QJAT AT ATIQ) = (b Q|SA AT

= ("QATaATQ) = (QATaAQ) = ¢(bo? (a)).

¢ ¢

Teraz podstawiajac t = Rez, ¢ o o} . W miejsce ¢ oraz o”
7z wlasnosci (4.13) otrzymujemy teze. Q.E.D.

o~ =

(b) za b i korzystajac

1



Uwaga 4.2.8 Niech a € M bedzie takim operatorem, zZe dla wszystkich t € R
AHFIGAHD) pozszerza sie do operatora ograniczonego i niech b € M bedzie do-
wolnym elementem. Wowcezas dla kazdego t € IR mamy

6(0fi(a)b) = ¢(bo(a)).

4.3 Warunek KMS

Definicja 4.3.1 Niech t — «; bedzie w-ciggla, jednoparametrowq grupg automorfi-
zmow algebry von Neumanna M i niech ¢ bedzie stanem normalnym na M. Powiemy,
Ze ¢ spelnia warunek Kubo-Martina-Schwingera (warunek KMS) dla 3 €]0, o0, jesli
dla dowolnych dwoch elementow catkowitych dla o a,b € M mamy

dlaris(a)h) = s(ba(a),  z€C.

Mowimy, ze ¢ spelnia warunek KMS dla 5 =0 gdy ¢ jest a-niezmienniczym sladem,
lj. ooy = ¢ dla wszystkich t € IR oraz

d(ab) = ¢(ba), a,be M.

Wtedy ¢ nazywamy stanem chaotycznym. 7 kolei ¢ spelnia warunek KMS dla § = oo,
jesli dla kazdego elementu catkowitego a i dowolnego b € M funkcja calkowita
f:C3 2z d(a.(a)b) € C spelnia

[F(2)] < llalllol] - dia Im(z) = 0.

Taki stan nazywamy stanem podstawowym. Stan spelniajgcy warunek KMS dla =1
nazywamy w skrocie stanem KMS, jesli B # 1, to ¢ nazywamy stanem [-KMS.

Warunek KMS zostat sformutowany na przetomie lat piecdziesiatych i szesédziesiatych
przez fizykow R. Kubo, P. C. Martina i J. Schwingera jako warunek opisujacy stan
rownowagi uktadu termodynamicznego. Kilka lat pézniej R. Haag, N. Hugenholtz i M.
Winnik w pracy [HaHW] zauwazyli, ze warunek ten moze zastapi¢ tak zwany warunek
Gibbsa 1 mozna go stosowac do uktadéw o nieskonczonej liczbie stopni swobody, gdzie
warunek Gibbsa nie ma sensu.

Zauwazmy, ze Stwierdzenie 4.2.7 méwi doktadnie tyle, ze jesli ¢ jest wiernym stanem
normalnym na algebrze von Neumanna M, to ¢ jest stanem KMS dla grupy O';b.

Zachodzi nastepujace twierdzenie (patrz [Ped] Prop. 8.12.3):

Twierdzenie 4.3.2 Niecht — «; bedzie w-cigglaq, jednoparametrowq grupg automor-
fizmow algebry von Neumanna M i niech ¢ bedzie stanem normalnym na M. Ustalmy
B €]0, 00 Wowezas nastepujgee warunki sq rownowazne:

1. ¢ jest stanem [B-KMS;
2. Dla dowolnych a,b € M istnieje ciggla © ograniczona funkcja F' na pasku

Dy ={-e€C:0<Im(z) < g},
holomorficzna we wnetrzu Dg taka, Ze

F(t) = (ar(a)b),  F(t+if) = d(bas(a)), 1€ R;

Y



Warto wspomnie¢, ze pierwsze sformutowania warunku KMS odpowiadaty warun-
kowi 2. z Twierdzenia 4.3.2. Definicja 4.3.1 zaczerpnieta jest z ksiazki [Ped]. Jedna z
prostych konsekwencji Twierdzenia 4.3.2 jest:

Whniosek 4.3.3 Niech M, o, oraz ¢ bedq takie jak w zalozZeniach Twierdzenia 4.3.2.
Zalozmy, ze ¢ jest stanem KMS dla . Wowezas ¢ jest stanem a-niezmienniczym.

Dowdd: Korzystamy z warunku 2. z Twierdzenia 4.3.2 przy b = [ 1 otrzymujemy
F(t) = ¢lau(a)) = F(i +1)

czyli funkcja F' jest periodyczna z okresem ¢. Mozemy ja zatem przedtuzyc do funkcji
catkowitej, a poniewaz |F'| jest ograniczona na Dy, z twierdzenia Louville’a wniosku-
jemy, ze F' jest stata. W szczegdlnosci

dai(a)) = ¢(ao(a)) = ¢(a), L€, aeM
czyli ¢ o ay = ¢ dla wszystkich ¢ € 1R. Q.E.D.
Niemal takie samo rozumowanie pozwala nam scharakteryzowac¢ elementy
a-niezmiennicze w M:

Stwierdzenie 4.3.4 Niech 1 — «; bedzie w-cigglq, jednoparametrowq grupg auto-
morfizmow algebry von Neumanna M i niech ¢ bedzie wiernym stanem normalnym
na M spetniajgecym warunek KMS dla > 0. Ustalmy b € M, wowczas

al®)=b N[ olab)= b
dla wszystkich t € IR dla wszystkich a € M )~
Dowéd: “<”. Jedli b jest taki, ze dla wszystkich ¢ € M mamy ¢(ab) = ¢(ba), to

z punktu 2. Twierdzenia 4.3.2 wnioskujemy, ze F'(t) = F(t +(3) i w konsekwencji
(patrz Wniosek 4.3.3) F' jest stala i mamy w szczegdlnosci dla kazdego a € M

Slai()h) = dafay), LER
Teraz skoro ¢ o a; = ¢, to wyrazenie
Hlau(h)) = (60 ai)(a—(a)b) = dla_i(a)b) = dlac(a)t) = F(1
nie zalezy od t dla dowolnego ¢ € M. Innymi stowy
dlaay(b) — aas(b)) = 0, t,s € R
dla wszystkich a € M. Kladac a = (a4(b) — as(b))* na mocy wiernosci ¢ otrzymujemy
a:(b) = b, t e IR.
“=7. Oczywiste z warunku 2. z Twierdzenia 4.3.2 po zamianie a z b. Q.E.D.
Okazuje sie, ze warunek KMS wystarcza aby catkowicie scharakteryzowac grupe au-
tomorfizméw modularnych:

Twierdzenie 4.3.5 ([Herm] Th. 1) Niech M bedzie o-skonczong algebrq von Neu-
manna i niech t — oy bedzie jednparametrowq rodzing odwzorowan M — M. Niech
¢ bedzie wiernym stanem normalnym na M i zalozmy, ze dla dowolnych a,b € M
istnieje ciggta i ograniczona funkcja F' na Dy, holomorficzna w Int Dy taka, Ze

F(t) = é(oi(a)h),  F(t+1) = d(bow(a)), 1€IR.

Zaloimy ponadto, ze funkcje t — ¢(oy(a) oy(a)) oraz t — ¢(oy(a)a(a)”) sq ograni-
czone. Wowezas

Ut:Uf, t € R.
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5 Kwantowa mechanika
statystyczna

5.1 Sformulowanie zagadnienia

W mechanice statystycznej rozwazamy uktady ztozone z bardzo wielu oddziatujacych
ze soba czastek. Stan uktadu (kwantowego) opisywany jest przez operator gestoSci
(inaczej macierz gestosci) p. Przy pomocy operatora gestosci obliczamy warto$¢ ocze-
kiwana obserwabli a ze wzoru

(a) = Trap,

przy czym operator p jest unormowany tak, aby Trp = 1. W opisie stanu rownowagi
uktadu uzywamy jednego z trzech, tak zwanych zespoléw statystycznych: zespotu
kanonicznego, mikrokanonicznego i duzego zespotu kanonicznego. Zespoly te roznia
sie definicja operatora p. Dla zespotu kanonicznego mamy

p=cM,
gdzie H jest Hamiltonianem (operatorem energii) dla rozwazanego ukladu, a 3 jest
odwrotnoscia iloczynu temperatury bezwzglednej T' i state] Boltzmanna k:

1

B

W duzym zespole kanonicznym dopuszczamy wymiane czastek pomiedzy badanym
uktadem a otoczeniem i definiujemy

p= e—ﬁ(H—MV)7
gdzie N jest operatorem liczby czastek, a p stala opisujaca potencjal chemiczny.
Operator gestosci dla zespotu mikrokanonicznego dany jest przez

p=P(E+8)— P(E)

gdzie P(F) jest rzutem na podprzestrzen rozpinana przez wektory wlasne Hamilto-
nianu o energii mniejszej niz F.

Oczywiscie rézne definicje operatora gestosci prowadza do réznych wartosci oczeki-
wanych obserwabli, ale przynajmnie] w wielu szczegdlnych przypadkach udaje sie
udowodni¢, ze w tak zwanej granicy termodynamicznej (czyli przy przejsciu do nie-
skoficzonoéci z liczba czastek) otrzymujemy takie same wyniki bez wzgledu na to
jakiego zespotu uzylismy.

YA



5.2 Uklady kratowe

Wiele waznych modeli uktadéw kwantowych otrzymujemy z ogdlnej konstrukeji tak
zwanych uktadéw kratowych. Opiszemy tu pokrétce takie uktady.

Rozwazamy krate Z". 7 kazdym punktem z € Z" wiazemy p-wymiarowa przestrzen
Hilberta H, (liczba p jest z géry ustalona). Dla dowolnego skoriczonego podzbioru
A C ZZ" zawierajacego N(A) punktéw definiujemy

Ha = Q) He

zEA

Oczywicie Hy jest pNM-wymiarowa przestrzenia Hilberta. Dalej oznaczmy przez
A(A) algebre B(Hy) = M, n)(C). Jedli A’ jest innym skoficzonym podzbiorem Z"
takim, ze A C A’, to mamy oczywista inkluzje

A(A) — A(A). (5.1)

Zauwazmy, ze jesli AN A" = ), to operatory z A(A) komutuja z operatorami z A(A').
Nietrudno sie przekonaé, ze zbidr wszystkich lokalnych obserwabli

AL =JAMn)

jest x-algebra. Ponadto na kazdej algebrze A(A) mamy norme (operatorowa) i normy
te sa zgodne z inkluzjami (5.1), tak wiec mamy norme na Ay. Domkniecie Ay, w te]
normie jest C*-algebra. Nazywamy ja algebra obserwabli quasi-lokalnych i oznaczamy
przez A.

Skonstruowawszy algebre A mozemy przyjrzeé sie dwém waznym grupom przeksztal-
cen obserwabli.

Grupa translacji przestrzennych. Niech a € A(A) dla pewnego skonczonego podzbioru
A C Z". Dla x € Z" definiujemy a,(a) jako odpowiedni operator w A(A + z).
Jest jasne, ze a, zadaje izomorfizm algebry A(A) na A(A + ), a powiekszajac A
otrzmujemy w efekcie automorfizm Ay, ktéry przez ciaglo$é rozszerzamy na A. W
ten sposéb zbior {a, : @ € Z"} staje sie grupa automorfizméw A odpowiadajaca
translacjom przestrzennym.

Fwolucja w czasie. Ze wzgledu na to, ze nasz uktad sktada sie z nieskonczenie wielu
czastek, nie mozemy zdefiniowa¢ jego Hamiltonianu, a zatem bedziemy musieli po-
nownie odwota¢ sie do whasnosci lokalnych algebry A.

Zalézmy, ze mamy dany potencjat ® to jest funkcje przeprowadzajaca skonczone pod-
zbiory X C Z" w samosprzezone elementy Ax. Kazdy operator ®(X) reprezentuje
energie oddziatywan pomiedzy czastkami z X. Bedziemy rozwaza¢ tylko tak zwane

potencjaty o skonczonym zasiegu czyli takie ®, dla ktorych istnieje dodatnia stata dg
taka, ze ®(X) =0 jesli D(X) > dg, gdzie D(X) jest Srednica zbioru X:

D(X) = sup [l —y].
z,yeX

Teraz mozemy zdefiniowaé¢ lokalny operator energii dla skonczonego podzbioru

ANCZ":

oy



Oczywiscie H(A) jest samosprzezonym elementem A(A). Nietrudno udowodni¢, ze
dla potencjaléw o skonczonym zasiegu mamy

H(Ay UAy) = H(Ay) + H(A),

jesli tylko zbiory Ay i Ay sa odpowiednio daleko od siebie.
Przyktad 1: Model Isinga. Dla kazdego = € Z" przestrzen H, jest 2-wymiarowa,
natomiast
(I)(X) — J(:l;,y)a3(:1:)a3(y), X = {l',y} 1 D(X) = 17
0, N(X) #21lub D(X) > 1,

gdzie J jest pewna funkcja rzeczywista na Z" x Z", a o3 jest jedna z macierzy
Pauliego:

/10 (01 (0 =i /10
0= 1/ 7 \10) 27\ o) BT\ —1)°

przy czym iloczyn os(a)os(y) bierzemy jako zlozenie operatoréw z A({x,y}). Z tak
okreslonym potencjatem mamy dla skonczonego podzbioru A C Z”

HN) =5 Y Jwwos(e)o).

z,yEA
[le—yll=1

Przyktad 2: Model Heisenberga. Tak samo jak w modelu Isinga przestrzenie H, sa
2-wymiarowe. Potencjal zadany jest wzorem

J

- ai()os(u). X = {9} 1 DY) = 1
) N(X) #2 lub D(X) > 1.

B(X) = (5.2)

J
0,
gdzie J jest stala (w interpretacji fizycznej odpowidajaca miedzy innymi za wymiar
wyrazenia (5.2)). Lokalny Hamiltonian dla A C Z"u wyglada w tym modelu tak:

HN =5 3 T o).
e

Lokalny Hamiltonian H(A) pozwala nam zdefiniowa¢ lokalna grupe automorfizméw

al algebry A(A):
A(N) 3 a — al(a) = e HWN R ¢ (7).

Okazuje sie, ze mozna rozszerzy¢ tak zdefiniowana lokalna ewolucje w czasie na cala
algebre A. Mamy nawet nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.2.1 (Streater, Robinson) Dla potencjalu o skonczonym zasicgu
ewolucja w czasie jest mocno cigglq grupq automorfizmow oy algebry A zdefinio-
wang na gestej podalgebrze Ay za pomocq nastepujgcego przejscia granicznego: niech
a € A(Ao), wowezas

—z'st(A)aez’st(A)7 (5.3)

aa) = Al;lg}\ €
ACZZ¥

gdzie granice bierzemy po zbiorze skierowanym skonczonych podzbiorow ZZY czesciowo
uporzqdkowanym przez relacje “C7. Ponadto zbieznosé (5.3) jest jednostajna dla t w
pewnym kole wokot t = 0.
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5.3 Roéwnowaga ukladéw skonczonych

Bedziemy rozwaza¢ skonczony podzbior A C Z". W fizycznej interpretacji odpo-
wiada to ograniczonemu obszarowi zawierajacemu skonczona liczbe czastek. Majac
do dyspozycji lokalny Hamiltonian H(A) mozemy zdefiniowaé stan Gibbsa dla na-
szego uktadu, tj. stan opisujacy wartos¢ oczekiwana lokalnych obserwabli w zespole
kanonicznym przy zadanej temperaturze 7" dla a € A(A)

wala) = Trapy,
gdzie

1
pr = e W,

a 7 jest stala normalizacji (patrz czes¢ 5.1).
Udowodnimy, ze dla dowolnych, a,b € A(A) istnieje funkcja catkowita F', ograniczona
na pasku Dg = {z € C:0 < Imz < B} taka, ze dla wszystkich ¢t € IR

F(t) = wn(ab(@)h),  F(t+i8) = wa(bal(a)). (5.4)

Zauwazmy, ze operatory a i b sa po prostu macierzami pV& x pN ) nad C, a wiec
funkcje t +— wy(a?(a)b) it — wy(ba(a)) mozna zapisaé jako skoriczone sumy funkeji

ekspotencjalnych, a co za tym idzie mozna je przedtuzy¢ do funkcji catkowitych.

Podobny argument pokazuje, ze odwzorowanie IR 3 ¢ — a’(a) ma przedluzenie na

cala plaszczyzne zespolona z zachowaniem wlasnosci o*a? = ozf}_l_s. Teraz potézmy
F(t) = wa(al(a)b). Whasnosci (5.4) dowodzimy prostym rachunkiem korzystajac z

niezmienniczosci $ladu na cykliczne premutacje czynnikéw w argumencie:

wa(apish) = Tt <e—i(t—l—iﬁ)H(A)aei(t—l—iﬁ)H(A)b%e—ﬁH(A)>
= Tr eﬁH(A)e_“H(A)ae“H(A)%6_5H(A)be_ﬁH(A)>
= Tr e‘”H(A)ae”H(A)%e‘ﬁH(A)be_ﬁH(A)eﬁH(A)>

e—itH(A)aeitH(A)%e—ﬁH(AN))

Il
=3

Il
=
TN TN TN TN

. be—itH(A)aeitH(A)%e—ﬁH(A)>

bait(a)).

~~

I
(3

A

Widzimy zatem, ze wy jest stanem [B-KMS dla grupy o automorfizméw algebry

A(N).
Twierdzenie 5.3.1 Satn Gibbsa jest jedynym stanem B-KMS dla o.

Dowdd: Zalézmy, ze w jest stanem 3-KMS dla a?. Z Twierdzenia 4.3.2 mamy

w(aZyis(a)b) = w(baZ(a))

dla wszystkich z € C i dla wszystkich a,b € A(A). W szczegdlnosci

oy —



Korzystajac z tego, ze A(A) = B(H(A)) mozemy na mocy [Bra] Prop. 2.4.3 zapisa¢
stan w tak:

W) =Ty, be A(N)
gdzie p jest operatorem takim, ze Tr p = 1. Tak wiec dla dowolnych a,b € A(A) mamy
Trbap = Tr oz?ﬁ(a)bp = Tr TN ge=FHNE ) = Tr bpelH M) g =P,

Poniewaz b jest dowolny, mamy

BH(A) , o, —BH(A)

ap = pe ae

czyli
[a, pe” ™) =0,

co przy dowolnosci a implikuje, ze pe(8) = \I dla pewnego A € C. Stad
p=AePHW)

Y

a unormowanie w daje A = % czyli p = pj. Q.E.D.

Zauwazmy, ze z Wniosku 4.3.3 wynika, ze stan Gibbsa jest stanem niezmienniczym ze
wzgledu na ewolucje w czasie. Nie jest to wynik nieoczekiwany, gdyz stan Gibbsa jest
stanem danym przez zespdl kanoniczny, a wiec ma opisywac stan réwnowagi uktadu.

5.4 Granica termodynamiczna

Definicja 5.4.1 Niech dla kazdego skonczonego podzbioru A C Z" dany bedzie pe-
wien stan wy na A(A) i niech w bedzie stanem na A. Stan w nazywamy granicq ter-
modynamiczng stanow {wp} aczr jesli dla kazdego skorniczonego podzbioru Ao C Z*
N(A)<oo
i dla kazdego a € A(Ag) mamy
=1l :
w(a) A;g}\ wa(a)
Aczr
Poniewaz interesuje nas stan rownowagi dla uktadéw nieskonczonych, za rodzine sta-

now {wa} aezr wezmiemy stany Gibbsa zdefiniowane na lokalnych obserwablach
N(A)<oo

przy ustalonej staltej 8 = %

Definicja 5.4.2 Stanem rownowagi uladu nieskonczonego dla tempreatury T nazy-
wamy stan w na A, bedgcy granicq termodynamiczng stanow Gibbsa dla temperatury

T.

Dowodzi sie, ze dla potencjatow o skonczonym zasiegu istnieje stan rownowagi dla
uktadu nieskonczonego. Ponadto korzystajac z wlasnosci stanéw Gibbsa mamy

Twierdzenie 5.4.3 ([HaHW] Sect. 4) Niech w bedzie stanem rownowagi ukladu
nieskonczonego w temperaturze T'. Wowczas dla dowolnych a,b € A istnieje ciggla i
ograniczona funkcja F': Dg — C holomorficzna we wnetrzu Dy taka, ze dla wszystkich
t € R mamy

F(t) = w(ay(a)b), F(t+1i8) = w(baya)). (5.5)

YO



Powyzsze twierdzenie mozna nieco wzmocni¢, mamy mianowicie

Twierdzenie 5.4.4 (M. Takesaki) Niech w bedzie stanem rownowagi uktadu nie-
skonczonego i niech (x, H) bedzie reprezentacjqa GNS algebry A zadanqg przez stan w.
Wowezas rozszerzenie w stanu w na algebre von Neumanna 7(A)" C B(H) jest nor-
malnym stanem wiernym spetniajgeym warunek KMS wzgledem rozszerzenia oy grupy
ar na w(A)', tj. kanonicznego rozszerzenia mocno ciqglej grupy oy na so-domkniecie

algebry 7(A).

7, Twierdzenia 4.3.5 mamy natychmiast

Whiosek 5.4.5 Grupa a; jest grupq automorfizmow modularnych algebry w(A)" wy-
znaczong przez .
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6 Pelna teoria Tomity-Takesakiego

6.1 Uogdlnione wektory cykliczne i separujace
W tej czesci pracy bedziemy korzystali z nastepujacego lematu:

Lemat 6.1.1 Niech M C B(H) bedzie algebrq von Neumanna i niech J C M bedzie
lewym ideatem. Wowezas nastepujgee warunki sq rownowazne:

1. Dla kazdego 0 # x € H istnieje operator a € J taki, ze ax # 0;
2. J jest s-gesty w M ;
3. J jest so-gesty w M.

Dowdd: “1. = 2.7 Rozwazmy rodzine R, ktérej elementami sa uktady parami ortogo-
nalnych rzutéw {p, }.er zawarte w J. R jest rodzina czesciowo uporzadkowana przez
relacje 7C” 1 kazdy liniowo uporzadkowany tancuch w R ma element najwiekszy, a
wiec istnieje w R element maksymalny {py}rea € R. WprowadZmy oznaczenie

P:Zp/\. (61)

Wezmy niezerowy wektor * € H i przypusémy, ze Px = (. 7 zalozenia istnieje
a € J taki, ze ax # 0. Wowczas a*ax # 0. 7 tego, ze L PH wynika, ze istnieja
podzbiory borelowskie Ay, Ay C Ry takie, ze Ay N Ay =0, H(a*a € Ay) D PH oraz
H(a*a € Ay) D span{z}. Skoro a*ax # 0 istnieje ¢ > 0 taki, ze X(a*a > )z # 0.
Niech A = Ay \{t € R : ¢ > &}, polézmy p = X(a*a € A). Wéwczas p L P oraz
p # 0, gdyz px # 0. Ponadto p € J, jako ze p = f(a*a)a*a, gdzie

fiy =22 remri\ o},

Stad {pr}rea U {p} jest ukladem parami ortogonalnych rzutéw w J wiekszym niz
{pr}ren, co przeczy maksymalnosci uktadu {py}ica. Stad wniosek, ze = 0. Tym
samym pokazalismy, ze Px # 0 dla wszystkich 0 # « € H i w konsekwencji P = [.
Pozostaje wykaza¢, ze P nalezy do s-domkniecia J, ale to wynika z faktu, ze szereg
(6.1) jest so-zbiezny i ciag uogdlniony jego sum czesciowych jest normowo ograniczony,
co na mocy Uwagi 3.2.1 implikuje, ze szereg (6.1) jest s-zbiezny.

“2. = 3.” Wynika to z faktu, ze s-topologia jest mocniejsza niz so-topologia.

“3. = 1.” Wezmy niezerowy wektor @ € H. Niech {a,}\ea bedzie ciagiem uogdlnionym
elementéw J so-zbieznym do I € M. Wéwczas istnieje wskaznik Ay € A taki, ze dla
wszystkich A = Ao mamy ||a\z — z|| < HQLH W tej sytuacji ay,x # 0. Q.E.D.
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Niech M bedzie algebra von Neumanna dziatajaca w przestrzeni Hilberta H. Be-
dziemy bada¢ odwzorowania liniowe n: M — H spelniajace nastepujace warunki:

1. D(n) jest s-gestym lewym ideatem w
M i dla wszystkich a € M, b € D(n)

n(ab) = an(b), (6.2)

2. ker n ={0} oraz n(M)=H,
3. n jest sx|| - ||-domkniete.

Definicja 6.1.2 Odwzorowanie liniowe n: M — H spelniajgce warunki (6.2) nazy-
wamy uogolnionym wektorem cyklicznym 1 separujgcym dla M.

Postaramy sie znalez¢ uogdélnienie Wniosku 3.3.9 dla uogdlnionych wektoréw cyklicz-
nych i separujacych. Przyjmijmy oznaczenie

G = Graph(n) C B(H) x H.

Dla dowolnego podzbioru S C B(H) x H zdefiniujmy

SO — {(Z) cas = sa, st = ay dla wszystkich (;) € S} . (6.3)

Zauwazmy, ze oznaczajac Fs,(a,x) = ay — s& mamy

SO = <(Pr1 S)' x H> N ker F ,,
(y)es
gdzie Pri: B(H) x H — B(H) jest kanoniczna projekcja na pierwsza wspétrzedna.
Wida¢ stad tatwo, ze SO jest zbiorem sx ||-||-domknietym, gdyz zbiér (Pry S)' x H jest
sox|| - |[-domkniety, a wiec i sx|| - ||-domkniety, a formy liniowe F;, o wartosciach w
H sa sox]|| -||-ciagle, a zatem réwniez sx|| - ||-ciagle. WeZmy teraz zbior (¢ w miejsce

S. Nietrudno sie przekonaé, ze z s-gestoéci D(n) w M wynika, ze Pr(GP) c M’
Udowodnimy teraz trzy tatwe stwierdzenia:

L ((2) c G®> — (y=0).
2, ((%) c G®> — <a’ — 0).
’ (e )= (()<e®):

Zauwazmy, ze 1. méwi nam, ze GO jest wykresem sx|| - ||-domknietego odwzorowania
n': M' — H zdefiniowanego na D(n') = Pri(GP). Z kolei 2. oznacza, ze kern’ = {0}.
7 3. wnioskujemy, ze D(n’) jest lewym ideatem w M’ oraz, ze dla kazdego o’ € M’,
b e D)

(W) = an(b). (6.1)
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Ad 1.: Jesli (2) € GO, to dla kazdego a € D(n), ay = 0, a poniewaz D(7) jest s-gesta
w M mamy y = 0.

Ad 2.0 Jedli (9) € GO, to dla kazdego a € D(n), a'p(a) = 0, ale n(M) = H, wiec
a = 0.

Ad 3.: Niech a € D(n), o' € M', V' € D(’). Oczywiscie a'b/ komutuje z a, a ponadto
mamy

a't’n(a) = da'an'(b") = ad'n(¥),

a wiec ze wzoru (6.3) mamy (%Z) c GO,
Dla dalszego rozumowania kluczowe jest nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 6.1.3 Niech a € M, x € H. Wowczas

( Dia kj;a(lzg)o Z ;D(n’) > — ((Z) = G) . (6.5)

Dowéd: Chcemy pokazac, ze a € D(n) i n(a) = . Jako, ze n jest odwzorowaniem
sx|| - |[-domknietym wystarczy wykaza¢, ze wektor () nalezy do sx|| - ||-domkniecia
zbioru (. Baza otoczen 0 € B(H) x H w sx|| - ||-topologii dana jest przez ciagi

wektorow {z, }.ew C H takie, ze Y ||@,||* < oo i liczby & > 0 definiujace zbiory

n=1

O o) = {(2) Hlyl® + Z [ba]|* < 6}
(por. (3.2)).

Innymi stowy chcemy pokazaé, ze

Dla kazdego ¢ > 0 i dowolnego ciggu {z,},eN takiego, Ze

00
D llaall® < oo,
n=1

istnieje b € D(n) taki, Ze

a—>b A
<1’—77(b)> € O (2}

(6.6)

Ustalmy wiec ciag {x, }ren. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia:

H = @ Hy, H, = H,
k=0

b = diag(b,b,...),

7= (m),

n(b) ~
Hy = {(Zg) :bED(n)} C H.

Latwo zauwazyc¢, ze warunek (6.6) jest rtownowazny temu, ze & € Hy, gdzie domkniecie
bierzemy w normie przestrzeni H.

Ay



Niech P bedzie rzutem H na Hi. W zapisie macierzowym mamy

Poo  Po1  Po2
Pio P11 ..
P = pijEB(H), 1, € L.

P20 .. ’

7 whasnosci n i D(n) bez trudu wnioskujemy, ze

Pb="bP
dla wszystkich b € M, a to jest réwnowazne temu, ze
pijEM/, 1, € L.

Oczywiscie dla kazdego b € D(n) mamy

Poo Por Poz --- 77(5)
Pio P11 ... by
P = P20 ... bl’g = 07

a wiec
pron(b) + Zpkzbl'z =0, beDy), ke,
=1

1 wreszcie

pron(b) = b <— ZPW?;) ., be D), kel,,
=1

co oznacza, ze dla kazdego k € Z .
pro € D(0') i n'(pro) = — Zpkliliz-
=1

Patrzac na lewa strone (6.5) mamy

an'(pro) = prot, k€ Zy

czyli

=1

co w formie

Pro® + Zpklal'z =0, ke,

=1

oznacza po prostu

Stad 7 € (PH)* = H,.

Ay

Q.E.D.



Whiosek 6.1.4 D(7') jest zbiorem s-gestym w M.

Dowéd: Niech x € H. Jedli dla kazdego ¢’ € D(n') mamy

av =0,
to dla kazdego o’ € D(n') zachodzi
0-n'(a) = a'z,
a wiec na mocy (6.5)
r=mn(0)=0

Tym samym wykazalismy, ze dla kazdego 0 # « € H istnieje operator a € J taki, ze
ax # 0, co w $wietle Lematu 6.1.1 implikuje s-gestos¢ D(n') w M. Q.E.D.

Do uzyskania petnej analogii do Wniosku 3.3.9 dla uogélnionych wektoréw cyklicznych
i separujacych potrzebujemy jeszcze tylko nastepujacego stwierdzenia:

Stwierdzenie 6.1.5 n'(M') = H.

Dowéd: Dla kazdego a' € M' mamy a'n'(M") C n'(M'), a wiec p'(M') jest podprze-
strzenia M’-niezmiennicza. Oznacza to, ze zaréwno rzut ¢ na n’(M’) jaki P = — Q)
naleza do M. Poniewaz mamy Pn/(M') = {0}, na mocy Stwierdzenia 6.1.3

Do

a skoro kern = {0}, mamy P =0 czyli ) = [. W konsekwencji n'(M') = H. Q.E.D.

Whniosek 6.1.4 1 Stwierdzenie 6.1.5 méwia nam, ze majac dana algebre von Neumanna
M wraz z uogélnionym wektorem cyklicznym i separujacym n: M — H mozemy
w kanoniczny sposéb skonstruowaé¢ uogdlniony wektor cykliczny i separujacy 7’ dla
M'. Tak skonstruowane odwzorowanie 1’ nazywamy komutantem n. Ponadto z kon-
strukeji odwzorowania n’ i ze Stwierdzenia 6.1.3 nietrudno wywnioskowaé, ze zachodzi
nastepujacy wzor wiazacy n i n':

an'(a’) = a'nla),  a€ D(n) a" € D(x), (6.7)

ktéry bedzie bardzo pomocny w przytoczonej ponizej analizie ogolnej struktury uogdél-
nionych wektoréw cyklicznych 1 separujacych dla algebr dziatajacych w osrodkowe)
przestrzeni Hilberta.

Twierdzenie 6.1.6 Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta. Niech
M C B(H) bedzie algebrq von Neumanna z wogolnionym wektorem cyklicznym i se-
parujgcym 1. Wowcezas istnieje ciqg parami ortogonalnych wektorow {Q,},eny € H
taki, ze dla kazdego a € M mamy

o0

|af2,]|* < oo

)= T e

n=1
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Dowdéd Twierdzenia 6.1.6 poprzedzimy kilkoma lematami.

Lemat 6.1.7 Niech H bedzie osrodkowq przestrzeniq Hilberta. Wowcezas B(H) jest
s-osrodkowa.

Dowdéd: Niech {z,},ew bedzie baza ortonormalna w H. Niech

N
5= {Z(ql +ig)Tn 1,2 €Q, N € IN}.

n=1

Zbiér S jest normowo gesty w ideale operatoréw zwartych CB(H), a wiec jest tez
s-gesty. 7 kolei CB(H) jest so-gesty w B(H). Lemat 6.1.1 gwarantuje nam zatem
s-gestos¢ CB(H) w B(H) co konczy dowdd. Q.E.D.

Dla dowolnego podzbioru S C M przyjmijmy oznaczenie
Sy ={ae€S:a>0}. (6.8)
7 Lematu 6.1.7 wynika natychmiast nastepujacy wniosek:
Whniosek 6.1.8 W zbiorze
(DO x 1) NGy ={ (i) ' € DO). o' 2 0, [l + /()] < 1)
istnieje przeliczalny podzbior sx|| - ||-gesty.

Ustawmy pierwsze wspétrzedne elementéw owego gestego podzbioru w ciag {a },en-

Niech

o] 1 . 2
a = (Z 2—na; a%) . (6.9)
n=1

Oczywiscie a’ € M' oraz a’*> € D(n'). Istotnie: szereg

o0

1 7* 1
2 O
1

n=

jest zbiezny normowo, a zatem jest réwniez s-zbiezny. Dalej mamy

0" (@, @)l < e[l (an) I < 1,

a wiec szereg

o0

> ot
2n
n=1
jest zbiezny i z sx|| - ||-domknietosci 5’ wnioskujemy, ze a’*> € D(n') i

0 1 .
W) =) oon'(a) ).

n=1
Lemat 6.1.9 kera’ = {0}.

A



Dowéd: Jesli & € kerd’, to = € kera’®, a wiec na mocy (6.9) = € kera!, dla kazdego
n € IN. Ciag {a), }new jest s-gesty w {a’ € D(n’) : [|a|| 4 |['(a)|| < 1}, a D(n’) jest
s-gestym ideatem w M, a zatem x € ker b dla wszystkich b € M o odpowiednio malej
normie. Stad wynika juz, ze x = 0. Q.E.D.

Poniewaz a’ jest operatorem samosprzezonym mamy oczywiscie
Whniosek 6.1.10 «'H = H.
Lemat 6.1.11 &' € D(7’).

Dowéd: Dla kazdego k£ € IN niech H;, = H i niech

ﬁ:éﬁm

k=1
Zdefiniujmy przeksztalcenie
%ail’
~ 357 ~
a:H>z— eH
\/;_na;lx
Nietrudno sprawdzi¢, ze
2
s~ a/7
a co za tym idzie ||a'z|| = ||a’z|| dla wszystkich @ € H. Mozemy zatem zdefiniowa¢
czesciowa izometrie
V:H—H

~ 1 ~
ktadac V' =0 na <a’H> ,anaaH

Vidsr— dz

tak, ze zachodzi wzoér

a=Va. (6.10)
W zapisie macierzowym mozemy przedstawic V' jako wiersz

V:@Mm”>, v, € B(H), n€N.

xr

idla <x§> cH mamy
vV <§§> = Zvn:pn.
’ n=1

7 kolei dla x € H mamy
a'z = Va'z = i Lvna;x. (6.11)
n=1 \/2_7%

A



Wezmy dowolny operator unitarny u € M. korzystajac ze wzoru (6.10) mamy
wa'u = uValu (6.12)

Poniewaz o' € M' oraz {a],},ew C M’ mozemy przepisac (6.12) jako

; %vna;x = Vd'z = d'z = uduz = u* nz:; \/%vna;ux = ; %u*vnua;x
dla wszystkich * € H czyli
Va =d =udux =@ Vad,
gdzie u = diag(u,u,...). Oznacza to, ze V|~,; = w'Vu|~,. Z drugiej strony na

podprzestrzeni (c?’H)L mamy V = 0, wiec V = u*Vu, co jest oczywiscie réwnowazne
temu, ze u*v,u = v, dla kazdego n, a stad na mocy Wniosku 3.3.5

v, € M, n € IN.

Teraz korzystajac ze wzoru (6.11), pamietajac, ze D(n') jest lewym idealem, i ze
||va]| < 1 dla wszystkich n i uzywajac tych samych argumentéw, ktérych uzylismy
dowodzac, ze a’* € D(y') czytelnik z tatwoscia wykaze, ze o’ € D(y') oraz

a) =3 \/%n’(vna;)-

n=1
Q.E.D.
Lemat 6.1.12 Dia kazdego n € IN istnieje operator b, € M’ taki, ze
al =bd. (6.13)

Dowdd: Wykorzystamy definicje i oznaczenia z dowodu Lematu 6.1.11. Mnozac obie
strony réwnania (6.10) z lewej przez V* i poréwnujac odpowiednie elementy macie-
rzowe otrzymujemy

1

1
viad = —viv,d n € IN

\/2_nn 2nn n’

czyli
2nv*a’ = viv,al, n € IN. (6.14)

Zauwazmy, ze V*V jest rzutem H na g’H, a wiec z definicji zachowuje wszystkie
wektory postaci

Stad v¥v,a’ = a’ dla wszystkich n € IN. Teraz kladac b, = \/2"v* mozemy przepisaé
(6.14) jako (6.13). Q.E.D.

!

Na podstawie Lematu 6.1.12 1 faktu, ze ciag {(n,((l:, )>} jest gesty w
n nelN
(D(n")4+ x H) N Gy
tatwo wyciagnac nastepujacy wniosek:
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Whniosek 6.1.13 Zbior M'a’ = {b/a’ : b/ € M'} jest istolng dziedzing dla 7'

Niech €' C D(n') bedzie istotna dziedzina dla n’. Korzystajac ze Stwierdzenia 6.1.3 i
z konstrukeji o’ nietrudno wykazac, ze

a Dla wszystkich &' € C
() =) = ("ot =")
Teraz Wniosek 6.1.13 i warunek (6.2(1.)) dla n" daja nam

Whniosek 6.1.14

((Z) e G) = <a77'(a’) - m).

Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu gtownego twierdzenia.
Dowéd Twierdzenia 6.1.6: Definiujemy ciag parami ortogonalnych rzutéw

{p%}nelN c M

Py =X(d > 1),
p=X(2<d <L), n>=2

Zauwazmy, ze pl, = f,(a")d’, gdzie

Xy oo (t
fl(t):[l#[()7 tE]R.H
X[L7%[(t)
fn(t): n nt— , n>2, tEIR_|_,

a wiec w $wietle Lematu 6.1.11 i faktu, ze D(n’) jest lewym idealem mamy
{pl, }new C D(n'). 7 kolei z Lematu 6.1.9 nietrudno wywnioskowaé, ze

=1 (6.15)
n=1

Niech ©,, = n'(p! ). Poniewaz

/

P Sy = 00,0 (0,) = 0P, Py) = Oniny Oy

wektory {0, },ew sa parami ortogonalne, a ponadto wzér (6.7) pokazuje, ze
afl,, L afl,, dla ny # ny

dla wszystkich « € M. Zdefiniujmy odwzorowanie 1: M — H wzorem

3 a,||? < o
(<o) . 2, ot
y =1n(a) y =3 af,
n=1

Chcemy udowodnic, ze n = 1.
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Krok 1: “n C i7”. Niech a € D(n). Korzystajac z (6.7) i (6.15) mamy

> llaf|)* = ZHC“? Pl = ZHpn )= lln(a)]]* < oo
n=1

oraz
= plla) =Y ay'(p) =) a,.
n=1 n=1 n=1

Tym samym udowodniliémy, ze a € D(7) i j(a) = n(a) czyli n C 7.
Krok 2: “i C n”. Niech a € D(7). Wtedy

a'n(a) = a’i afl, = i a'a), = i ad'Q, = i aa'n'(pl) i an'(a'pl),
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

a poniewaz p! jest funkcja od o', dla wszystkich n € IN mamy

/

ap,=p,d, nelN
i korzystajac z (6.15) otrzymujemy

o0 o0 o0

= an(a'p) =Y an'(pla) = aply an“" an'(d')

n=1 n=1 n=1

o0

czyli na mocy Wniosku 6.1.14 a € D(n) in(a) = >, afd, = 7(a) i otrzymujemy 1 C 7.
n=1
Q.E.D.

6.2 Wagi i twierdzenie Haagerupa

Niech A bedzie C*-algebra. Wezmy a,b € Ag,. Powiemy, ze a > b, jesli istnieje ¢ € A
taki, ze a—b = ¢*c. Jeshi A jest algebr@ von Neumanna, to jest to powyzsza relacja “>”
jest identyczna z relacja wprowadzona przez (3.6). W analogii do (6.8) wprowadzmy
oznaczenie

Ay ={aeA:a>0}.

Definicja 6.2.1 Niech A bedzie C*-algebra. Wagq na A nazywamy dodatnio jedno-
rodne, addytywne odwzorowanie Ay — [0, 00].

Niech ¢ bedzie waga na C*-algebrze A. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

n, = {a€A:p(a*a) < oo},
N, = {a€ A:p(a*a) =0},
m, = span{a € Ay :p(a) < oo} = spannin,.

¢ przedtuza si¢ do dodatniego funkcjonatu liniowego na m,.
Stwierdzenie 6.2.2 n, jest lewym idealem w A.
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Dowéd: Zauwazmy, ze jesli a,b € Ay 1 a = b, to p(a) = ¢(b). Niech a € A, b € n,,.
Mamy

a < ||a]|*1. (6.16)

Mnozac obie strony nieréwnosci (6.16) z lewej strony przez b*, a z prawej przez b (taka
operacja zachowuje relacje “>”) otrzymujemy

b*a*ab < ||al|*b*b
i dlatego
p(ta*ab) <l (b7b) < .
Wezmy teraz a,b € n,. Mamy
(a+b0)(a+0b)=2(a"a+bb) —(a—b)(a—b) <2(a"a+ D),
a zatem

c,o((a + b)"(a + b)) < 2(99(61*@) + go(b*b» < 00
Q.E.D.

Uzywajac tych samych oszacowan, co w dowodzie Stwierdzenia 6.2.2 otrzymujemy
rowniez

Stwierdzenie 6.2.3 N, jest lewym idealem w A.

Mdéwimy, ze waga ¢ jest wierna, jesli N, = {0}. Ponadto moze sie zdarzyé, ze ¢
przyjmuje jedynie skoniczone wartosci. Wéwcezas n, = m, = A 1 méwimy, ze waga
@ jest skonczona. Mamy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ pomiedzy wagami
skonczonymi na A a funkcjonatami dodatnimi na A.

Niech ¢ bedzie waga na A. Oznaczmy przez H, uzupelnienie przestrzeni prehilber-
towskiej n, /N, z iloczynem skalarnym

(no(a)[ne(b)) = ¢(a”b),

gdzie n,: n, — n, /N, jest kanonicznym epimorfizmem. Dla a € A definiujemy ope-
rator liniowy m,(a): A — A:

To(a)ny(b) = ny(ab), a € A, bEng,.
Pamietajac, ze b*a*ab < b*(||a||*I)b = ||a||*b*b mamy
Ira @I = Ine(ab)? = (n(ab)ln(ab)
= p(brarab) <|alPe(b*b) = |lal*|In.(b)]I",

a wiec w,(a) rozszerza sie do operatora ograniczonego na H,. W ten sposéb otrzy-
mujemy reprezentacje (w,, H,) algebry A. Ponadto mamy

(ne(a)lme(b)ne(c)) = (a”be), b A, beeng. (6.17)

Argumentujac tak samo jak w dowodzie Twierdzenia 3.4.5 widzimy, ze tréjka
(7yy Hyymy) jest wyznaczona jednoznacznie z dokladnoscia do unitarnej réwnowaz-
nosci przez warunek 6.17.
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Otrzymana w wyniku przedstawionej powyzej konstrukeji reprezentacje nazywamy
reprezentacja GNS wyznaczona przez wage . Zauwazmy, ze jesli ¢ jest skonczona,
to n, = Ainyla) = afy,, gdzie Q, jest wektorem cyklicznym skonstruowanym w
Twierdzeniu 3.4.5. Z drugiej strony jedli istnieje w H,, taki wektor Q, ze n,(a) = af)
dla wszystkich a € n,, to mamy n, = A i Q jest wektorem cyklicznym dla 7, (A).
Niech M bedzie algebra von Neumanna. Wage ¢ na M nazywamy normalng, jesh dla
kazdego normowo ograniczonego, wzrastajacego ciagu uogdlnionego {a}ren C My
mamy

supp(ay) = ¢ (sup aA> :

AEA AEA

¢ nazywamy polskonczong, jesli ideat n, jest s-gesty w M lub réwnowaznie, jesli
podalgebra m, jest w-gesta w M.

Niech ¢ bedzie wierna, pélskonczona waga na algebrze von Neumanna M. Wéwczas
reprezentacja GNS algebry M zadana przez ¢ jest x-izomorfizmem, a wiec w szcze-
gélnosci jest morfizmem normalnym. Istotnie: jesli 7,(a) = 0, to ab € N, = {0} dla
wszystkich b € n,. Mnozenie z lewej przez ustalony operator jest operacja w-ciagta,
a ideal n, jest s-gesty, a zatem rowniez w-gesty w M. Stad ab = 0 dla wszystkich
be M czylia=0.

Okazuje sie ze jesli tylko waga ¢ jest normalna, to reprezentacja GNS zadana przez
@ tez jest normalna ([Stra] Th. 2.2). Podsumowujac powyzsze rowazania mamy

Twierdzenie 6.2.4 Niech ¢ bedzie wagqg na C*-algebrze A. Wowezas istnieje do-
kladnie jedna (z dokladnosciq do unitarnej rownowaznosci) trojka (v,, Hy,n,) taka,
Ze (wy, Hy) jest reprezentacjq A, any,: A — H, jest odwzorowaniem linowym na gesty
podzbior w H, taka, Ze zachodzi (6.17).

Ponadto jesli A jest algebrq von Neumanna i ¢ jest normalna, to m, jest morfizmem
normalnym, a jesli ¢ jest polskonczona i wierna, to w, jest x-izomorfizmem.

Niech M bedzie algebra von Neumanna i niech ¢ bedzie normalna waga na M. Okazuje
sie, ze normalnos¢ ¢ jest réwnowazna w-polciagltosci z dotu ([Haa] Th. 1.8), to znaczy,
ze jesli {by}rea C My jest w-zbieznym ciagiem uogdlnionym, to

© (l;g\l bA> < hgneknfc,o(bA).

Korzystajac z tej charakteryzacji mozemy udowodnic¢ nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 6.2.5 Niech M bedzie algebrq von Neumanna i niech o bedzie wierng,
normalng, polskonczong wagq na M. Wowczas odwzorowanie n,: n, — H, jest (po
utozsamieniu M z w,(M) ) wogolnionym wektorem cyklicznym i separujgeym dla M.

Dowéd: Nietrudno wykazac, ze warunki (6.2(1.)) i (6.2(2.)) sa spelnione. Pozostaje
wykazac, ze 1, jest odwzorowaniem sx|| - ||-domknietym. Niech {a)}rex C n, bedzie
ciagiem uogélnionym takim, ze

ay ——a € M, (6.18)
AEA
no(ay) — sy e . (6.19)

ACA
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Wéwezas z (6.18) mamy ay*ay —— a*a, natomiast z (6.19) widzimy, ze istnieja

Ao € A oraz dodatnia stata C' takie, ze

plaray) = lng(a)]* <, Az o, (6.20)
p((ax = ay)"(ax = ay)) = [Ine(ar) = ne(ay)|[* ———— 0. 6.21)
A,y €A

7 (6.20) oraz z w-pélciaglosci z dotu ¢ dostajemy

w(a*a) < hgneknfcp(m ay) < C,

a wiec a € n,. Teraz poniewaz
1n¢(a) =nll < llne(ax) = ne(@)ll + llng(ar) —nl
oraz

Ine(ar) =nll ——=10

ACEA

wystarczy zajaé sie wyrazem |[n,(ay) — ny(a)||. Korzystajac z (6.21) mamy

0 < pllas—a)(ar —a))
< liminfe((ay — ay)*(ay — ay))
~EA
< lirAneiAnflil;réknfcp((aA —a) (ay — ay))
< A%iwrenA‘P((aA — ay)"(ax — ay)) =0,
a to znaczy, ze n = n,(a). Q.E.D.

W ten sposéb wykazalismy, ze kazda wierna, normalna, polskonczona waga na alge-
brze von Neumanna zadaje pewien uogdlniony wektor cykliczny i separujacy dla tej
algebry. Ponadto mozna udowodnic, ze kazdy uogdlniony wektor cykliczny i separu-
jacy 1 dla algebry von Neumanna M zadaje wierna, normalna, pétskonczona wage ¢
na M dana dla a« € M} wzorem

o(a) = { (n(b)|n(b)) jesli istnieje b € D(n) taki, ze a = b*b,

+oo w przeciwnym przypadku.

W przypadku, gdy algebra M dziata w osrodkowej przestrzeni Hilberta fakt ten jest
nietrudna konsekwencja Twierdzenia 6.1.6.

Istnieje twierdzenie opisujace ogdlna strukture normalnych wag na algebrach von
Neumanna, jest to tak zwane Twierdzenie Haagerupa.

Twierdzenie 6.2.6 (Haagerup, [Haa]) Niech M C B(H) bedzie algebrq von Neu-
manna i niech o bedzie wagg na M. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. ¢ jest calkowicie addytywna, to znaczy, ze

o (Z ax) = e(a)

AEA AEA
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dla kazdego ciggu wogolnionego {a)}ren C My takiego, Ze > ay istnieje w slabej
AEA
topologii;

2. ¢ jest normalna;
3. ¢ jest w-polciggta = dotu;

4. ola) = supw(a) dla wszystkich a € M., gdzie F' jest pewnym zbiorem dodatnich
weF
funkcjonatow normalnych.;

5. pla) = > wyla) dla wszystkich a € My, gdzie {w,} er jest ciggiem wogol-
~er
nionym dodatnich funkcjonatow normalnych.

Dzieki Twierdzeniu 6.1.6 mozemy dla przypadku, gdy H jest przestrzenia oSrodkowa
latwo wykaza¢ implikacje “2. = 5.7, ktéra w potaczeniu z [Haal, Th. 1.8 daje pro-
sty dowdd twierdzenia Haagerupa dla algebr dziatajacych w osrodkowej przestrzeni
Hilberta i wiernych, poétskonczonych wag. W tym celu wystarczy potozy¢ I' = IN i
wp(a) = (Q,|7,(a),), gdzie {Q, e jest clagiem wektoréw takim, ze

ne(a) = Z To(a) .

Funkcjonaty {w,},en sa oczywiscie dodatnie jak i normalne, jako, ze kazdy z nich
jest ztozeniem morfizmu normalnego 1 funkcjonatu dodatniego, wo-ciaglego, a wiec
normalnego.

6.3 Teoria Tomity-Takesakiego dla wag

Okazuje sie, ze kazda algebra von Neumanna posiada wierna, potskonczona, normalna
wage (patrz [StZs] Sect. 10.14), a zatem kazda algebra von Neumanna posiada uogdl-
niony wektor cykliczny i1 separujacy. Fakt ten pozwoli nam uogdlni¢ teorie Tomity-
-Takesakiego z klasy algebr o-skonczonych na wszystkie algebry von Neumanna.
Niech M C B(H) bedzie algebra von Neumanna i niech  bedzie uogélninym wekto-
rem cyklicznym i separujacym dla M. Przyjmijmy oznaczenia

A, = D(n)* 0 D(n),
Ay = D'y 0 D(y’).

A, i A’ sa *-podalgebrami odpowiednio M i M’.

Lemat 6.3.1 Zbiory

=
G
|

= {n(a) :a € A},
D(Fy) = {n'(d'):d € A,}.

sq geste w H

Dowéd: Przypusémy, ze istnieje # € H ortogonalny do D(Sy). Wéwezas dla dowol-
nych a,b € D(n) mamy a*b € A, i

0 = (aln(at)) = (ala™n(b)) = (az|n(5).

=~y



Pamietamy, ze n(M) = H, a wiec ax = 0 dla wszystkich a« € D(n), a stad = 0. Tak

samo pokazujemy, ze D(Fy) = H.

Zdefiniujmy operatory antyliniowe H — H

Stwierdzenie 6.3.2 Mamy

Sy = I,
Fy = So.

Q.E.D.

(6.22)
(6.23)

Dowéd: Tak samo jak w dowodzie Stwierdzenia 4.2.1 pokazujemy, ze F' C S5, a co

za tym idzie

Fy C S;.

Wezmy x € D(S5) 1 niech y = S5x. Dla dowolnego a € A, zachodzi

(yln(a)) = (Sgeln(a)) = (Son(a)]x) = (n(a”)|2).

Rozwazmy operatory

Qo:1n(a) — ax, ae A,
Qg':n(a) — ay, ac A,

Teraz korzystajac ze wzoru (6.25) dostajemy dla a,b € D(n)
(n(0)|Qon(a)) = (n(b)ax) = (n(a"b)|z)

= (yln(b*a)) = (byln(a)) = (QFn(b)In(a)).

(6.24)

(6.25)

Poniewaz QF ma gesta dziedzine, operator Qg jest domykalny. Niech ' = Qq. Nie-

trudno sprawdzic, ze operator ten jest stowarzyszony z M’ to znaczy, ze

u* Q/u — Q/

dla wszystkich unitarnych v € M (patrz [StZs] Sect. 9.7). Jedna z konsekwencji tego

faktu jest to, ze jesli Q' = u'|Q’] jest rozktadem biegunowym ', to zaréwno u’ jak
i wszystkie rzuty spektralne |Q’| leza w M’ (patrz [Bra] Lem. 2.5.8). Wprowadzmy

oznaczenia

By o= X(0<[Q<n), nel,
Q/n = ulEan/7 n € IN

Mamy wéwczas (), € M’, a ponadto ¢/, € A, 1
n'(Q',) = uWE "z, n € IN,
n'(Q%) = Euy, n €N
Istotnie: dla dowolnego a € D(n) mamy
a'Bou"r = WL u"ar = o' B " Qon(a)

= u’E’nul*ul|Q/|77(G) = Q'.n(a),

~ q



a stad na mocy Stwierdzenia 6.1.3 @)',, € D(n’) i zachodzi (6.26). Podobnie dla do-
wolnego a € D(n)

aElny = Elnay = Ean/*n(a)
= E|Q'[u""n(a) = Q' nla),

co dowodzi (6.27). Teraz korzystajac z faktu, ze FE', ——— [ oraz
n — 0o

u'v"™ = X(|Q'] # 0) i ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje a. € D(n) taki, ze ||afa.x — 2| < ¢

widzimy, ze

lim #"(Q',) = «,
lim 7(Q") =¥,

astad x € D(Fp) i Fox = y czyli Fy C S35, co w polaczeniu z (6.24) dowodzi wzoru
(6.22). Dowéd wzoru (6.23) jest analogiczny. Q.E.D.

Zauwazmy, ze Stwierdzenie 6.3.2 jest wzmocnieniem Stwierdzenia 4.2.1, gdyz mozemy
wziaé n(a) = af). Podobnie jak w czedci 4.2 przyjmijmy oznaczenia

F =Ty,
S = So.

Ze stwierdzenia 6.3.2 mamy F' = 5* 1 [* = 5. Teraz mozemy zdefiniowa¢ operator
modularny A = F'S' i modularna inwolucje J jako operator antyunitarny w rozkta-
dzie biegunowym S = JAZ. Nietrudno sie przekonac, ze w obecnej sytuacji punkty
1.-3. Stwierdzenia 4.2.2 pozostaja prawdziwe 1 to z tymi samymi dowodami. Praw-
dziwe sa réwniez w tym ogdlniejszym przypadku Twierdzenie 4.2.3 1 Wniosek 4.2.5.
Jednoparametrowa grupe automorfizméw M dana przez

a— AtgAT ae M
oznaczamy symbolem o;. Grupa ta jest oczywiscie w-ciagla i ¢ o0 0] = ¢, a ponadto
mozna uogdlni¢ réwniez warunek KMS, mianowicie dla kazdej pary a,b € nj, N ny, ist-

nieje funkcja ' ciagla i ograniczona na pasku D; = {7z : 0 < Imz < 1}, holomorficzna
we wnetrzu D taka, ze

F(t) = ¢(o(a)b),
F(t+1) = ¢(bof(a)),
gdzie ¢ oznacza tu rozszerzenie wagi do funkcjonatu na m,. Tak samo jak w przy-

padku algebr o-skonczonych warunek ten jest wystaczajacy aby scharakteryzowac
grupe modularna zwiazana z :

Twierdzenie 6.3.3 ([Tak]) Niech o, bedzie w-cigglq, jednoparametrowq grupg au-
tomorfizmow M spelniajacq wogolniony warunek KMS wzgledem o takq, e poo] = ¢
dla wszystkich t € R. Wowczas oy = of dla wszystkich t € R.

6.4 Porownywanie wag

W tej czesci opiszemy pokrétce tak zwana metode macierzy 2 x 2 Alaina Connes’a
korzystajac jednak z wprowadzonego wyzej formalizmu uogdlnionych wektorow cy-
klicznych 1 separujacych.

-



Niech M C B(H) bedzie algebra von Neumanna i niech ¢y i @9 beda wiernymi, pét-
skonczonymi, normalnymi wagami na M. Oznaczmy przez 1y i 12 uogdlnione wektory
cykliczne i separujace zwiazane odpowiednio z wagami 1 1 3. Bedziemy rozwazac
nowa algebre von Neumanna

M= My(M)={(*%):a,b,c,d e M} C B(H)

gdzie H=HaoH®H®H, (patrz [StZs] Sect. 3.16). Na M definiujemy wage

A(40) =@+ e,

Nietrudno sprawdzi¢, ze ¢ jest wierna, polskoniczona, normalna waga na M. Niech n
bedzie uogdlnionym wektorem cyklicznym 1 separujacym M — H zwiazanym z waga
@. Dziedzina n wyglada tak:

D(n) ={(5 b2 )t a1, b1 € D(m), ag, by € D(n2)}

1 mamy

natomiast dziatanie M na H jest nastepujace:

(0=

Teraz wprowadzimy operatory S, J 1 A. Niech S5, .51 1 53 beda operatorami zwiazanymi
z wektorami i, 1 7y tak jak w czesci 6.3. S jest domknieciem operatora

771((a 771((2:)) 51771(&))

. mic m _ 1272

SO : n2(b — n2(c*) - So1mie) |0
n2(d n2(d*) Sama(d)

gdzie operatory Sis 1 531 sa domknieciami operatoréw

50,123772(5) '—>771(b*)7 be D(m)*ﬂD(nz),
50,21 : 771(0) — 772(0*)7 cEc D(n2)* N D(m)-

N NN

Inaczej mozemy S zapisa¢ w postaci macierzowej jako

00 0 S
Operator A definiujemy tak:
sr 0 S(’J‘ 0 S5 0 0 0
_ % _ 0 0 21 0 0 0 512 0
A=55= 0Sy, 0 0 (052100 :
0 0 0 S} 0 0 0 5
Stad
Al 0 0 O
_ [ 0 Ay 0 o0
A - < 0 0 A12 0 > Y (6-28)
0 0 0 A

=~



gdzie

Ay = S1S,
Ay = 53,5,
A = S5m0,
Ay = S35,

Mamy rozktady biegunowe
Sl - Lhﬁg,
San = Jndj,
Sz = JiuAl,
SQ — Jyﬁg

1 mozemy opisac operator J = SA~3

Jp 0 0 O

_ 0 0 Jio 0
J_<0J210 0)'

0 0 0 J

Niech ¢/, 0/ i 0/* beda grupami modularnymi zwiazanymi z wagami ¢, o1 1 pg:

T((2h) = A'm((1h))ATh e, (1f)eM,
1(@) = AlaAT", telR, ae M,
of*(d) = AYdAG", teR, de M.
Korzystajac ze wzoru (6.28) widzimy, ze

(6 0)=(%" )
(6 9)=(

oraz

(76 0))-

cooco OOOP
ooEo
»
N
[ V)
Eooo
~
-
=
TN
cooco
coOo~
cooco
o~oo
~—
TN
cool
ooEo
s
oo
[ V)
Eooo
~
|
o
=

Il
/\/\\

AtATH @ 0
1021 0 0 _ 0 ut
0 0ARBATY 0 0 ’
0o 0

0

gdzie u; = APAS" = ALATY € M jest oczywidcie operatorem unitarnym.

Definicja 6.4.1 Jednoparametrowq rodzing operatorow unitarnych {u;}ier nazy-
wamy pochodng Radona-Nikodyma wagi o1 wzgledem wagi oo 1 0znaczamy

ur = (D1: Dipa)y, t € 1R.

Pochodna Radona-Nikodyma ma wiele ciekawych 1 uzytecznych wlasnosci. Postaramy
sie opisa¢ niektére z nich. Zauwazmy, ze dzialajac o na obie strony réwnania

(o) (o) o) %)

i



i poréwnujac odpowiednie elementy macierzowe otrzymujemy
o?(a) = ujo{ (a)uy, 1€ TR. (6.29)

Podobnie dzialajac o/ na obie strony

o (0 I 0 wus us 0\ /0 [

g = =

s 0 0 0 0 0 0/\0 O
i poréwnujac odpowiednie elementy macierzowe dostajemy

Upps = 0 (ug)us = wpo (uy), t,s € IR. (6.30)

Korzystajac z tego, ze wagi @, 1 1 @9 spelniaja uogdlniony warunek KMS wzgledem

grup o/ ,0;" i o? otrzymujemy nastepujacy rezultat:

Stwierdzenie 6.4.2 Dla kazdego a € nj, Nny, i dla kazdego b € 7 N ng, islnieje
ciggla i ograniczona funkcja I zdefiniowana na pasku Dy, holomorficzna na Int Dy
taka, zZe dla wszystkich t € IR mamy

F(t) = pi(of (a)uib),  F(l+1) = pa(buso*(a)), (6.31)

gdzie p1 1 g rozszerzamy na my, ¢ My, odpowiednio.

({0 «a

~\0 0/~

(0 0

~\b 0/

Wiemy, ze istnieje ciagla i ograniczona funkcja F' zdefiniowana na pasku D, holo-
morficzna na Int Dy taka, ze dla t € IR

Fl) = <af(a)’z§> . Flt4i) =y (’&f@) .

Korzystajac z tego, ze
~ (0 I\ (0 0\ fa 0\ /[0 [
““t0 0/\o «) N0 0/\0 0

prostym rachunkiem pokazujemy, ze funkcja F' spelnia (6.31). Q.E.D.

Dowdd: Wezmy

N

>

Ze Stwierdzenia 6.4.2 wynika, ze jesli wagi @1 1 @9 sa skonczone, to dla dowolnego
a € M istnieje funkcja F' taka, ze

P(t) = pa(uea),  F(t+1) = giau).

co pozwala wyznaczy¢ funkcjonat py znajac 1 1 {u}brer-

Réwnania (6.29), (6.30) i istnienie funkeji F' takiej jak w Stwierdzeniu 6.4.2 wyzna-
czaja rodzine {u;}er jednoznacznie.

Rozwazmy nastepujacy przyktad: niech (Q, ) bedzie przestrzenia z miara probabili-
styczna i niech M = L>=(Q, u) C B(L*(Q,p)). Dla k = 1,2 niech

oulf) = / fdve,  f e L(Qup).
Q
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gdzie vy 1 vy sa miarami probabilistycznymi na ) absolutnie ciagtymi wzgledem p.
Woéwezas t — (dvy/dry)" spelnia (6.29) i (6.30) oraz teze Stwierdzenia 6.4.2, a stad
u; = (dvy/dvy )" i rodzina {u;}ier Wyznacza catkowicie pochodna Radona-Nikodyma
dl/z/dl/l .

Korzystajac z unitarno$ci {u; };er, z réwnania

Uprs = 07 (Ug)us
otrzymujemy wzor

Uppsts = o (uyg) (6.32)
i przyktadajac o7, do obu stron (6.32) i podstawiajac ¢ = —s dostajemy

u_s = o2l (ul), s € IR. (6.33)

—5 S

Mamy nastepujace, wazne twierdzenie:

Twierdzenie 6.4.3 (Connes, [Con] Th.1.8) Niech M bedzie algebrq von Neu-
manna, U — grupq elementow unitarnych M, a ¢ wierng, polskonczong wagq nor-
malng na M. Odwzorowanie ¢ +— (D D) ustala wzajemnie jednoznaczng od-
powiedniosé pomiedzy zbiorem mocno cigglych odwzorowan IR — U spelniajgcych
(6.29), (6.30) i (6.33), a zbiorem wszystkich wiernych, polskonczonych, normalnych
wag na M.

Prosta konsekwencja definicji pochodnej Radona-Nikodyma jest réwnanie
(D2 Dp1); ' = (Dpr: Dpa)y, (6.34)

natomiast uzywajac pojecia tak zwanej relatywnej pochodnej Radona-Nikodyma nie-
trudno udowodni¢ nastepujaca regute tancuchowa:

(Dgs: Do) = (Des: Dz )i(Doa: D), (6.35)
gdzie @1, 2 1 3 sa wiernymi, polskonczonymi, wiernymi wagami na M. Dla przy-

padku wag skonczonych (tj. funkcjonaléw dodatnich) wzory (6.34) i (6.35) sa bardzo
elegancko udowodnione w pracy [SLW2].
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7 Analityczne generatory grup
izometrii przestrzeni Banacha

7.1 Jednoparametrowe grupy i przedluzenia ana-
lityczne

Definicja 7.1.1 Dualng parq przestrzeni Banacha nazywamy pare przestrzeni Bana-
cha (X, F) wraz z biliniowym funkcjonalem

X XF 3 (v,¢)— (r,6)€C
takim, ze

el = sup [(z,¢)|, ze€X
Isl1=1

oraz

o]l = Hsup (z,9)|, ¢€F.

2l|=1

Stwierdzenie 7.1.2 ([CiZs] Prop. 1.2) Niech (X, F) bedzie dualng parq prze-
strzeni Banacha, D C CN zbiorem otwartym, a f: D — X funkcjg takq, ze dla
kazdego ¢ € F funkcja

D>3z+— (f(2),0) € C
jest holomorficzna. Wowcezas f jest holomorficzna w topologii normowej na X.

Jesli (X, F) jest dualna para przestrzeni Banacha, to odwzorowanie
Fo¢pr—(,0)€ X"

zadaje izomorfizm F 2z domknieta podprzestrzenia X* 1 mozemy moéwié o
o(X,F)-topologii na X.

Bedziemy rozpatrywali operatory liniowe ciagte w o( X, F)-topologii na X. Operatory
ciagte w o( X, F)-topologii i zdefiniowane na calej przestrzeni X nazywamy operato-
rami o(X, F)-cigglymi. Zbiér wszystkich o(X,F)-ciaglych operatoréw w X ozna-
czamy przez Br(X).

Stwierdzenie 7.1.3 Niech T' € Br(X). Wowczas T € B(X).

raya%



Dowdéd: Niech {z,},en bedzie ciagiem elementéw przestrzeni X zbieznym do 0 w
topologii normowej na X. Wéwczas

(Tt,, ) ——— 0, o e F,

n— oo

a wiec na mocy twierdzenia Banacha-Steinhausa mamy

sup [|[Tx,|| < oo,
nelN

a to z kolei implikuje ograniczono$¢ T (patrz [Rud] Th. 1.32). Q.E.D.

Niech S bedzie o( X, F)-gesto zdefiniowanym, o (X, F)-domknietym operatorem linio-
wym w X. Wéwezas istnieje o(F, X )-gesto zdefiniowany, o(F, X )-domkniety operator
ST w F dany przez

(o) = (S5 45)

(Sz,0) = (v,57¢), weD(S), ¢eD(S).

1 mamy

Ponadto nietrudno wykazaé, ze jesli S € Br(X), to ST € Bx(F) (patrz [Scha] Cor.
7.11 Sect. 2.1).

Definicja 7.1.4 Mowimy, Ze dualna para przestrzeni Banacha (X, F) ma wlasnosé
Kreina, jesli o( X, F)-domknieta powloka wypukla dowolnego zbioru o( X, F)-zwartego
Jest o( X, F)-zwarta.

Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Para (X, X*) wraz z kanoniczna forma bi-
liniowa jest dualna para przestrzeni Banacha majaca wlasnosé Kreina ([DuSc] Th.
V.6.4). Podobnie para (X*, X) jest dualna para przestrzeni Banacha majaca wta-
snos$¢ Kreina (twierdzenie Alaoglu).

Twierdzenie 7.1.5 (Arveson) Niech (X, F) bedzie dualng parq przestrzeni Bana-
cha majgeq wlasnosé Kreina. Niech Q bedzie lokalnie zwartq przestrzeniq topologiczng
Hausdorffa. Niech Q 3 w — x(w) € X bedzie o(x, F)-ciqglq i normowo ograniczong
funkeja. Zatozmy dalej, Ze p jest zespolong, reqularng miarq borelowskq na 0 o skon-
czonej wariacji. Wowcezas istnieje doktadnie jeden wektor x € X taki, Ze

(0:8) = [ ddute). s

Q

Dowdéd: Zatézmy na poczatek, ze ) jest przestrzenia zwarta. Zdefiniujmy funkcjonat
f na F wzorem:

1(6) = / (2(w), S)du(w), b€ F.

Funkcjonal f jest oczywiscie elementem F*. Aby wykaza¢ istnienie takiego wektora
r e X, ze

[(¢)=(z,9), o¢€F (7.1)

1



wystarczy wykazac, ze f jest ciagly w topologii Mackey’a 7(F, X)) na F, tj. topoplogii

zadanej przez rodzine pétmorm {p4}ace, gdzie € jest rodzina wszystkich niepustych,

o( X, F)-zwartych, absolutnie wypuktych podzbioréw przestrzeni X, a dla A € £
pa(¢) =supl{z,9)], oeF

€A

(patrz [Scha] Sect. 3.2).

Niech €' = {z(w) : w € Q}. C jest o(X, F)-zwartym podzbiorem X, a zatem zbiér
K={ x:XeC |A <1, € C} takze jest (X, F)-zwarty. Poniewaz para (X, F)
ma wtasno$¢ Kreina, to absolutnie wypukty zbior

A = conv KU(X’f)

jest o( X, F)-zwarty. Teraz dla ¢ € F mamy

F(@)] = ({@(w)

= HuHsup!H , >|\HuHsup|< O = llpllpale),
z€K €A

fl O)ll(w) < flpllsup [z, 9)]

zeC

a zatem f jest 7(F, X)-ciagly i istnieje x € X spelniajacy (7.1). Jedyno$c takiego x
wynika bezposrednio z Definicji 7.1.1.

Jesli przestrzen () nie jest zwarta, to korzystajac z regularnosci miary g wybieramy
ciag jej zwartych podprzestrzeni {2, },en taki, ze Q, C Q.41 dla wszystkich n € IN
oraz |p|(2\ Q) P— 0. Definiujemy funkqonaly {fa}nenw na F przez

nwwiﬂwwwwmw, bEF. meN

Qn

Powyzej udowodnili$my, ze istnieja wektory {z,},enw w X takie, ze

fn(¢):<l‘n,¢>, peF, nelN.

Pamietajac, ze funkcja w — x(w) jest normowo ograniczona nietrudno sprawdzié, ze
istnieje dodatnia stata D taka, ze dla wszystkich ¢

(@0, 0) — F(@)] < D[l (2\ Q).
Tak wiec

({20 = 2m, ) = Kan, 6) = (¥m, O)] = (24, 8) = () = ({xm, &) — F(9))]
< DI (1N Q) + [pl(Q\ Q) ——— 0.

n,m — oo

Stad

J— — N
o=l = sup e = w0 5mrmg O

czyli {x, }hew jest clagiem Cauchy’ego, a oznaczajac przez x jego granice mamy oczy-

wiscie (7.1). Q.E.D.

Jak zwykle wektor = skonstruowany w Twierdzeniu 7.1.5 oznaczamy

o= [ #to)dute)

Q

rareaY



Definicja 7.1.6 Jednoparametrowq  grupa w  Br(X) nazywamy  rodzine
U Z {Us}ier C Br(X) takq, ze

Uy = idy,
UtUS = Ut—|—57 S,t - R

Grupe U nazywamy o( X, F)-ciqgla, jesli odwzorowanie t — Usx jest o( X, F)-ciqgle
dla kazdego x € X. Z kolei U nazywamy grupqg mocno cigglq, jesli odwzorowanie
t — Uz jest ciggle w topologii normowey na X dla wszystkich x € X.

Rozwaza sie réwniez klasyfikacje jednoparametrowych grup w Br(X) ze wzgledu na
normy operatoréw {U;},er. Grupe U nazywamy ograniczong, jesli

sup || Uy]| < oo.
telR

W dalszym ciagu bedziemy zajmowali sie jedynie grupami izometrii przestrzeni X,
ale wszystkie rezultaty mozna bez przeszkod przeniesc na inne grupy ograniczone.
Dzieki Twierdzeniu 7.1.5 mamy nastepujace stwierdzenie (pojawiaja sie ono réwniez
w pracy [Arv] przy czym grupa IR jest zastapiona tam dowolna, lokalnie zwarta grupa
topologiczna):

Stwierdzenie 7.1.7 Niech (X,F) bedzie dualng parq przestrzeni Banzcha majgcq
wlasnosé Kreina, niech U bedzie o( X, F)-ciqglq, jednoparametrowq grupq izometrii
w Br(X). Niech p bedzie zespolong, reqularng miarq borelowskq na IR o skonczonej
wariacji. Wowcezas wzor

Axr = /Ut:zjd,u(t), re X
R
definiuje operator ograniczony na X. Ponadto jesli dualna para przestrzeni Banacha

(F, X) ma wlasnosé Kreina, to A € Br(X).

Dowdd: Odwzorowanie X 3 x — Az € X jest liniowe, a ponadto mamy

|Az|| = sup [(Az,¢)| < sup /|<Ut$7¢>|d|ﬂ|(t) < sup || Ul ||
llol]=1 ll¢ll=1 teR
Q

czyli A € B(X).

Zalézmy teraz, ze para (F,X) ma wlasno$¢ Kreina. Aby wykazac, ze A € Br(X)
wystarczy pokazaé, ze AT¢ jest o(X, F)-ciagly dla kazdego ¢ € F czyli w $wietle
punktu 1. Lematu 3.1.2, ze dla kazdego ¢ € F mamy AT¢ € F. Ustalmy zatem
¢ € F i zastosujmy Twierdzenie 7.1.5 do o(F, X)-ciaglej funkcji R > t — Ul¢ € F
(mozna to zrobic, gdyz zakladamy, ze dualna para przestrzeni Banacha (F, X) ma
wilasnéc¢ Kreina). Pokazuje ono, ze istnieje doktadnie jeden wektor ¢ € F taki, ze dla
kazdego x € X mamy

[t U dute) = ().
R
Jest jasne, ze AT = € F, co przy dowolnoéci ¢ daje nam A € Br(X). Q.E.D.

Podobnie jak w przypadku catkowania funkcji o wartosciach w X przyjmujemy ozna-
czenie

A:/m@@.

R

Faxs )



Stwierdzenie 7.1.8 Niech o(X,F)-gesto zdefiniowany, o( X, F)-domkniety operator
liniowy S bedzie taki, ze UpS = SU; dla kazdego t € IR. Wowezas jesli oznaczymy

A= [ v

R

to AS C SA. W szezegolnosci SA jest gesto zdefiniowany i AS = SA|ps)
Dowéd: Mamy dla dowolnego ¢ € D(S') iz € D(S)

(ASz,6) = [(UiSz, é)du(t)

= %<5Ut$7¢> p(?)
= ]1£ (Up, ST)du(t)t

co oznacza dokladnie tyle, ze Az € D(STY) = D(S) oraz ST Az = SAr = ASx.
Q.E.D.

Whiosek 7.1.9 Niech U bedzie o( X, F)-ciagla, jednoparametrowq grupq izometrii w

Br(X) i niech

R

Wowczas

USA = /Ut-l—sd,u(t) = /Utd,u(t — S), S € IR.
R R

Dowéd: Na mocy Stwierdzenia 7.1.8 mamy U; A|pw,) = AU, dla wszystkich s € IR,
ale D(Us) = X i w konsekwencji dla kazdego « € X zachodzi

UAx = AUz = /RUtUS:z;d/L(t) = /Ut+5xdﬂ(t) = /U(t):z;d,u(t —s), selk.
R R R

Q.E.D.

Twierdzenie 7.1.10 Niech U bedzie o( X, F)-ciagla, jednoparametrowq grupq izo-
metrii w Br(X) @ niech @ € X. Wowezas istnieje cigg {xn}tnew C X taki, Ze dla
kazdego n € IN funkeja f,: R 5t — Uiz, € X ma przedluzenie do funkcji calkowitej

C—-Xiz, ot o(X,F)-topologii. W szezegolnosci zbior X, elementow

calkowitych dla U jest o( X, F)-gesty w X.

+oo
:\/E/Utxe_m2dt.
T

A

Dowdéd: Zdefiniujmy



7 twierdzenia Lebesgue’a o zbieznoéci zmajoryzowanej i z (X, F)-ciaglosci U w 0
wynika, ze ciag {@,}nen jest zbiezny do & w o(X, F)-topologii. Z Wniosku 7.1.9

widzimy, ze
+oo
n —n(t—s)2
Usa,, = 1/ — Usze dt, s € IR,
T

a zatem funkcja catkowita

+ oo
Cozr—— \/E/ Utwe_n(t_z)2dt
™

jest rozszerzeniem funkcji t — Uz, czyli x, jest elementem catkowitym dla U dla

kazdego n € IN. Q.E.D.

Uwaga 7.1.11 Jesli U jest mocno cigglq grupq izometrii X, to elementy calkowite
tworzq zbior normowo gesty w X.

Zauwazmy, ze jesli przedtuzenie analityczne funkeji ¢ — Uz istnieje, to jest ono tylko
jedno, gdyz wszystkie funkcje rozszerzajace t — U,z musza pokrywac sie na IR, a
wiec sa sobie réwne.

Dla z € C; zdefiniuymy operator U,: X — X

Funkcja t — Ux przedtuza sie
. do funkeji f, ciagtej na pasku
(( ) € Graph(Uz)> — D, ={w:0 < Imw < Im 2z},
y holomorficznej na wnetrzu Dy, .
oraz y = f.(2)

Analogicznie definiujemy U, dla Imz < 0:

Funkcja t — Ux przedtuza sie
. do funkeji f, ciagtej na pasku
(( ) € Graph(Uz)> — D, ={w:0>Imw > Im=z},
y holomorficznej na wnetrzu Dy, .
oraz y = f.(2)

Jako, ze przedtuzenie analityczne funkcji ¢ — U;x jest jednoznaczne, tatwo widzimy,
ze U, jest operatorem liniowym, a Twierdzenie 7.1.10 gwarantuje, nam, ze jest on
ponadto o(X, F)-gesto zdefiniowany. 7 jednoznacznosci przedtuzenia analitycznego
wynikaja rowniez nastepujace stwierdzenia:

Dla kazdego t € IR mamy U,z € D(U.)
1. <:1; e D(Uz)> — ( e D) U . (12)

LS D(UZ1+Z2)
( Uzhzgg(% ) ) — oraz mamy . (7.3)
at . UZ1+Z2x = UZ2(U2’1$)

i 4



Ad 1.: Wzér
Dim:2 2 +— Uz € X
definiuje (jedyne) przedtuzenie analityczne funkcji
R 3> s+ Us(Ur) = Ugypa.
Q.E.D.

Ad 2.: U,z € D(U.,) oznacza dokladnie tyle, ze funkcja
R3>t— U(U,2) =Ussy
przedtuza sie do funkcji ciagtej na Dy ., , holomorficznej we wnetrzu Dy, .,. Wzor
Dimz, 32— Uy @ (7.4)
definiuje takie przedtuzenie. Ponadto widzimy, ze funkcja
Dimzy X Dimzy 3 (z,0) — Upp

jest (jako funkcja holomorficzna wzgledem kazdej zmiennej z osobna) holomorficzna
wzgledem zespolu zmiennych, a wiec w szczegolnosci funkcja

{z4+w:2€ Doy, W€ Doy} D Doyysy 20— U
jest holomorficzna i « € D(U,, +2,). Ze wzoru (7.4) mamy
Uspnr = U, (U, x).
Q.E.D.

Teraz mozemy zdefiniowa¢ centralny obiekt niniejszego rozdziatu

Definicja 7.1.12 Niech U bedzie o( X, F)-ciagla, jednoparametrowq grupq izometrii
w Br(X). Analitycznym generatorem U nazywamy operator U;.

Okazuje sie, ze analityczny generator grupy U jest operatorem o (X, F)-domknietym
(patrz [CiZs] Th. 2.4). Bardzo elegancki dowdd tego faktu, korzystajacy z konstrukeji
tak zwanej grupy transponowanej mozna znalez¢ w [Z1] (Th. 1.1). Naszkicujemy
dowdd domknietosci U; w topologii normowe;:

Niech {,}hew C D(U;) bedzie ciagiem zbieznym normowo do @ € X i niech ciag
{U;x }new zbiega normowo do y € X. Dla kazdego z € Dy korzystajac z (7.2) i faktu,
ze U, jest izometria dla kazdego t € IR dostajemy

|U.an, — Uy || < max{ ||z, — xull, |Vizn — Uiy |},
a wiec funkcje
Di>z— Uz,

tworza ciag Cauchy’ego w normie “sup”. Oznaczmy granice tego ciagu przez F'. Funk-
cja I jest oczywiscie ciagta na Dy i holomorficzna we wnetrzu Dy, a ponadto skoro

F(t) = lim Utxn = Utw,

tox e D(U;) i
Uix = F(i) = lim Uz, =y

n—oo

co pokazuje, ze operator U; jest normowo domkniety.

raysl



7.2 Spektrum analitycznego generatora

Niech U bedzie o(X, F)-ciagla, jednoparametrowa grupa izometrii w Br(X). W tej
czesci pracy zajmiemy sie badaniem spektrum analitycznego generatora grupy U.
Twierdzenie Stone’a nasuwa przypuszczenie, ze spektrum U; powinno zawierac sie w
IRy, ale nie jest to prawda w ogélnym przypadku. Kontrprzyktad mozna znalezé w
pracy [VD3]. Okazuje sie nawet, ze w interesujacych nas gléwnie przypadkach, gdy X
jest algebra von Neumanna, a U w-ciagta grupa automorfizméw X mamy zazwyczaj

Sp UZ =C
(patrz [ElZs]).

Ustalmy zatem dualna pare przestrzeni Banacha majaca wlasnosc¢ Kreina (X, F) taka,
ze para (F, X) réwniez ma wlasnoéé Kreina oraz U —o(X, F)-ciagta, jednoparame-
trowa grupe izometrii w Bz(X). Rozwazmy przestrzen Banacha Graph(U;) C X x X
oraz o(X,F)-domkniety operator A: Graph(U;) — Graph(U;) dany przez

(EiEh ) = (L 2as 0l ).

Bedziemy tez uzywac notacji macierzowej:

U, 0
s (UYY.

Okazuje sie, ze mimo iz spektrum U; moze by¢ cala ptaszczyzna zespolona, to mamy
zawsze Sp A C IR;. Aby to wykaza¢ zdefiniujmy dla kazdego p € C\ IR_ funkcje
F, = F,(t) wzorem:

1 e (1442) t(_lu)zt 1

Fit)=— | ——dbf = ———— telR C\R-.
M( ) I / (€E+,U)2 6_27Tt—17 S ” /’LE \

Zauwazmy, ze przy ustalonym p funkcja F), ma przedtuzenie analityczne na zbiér

C\ {£ni:n €N} idla0#t w tym obszarze mamy

Fo(t—20) +2uF,(t — 1) + p?F.(t) = 0. (7.5)
Wprowadzmy teraz operator liniowy ),: X — X
+oo
Q= / F,(t)Udt. (7.6)

Funkcja F), jest z definicji odwrotna transformata Fouriera funkcji klasy Schwartza, a
wiec sama tez jest klasy Schwartza i w szczegdlnoscei jest catkowalna, a zatem na mocy
Stwierdzenia 7.1.7 @), jest operatorem ograniczonym na X, a nawet @), € Br(X).
Niech x € X,. Policzmy

(QMU% +2uQu U + 1 Q, )
== f F UH_QZCEdt—I—QIM f F Ut-det‘l',u f F Utxdt

== fF UH_QZ(Edt—I—QIM fF Ut-det‘l',u fF Utxdt

CO C40

= fF (t — 2¢)Usedt + 2p fF (t — ) Uzdt + p? fF YUadt,

-



gdzie Cy, Cy 1 Cy sa zorientowanymi konturami w C, takimi jak na rysunku ponizej:

C
+31

\ﬁ Cs
T
./ Co

dana

Teraz korzystajac z (7.5) mozemy odjac¢ 0 od prawej strony (7.7) i biorac pod uwage
wlasnosci holomorficznosci funkeji podcatkowych otrzymamy
(QuUsi +2pQ,U; + NzQu)x
= [ Fu(t = 20)Uxdt +2p [ Fu(t — i) Uzdt + p* [ F,()Uzdt
02 C41 CO

— (f F.(t —=20)Uadt + 2p [ F (t — ) Usadt + ¢ [ Fu(t)Ut:z;dt>
Cs

02 C42

=2u [ F,(-0Uzdt+p* [ F,(t)Uadt
01—02 C _02

=2u [ F,(t —))Udt + p* [ F,(t)Usadt,
r r

gdzie I' jest zorientowanym konturem w C, takim jak na rysunku ponize;j:

C

-6 -5 —4 -3 -2 -1

Poniewaz funkcja t — F,(t — ¢)Usx jest holomorficzna w pasku {z:0 < Imz < 2},
mamy

Qﬂ/FM(t — ) Usxdt =0

r

i (7.7) przyjmuje postac

(QuUzi +2uQUi + Q) = p* / Fu()Usedt = p*2mi Res (1)U,
r

rare)



a przy tym funkcja ¢t — Uz jest holomorficzna (a wiec ciagla), a zatem

Res F,(H)Ux = lim(t — ) F,(1)Usx
t=1

= igr:l(t — ) F,(1) %151 Ux
= ResF,(1)lUix = Ui,
Tym samym wykazalismy, ze
(QuUszi +2uQ, Ui + 1" Q) = Uiz, w € X (7.8)

Bedziemy potrzebowali nastepujacego lematu:
Lemat 7.2.1 Zbior X, elementow catkowitych dla U jest istotng dziedzing dla U;.

Dowéd: Niech () € Graph(U;). Pokazemy, ze istnieje ciag {,}new C Xoo taki, ze
x, —— x oraz Uz, rymeed A o( X, F)-topologii. Istotnie: niech

n — 00
+oo
n )
Ty = 4] — Uyce™ " dt.
T
— 00

W dowodzie Twierdzenia 7.1.10 wykazalismy, ze x,, o T W o(X,F)-topologii.

Teraz korzystajac ze Stwierdzenia 7.1.8 mamy

+oo 400 too
Uixn = \/EUZ / Ut:lie_ntZ)dt _ \/E/ Utine_nt2dt _ \/E/ Utye_”t2dt
n T T

1 ten sam argument pokazuje, ze Uz, T YW o(X,F)-topologii. Q.E.D.

Na przestrzeni X x X wprowadzmy operator ograniczony

o _QM—I_%] _% p
RM_( 1@ Qu)

Poniewaz @, jest o(X,F)-ciagly, to E; tez jest o(X,F)-ciagly. Pokazemy, ze E;
zachowuje (X, F)-domknieta podprzestrzen Graph(U;) C X x X. Istotnie: niech
r € Xoo. Mamy

() - (% ) (0)- (e
Uiz qen Q. U <NQM + QMUZ'>$
Uzywajac wzoru (7.8) otrzymujemy
1 1 1 1
Uil —Qu+ ;] — ;QuUz’ = —Q.U:+ ;Uz’ - ;QMU% = (pQu+ Q.Ui)x,

a to oznacza, ze

R, (fo) € Graph(U);).

rara%



Teraz na mocy Lematu 7.2.1 1 o(X, F)-ciagloéci E; mamy
R, Graph(U;) C Graph(U;).
Mozemy rozpatrywaé zatem nowy o(X, F)-ciagly operator
R, = E|Graph(Uz‘)'

Wprowadzmy oznaczenie

Graph,_ = {(;j) € Graph(U;) : z,y € Xoo} :

Na podstawie analogicznego rachunku do przeprowadzonego w dowodzie Lematu 7.2.1
nietrudno wykazac, ze Graph  jest istotna dziedzina dla A. Mamy nawet nastepujacy,
mocniejszy rezultat

Stwierdzenie 7.2.2 Dla kaidego () € D(A) istnicje cigg {(yr)},en C Graph,

taki, ze
() 7== () "
Yn) N — 00 \VY
A ("””) LA (“’) . (7.10)
Yny) T — 00 y
Lemat 7.2.3 Dla kazdego () € Graph
(A+uD)R.(y) = (4),
Ru(A+pl)(y) = ()

Dowéd: Policzmy

x B —-Q,.+ 3 —-1Q, Uiz 4+ px
By <A + ’ul) (Uﬂ?) N ( 1@, ' CM)M Ugie + pUsx
_ <<—QMU¢ + %Ui —pQ,+1I— %QMU% — QuUi>$>
<IMQMUi + NQQM + Q. Uz + NQMUZ'>$

I R pdored AN

(QuUsi + 20QuU; + 12Q,) U

Natomiast wzor

(A + ul)R, ((ﬂ) = (UZ)

wyprowadzamy tak samo, uprzednio korzystajac ze Stwierdzenia 7.1.8. Q.E.D.

Lemat 7.2.4 Mamy R,Graph(U;) = D(A).



Dowéd: Krok 1: “R,Graph(U;) C D(A)”. Wezmy () € Graph(U;). Wéwczas na
mocy Lematu 7.2.1 istnieje ciag {( 57 ) }nen taki, ze

(7)==

w produkcie o(X, F)-topologii. Dzieki o(X, F)-ciagloéci R, mamy

w () 7== ()
Yo) n— o y

Dalej patrzac na Lemat 7.2.3 mamy

e (3) = () 5= ()

a wiec z domknietoSci operatora (A + ul)

D(A),

R, (3) € DA+ ul) =
~(3). (7.11)

(A4 pl)Ry(y)

W szczegdlnosci R, Graph(U;) C D(A).
Krok 2: “R,Graph(U;) D D(A)”. Niech () € D(A). Wezmy ciag {( 4 )},en C
Graph_, taki, jak w Stwierdzeniu 7.2.2. 7 Lematu 7.2.3 mamy

Ry (A + ) (;":) ~ (“’”) . nel, (7.12)

YUn

przy czym na mocy wzoru (7.9) prawa strona (7.12) dazy w produkcie

o(X,F)-topologii do (y), a lewa strona (7.12) dazy do R, (A + ul)(y). Zatem

Ry (A + pl) (”;) = (i) . (7.13)

W szczegdlnosei (3 ) € R,Graph(U;) i w konsekwencji R,Graph(U;) D D(A). Q.E.D.

Biorac pod uwage Lemat 7.2.4 oraz wzory (7.8) i (7.13) otrzymujemy nastepujace
stwierdzenie:

Stwierdzenie 7.2.5 Operator R, jest rezolwentq operatora A w punkcie
—p € C\ Ry, to znaczy, zZe

dla kazdego (‘5) € D(A) mamy R, (A + pul) (:;) _ (:1;)

Y

oraz

dla kazdego (i) € Graph(U;) mamy R, (”5) € D(A) i (A+ ul)R, (i) = (“’) .

Y




Whniosek 7.2.6 Niech (X, F) bedzie dualng parq przestrzeni Banacha majgeq wla-
snos¢ Kreina takq, Ze dualna para przestrzeni Banacha (F, X)) tez ma wlasnosé Kre-
ina. Niech U bedzie o( X, F)-ciqgla, jednoparametrowq grupq izometrii w Bz(X) i
niech U; bedzie jej analitycznym generatorem. Oznaczmy przez A amplifikacje U; na

Graph(U;):
Ui 0
A= ( ! U)

Wowczas

Ponadto rezolwenta operatora A w punkcie —p € C\ IRy dana jest wzorem

_Qu +ol — K
A.—py) = = I p
B —p) = B, ( qen Qu ) 7

gdzie operator ), € Br(X) dany jest przez (7.6).

7.3 Wzor Cioranescu-Zsido

W pracy [CiZs] loana Ciordnescu i Laszlé Zsidé udowodnili, ze jesli U jest
o(X,F)-ciagla, jednoparametrowa grupa izometrii w Bz(X), to dla kazdego ¢ € IR
mozemy wyznaczy¢ U; uzywajac jedynie analitycznego generatora grupy U. Innymi
stowy analityczny generator determinuje grupe. W niniejszym podrozdziale wypro-
wadzimy ten sam wzér na U; co Cioranescu 1 Zsidé z ta réznica, ze dzieki Wnioskowi
7.2.6 bedziemy uzywali jedynie operatoréw ograniczonych.

Ponizszy lemat zostal zainspirowany przez [Ped] Prop. 1.3.8.

Lemat 7.3.1 Dla kazdego t € IRy \ {0} i dla kazdego o € C takiego, 7e 0 < Rea < 1
mamy

o0

/,ua_l(t + ) Hdp. (7.14)

0

0 sin 7o

s

Bedziemy starali sie wykorzystaé¢ wzor (7.14) podstawiajac nieco zmodyfikowany ope-
rator A w miejsce t. Uzyskana w ten sposéb “utamkowa potega” operatora A da nam
w granicy —ta — t € IR operator U;. Konstrukeja ta byta juz stosowana przez A. V.
Balakrishnana w pracy [Ball, ale przy nieco mocniejszych zatozeniach.

Zauwazmy, ze przepisujac definicje funkeji F), w nastepujacy sposéb:

B 1 tluite—ﬂ't B tluit—l

- =27t mt __ ,—7t
ul—e € €

Fu(t)

tatwo otrzymamy tozsamosé

EL() 4 P — 1) = it (7.15)

e?T'Z _ e—?TZ

dla z w obszarze holomorficznosci F,.



Niech Pry: X x X — X bedzie kanoniczna projekcja na pierwsza wspotrzedna. Wezmy
(v)=(vx) € D(A). Zajmiemy sie wyrazeniem

Prq (A + ,u]>_1A (i) =P, R,A (wa> = pQur + Q. Uiz,
Pamietajac, ze dla kazdego zespolonego z takiego, ze 0 < Im z < 1 mamy

lim F,(z4+1t)=0

|t|—>oo

telR
obliczamy
pQur + Q Uiz = f wF, (U dt + f F,()Ugxdt
1400

= f pF, () Uy xdt + f F.(r—0)U,xdr
ir+4oo ir+4oo

= [ pFu)Uxdz+ [ Fuz—1)U.adz (7.16)
17400 715 17400 iy

= f <IMFM(Z) + FM(Z o 1)>szdz = f ejri effz dz
T iy, e L it

= | St = g7 [ e dt,

gdzie r jest dowolna liczba z przedziatu |0, 1[. Poniewaz U;,x € X, norma catki po
prawej stronie (7.16) jest skonczona dla kazdego r, a wiec dla kazdego r €]0, 1] istnieje
dodatnia stata C, taka, ze

[ Pra(A 4 D)7 A G = [uQur + QuUia]) < 5 C (1.17)
Rodzina oszacowan (7.17) zapewnia nam zbieznos¢ catki Bochnera (patrz [Yos] Sect.
V.5)

+oo
[ e ena s i) A G dg, (7.15)

0

gdzie a jest dowolna liczba zespolona taka, ze 0 < Rea < 1. Istotnie: aby uzyskac
zbieznos¢ catki (7.18) w oo stosujemy (7.17) z r > Re o, natomiast zbieznosé (7.18) w
0 dostajemy z oszacowania (7.17) z r < Rea. Tym samym wykazalismy, ze operator
liniowy

+oo
sin Tov
D(8) 3 (5) — T8 [ Pt u) A e X
0
jest dobrze zdefiniowany. Uzywajac podstawienia v = —iz mozemy (7.16) przepisac
tak:
IMQMx —I_ QMUZw = f ﬁldv = - f e””—ngfrv dv
4100 rtico
r+100 — 7+100 o
= T i—dv = % J Tﬁxdv

=100 =100



Teraz biorac ¢ € F mamy

(Pro(A+pul)T'A(y), ¢) = (1Que + QuUiz, )
= J}“”Mdv

21 sin v
=100
r+100
N
- 2m f sin 7T'U <wa7 ¢>

=100

74100
= f r <51n7rv wa7¢>>

TZOO

czyli odwzorowanie
Ry 5 p— (Pri(A+ul)7'A(5),6) €C (7.19)

jest odwrotna transformata Mellina funkcji

{z:0<Rez<1l}30v+— (U, ¢) € C, (7.20)

sin Tv

a ponadto na mocy [Doe] Kap. 6, §8, Satz 3 (7.20) jest transformata Mellina (7.19) i
w konsekwencji

. +OO
(U, 0) = = [ Pra(S 4 a8 G o)

0

dla dowolnego ¢ € F. Stad

+oo
[ r A DA G

0

sin Tv

Uy, =

s

dla kazdego v takiego, ze 0 < Rev < 1. W szczegdlnosci dla z € Int Dy

. +(>O
U,z = 2 / T Py (A + D) TEA () dp
0

dla wszyskich # € Pry D(A) = D(Uy; ), a ponadto

. +OO
Ui = lim ST / LT P (A 4 ) TA (2 . (7.21)
mz> ™
z—1 0

Réwnanie (7.21) wyznacza catkowicie operator Uy, gdyz na mocy Twierdzenia 7.1.10
zbidr D(Uy;) jest o( X, F)-gesty w X. Wzdr (7.21) nosi nazwe wzoru Cioranescu-Zsido.
Po raz pierwszy pojawt sie on (w nieco innej formie) w pracy [CiZs] (Th. 4.2).

W przypadku gdy grupa U jest mocno ciagla (co na przyklad ma miejsce gdy U jest
o(X,F)-ciagta i F = X*) mozemy wszystkie wyniki rozdzialu 7 przepisac zastepujac
o( X, F)-topologie topologia normowa (patrz Uwaga 7.1.11).

Nalezy rowniez wspomniec, ze dzieki wynikom zawartym w pracy [Z2] teoria analitycz-
nych generatorow jednoparametrowych grup izometrii przestrzeni Banacha znalazta
zastosowanie w teorii grup kwantowych (patrz [SLW3], [SLW4]).



8 Analityczny generator grupy
automofizmoéow modularnych

8.1 Funkcjonaly normalne

W dowodzie Twierdzenia 4.1.3 wspomnielismy, ze kazdy w-ciagly funkcjonat dodatni
jest normalny. Okazuje sie, ze jest zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne, mianowicie
jesli ¢ jest dodatnim funkcjonalem na algebrze von Neumanna M C B(H), to mamy

( ¢ Jost ><:>< ¢46St > (8.1)
normalny w-ciagly

(patrz np. [Sak] Th. 1.13.2). Dalej mozna udowodnic, ze kazdy w-ciagly funkcjonat na
M jest kombinacja liniowa czterech w-ciaglych funkcjonaléw dodatnich (patrz [Sak]
Th. 1.14.3), a wiec uzasdnione jest nazywanie wszystkich elementéw M, funkcjona-
tami normalnymi. Korzystajac ze wzoru (8.1) widzimy, ze dla wszystkich ¢ € M,
mamy

supay | = lim¢(a 8.2
o (supar) = limotan) (8.2
gdzie {a)}ren C My jest dowolnym wzrastajacym, normowo ograniczonym ciagiem
uogélnionym. Ponadto réwnoséé (8.2) moze stuzy¢ jako réwnowazna charakteryzacja
elementow M. (patrz [Ped] Sect. 3.6.1).
Nietrudno udowodnié¢, ze odwzorowania a +— a*, a +— abi a +— ba dla a,b € M sa
w-ciagle, a korzystajac z tego mozemy wprowadzi¢ na M, strukture *-bimodutu nad
M. W czesci 3.4 wprowadzilismy operacje sprzegania funkcjonatéw:
M. > — " € M,,
*(a) = p(a¥), a€ M.

Mnozenie funkcjonatéw normalnych przez elementy M definiujemy w nastepujacy
sposob:

(a)(c) = W(ca), a,ceM,

(¥b)(c) = v(be), b,c e M.
dla ¢ € M.,. Latwo sie przekona¢, ze M, staje sie ze zdefiniowanymi wyze] dziataniami
*-bimodutem nad M czyli, ze dla a,b € M 1 ¢, € M, mamy

a(¢+v) = ad+ay,
(a+b)yp = ap + by,
(ab)yp = a(by),
(a)” = ra”, (8.3)
Ié = ¢.



Dzieki wzorowi (8.3) mamy oczywiscie analogiczne wzory dla mnozenia funkcjonaléw
z prawe] strony przez elementy algebry M.
Niech ¢ bedzie funkcjonatem normalnym, dodatnim na M. Zbiér

Ny=H{a e M : ¢(a’a) =0}

jest w-domknietym lewym ideatem w M, a wiec na mocy [StZs] Cor. 3.21 istnieje
rzut p € M taki, ze Ny, = Mp. Rzut s(¢) = [ — p nazywamy nosnikiem funkcjonalu
¢. Mamy

s(¢)¢ = ¢s(¢) = ¢.

Okazuje sie, ze p jest najwiekszym (w sensie relacji “<”) rzutem sposéréd wszystkich
takich rzutéw ¢, ze ¢(q) = 0 (patrz [Sak] Sect. 1.14). Dla dowolnego elementu ¢» € M.,
definiujemy nastepujace obiekty:

Ly = {aeM:ap=0},
Ry = {a€ M :va=0}.

Ly 1 Ry sa w-domknietymi podzbiorami M, a ponadto Ly jest lewym, a [, prawym
ideatem w M. Istnieja zatem rzuty pr,pr € M takie, ze

L¢ = MpL,
R¢ == pRM.

Podobnie jak w przypadku funkcjonatéw dodatnich py, 1 pr sa najwiekszymi rzutami
w M sposréd takich rzutéw ¢, ze odpowiednio ¢i» = 01 t»g = 0. Dalej definiujemy
lewy nosnik funkcjonatu < jako l(¢) = I — pr, i prawy nosnik funkcjonalu 1 jako
r(v) = I — pr. Oczywiscie zachodza wzory

() = o,
() = .

Zauwazmy, ze ze wzoru (8.3) wynika, ze [(10) = r().

Stwierdzenie 8.1.1 Niech 1 € M, bedzie funkcjonatem dodatnim. Wowcezas

Dowéd: Wystarczy wykazaé, ze [(10) = s() czyli, ze

pr=1—1())=1~-s()=p.

Mamy

Y(pr) = (prv)(I) = 0,

a wiec pr, < p, a z drugiej strony

[(pv) (a)* = [ib(ap)* < ¥(a“a)y(p) =0

dla wszystkich ¢ € M, a wiec p < pr. Q.E.D.



Lewe i prawe no$niki mozna réwniez definiowac¢ dla operatoréw. Niech a € M.
oznaczmy przez n(a) rzut na kera. Dalej zdefiniujmy prawy nosnik operatora a jako
r(a) = I — n(a), natomiast lewy nosnik operatora a zdefiniujmy jako rzut na afl i
oznaczmy przez [(a). Poniewaz n(a) = X(|a| = 0), a I(a) = r(a*) widzimy, ze

n(a),l(a),r(a) € M.

W 1958 roku Shoichiré Sakai udowodnit nastepujace, wazne twierdzenie pozwalajace
sprowadzi¢ wiele zagadnien dotyczacych funkcjonatéw normalnych do badania funk-
cjonatéw normalnych, dodatnich:

Twierdzenie 8.1.2 ([Sak] Th. 1.14.4) Niech ¢ bedzie funkcjonalem normalnym
na algebrze von Neumanna M. Wowczas istnieje dokladnie jedna para (v, ¢) ztoZona
z ezesciowej izometrii (patrz [AkGI] §41) i@ funkejonatu normalnego, dodatniego taka,
ze

= 09,
v = s(9).

Przez analogie do twierdzenia o rozkladzie biegunowym dla operatoréw domknietych
Twierdzenie 8.1.2 nazywamy twierdzeniem o rozktadzie biegunowym dla funkcjonatéw
normalych. Pare (v, ¢) taka, ze ¢ = v¢ i v*v = s(¢) nazywamy odpowiednio faza i
wartoscia bezwzgledna funkcjonatu . Uzywamy réwniez oznaczenia ¢ = [1|.

Niech  bedzie funkcjonalem normalnym na M iniech ¢ = v|i| bedzie jego rozktadem
biegunowym. Wéwczas na mocy [Dix2] Ch. 4 Prop. 6 mamy * = v*|¢)*|. Udowodnimy
teraz kilka tatwych lematéw.

Lemat 8.1.3 Niech ¢ bedzie wiernym funkcjonalem normalnym, dodatnim na M i

niech a« € M. Wowczas
<agb:0> = <a:0>.

Dowéd: “=". Jedli agp = 0, to ¢(a*a) = (aqﬁ)(a*) = 0, co na mocy wiernosci ¢
implikuje a = 0. Q.E.D.

Lemat 8.1.4 Niech a bedzie odwracalnym elementem M i niech ¢ bedzie wiernym
funkecjonatem normalnym, dodatnim na M. Niech

a = ulad] (5.4)
bedzie rozktadem biegunowym ad. Wowezas u jest operatorem unitarnym.

Dowéd: Pomnézmy obie strony (8.4) z lewej strony przez (I — uu™). Poniewaz u jest
czeSciowa izometria, mamy uu*u = u, a wiec

(I —uu™)agp =0
1 na mocy Lematu 8.1.3

(I —uu™)a = 0. (8.5)



Mnozac obie strony (8.5) z prawej przez a™! otrzymujemy
uu” = 1. (8.6)
Teraz mnozac obie strony réwnania

(ag)" = ¢a” = u”|¢a”|

1 *

7z prawej przez a* 7, a z lewej przez (I — u*u) i pamietajac o tym, ze v uu* = u

otrzymujemy
(I —uu)p=0
i korzystajac ponownie z Lematu 8.1.3 dostajemy
w'u =1,

co w zestawieniu z (8.6) daje teze. Q.E.D.

Stwierdzenie 8.1.5 Niech ¢ bedzie normalnym funkcjonalem dodatnim, wiernym na
M. Wowczas

l(ag) = l(a)
Dowéd: Wiemy, ze l(ap) = I — pr, gdzie pr jest najwiekszym rzutem takim, ze
pra¢ = 0. 7Z Lematu 8.1.3 widzimy zatem, ze py, jest najwiekszym takim rzutem, ze
pra = 0 czyli, ze a*pr, = 0. Stad pr, = n(a*) i otrzymujemy
lagp)=1—pr=1—n(a")=r(a") =1(a).

Q.E.D.

8.2 Pewien podzbior M x M

Niech ¢ bedzie wiernym stanem normalnym na algebrze von Neumanna M. Bedziemy

o= {(2) <acatas -t

./4 = PI’l G,
B PI’Q G

rozwazacé zbidr

Przyjmijmy oznaczenia

7 Lematu 8.1.3 wynika natychmiast nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 8.2.1 G jest wykresem w-domknigtego odwzorowania liniowego

M — M o zerowym jodrze. Mamy D(c) = A oraz o(A) = B.

7 faktu, ze M, jest *-bimodulem nad M wynika réwniez



Stwierdzenie 8.2.2 A jest podalgebrq w M zawierajgeq centrum Z(M) i dlaa,b e A
mamy

o(ab) = o(a)o(b).

Ponadto dla kazdego a € A mamy o(a)* € A

W szezegolnosci A jest algebrq z inwolucjq dang przez
A>ar—a® =0o(a)" € A

Whniosek 8.2.3 Mamy B = A*. W szezegolnosci B takze jest algebrq z inwolucjq
dang prez B € b b = ((b*)%)* € B.

Lemat 8.2.4 Niech a € A i niech a bedzie odwracalny w M. Niech o(a) rowniez
bedzie odwracalny w M. Wowezas a™' € A oraz o(a™) = o(a)™t.

Dowdéd: Pomnézmy obie strony rownania
ap = ¢o(a)
! a z prawej przez o(a)~". Otrzymujemy
16 = dola)
czylia* € Aio(a™t) =o(a)™. Q.E.D.

z lewej strony przez a~

Wprowadzmy oznaczenie V na zbior elementéw dodatnich w *-algebrze A:
V ={a*a:a € A}.

7. tozsamosci polaryzacyjnej

3
1
a®h = —ZZi’“(b— Fa)* (b —i"a)
k=0
tatwo wnioskujemy, ze
A =span V.

Przyjmijmy, réwniez oznaczenie
W=A{aeM:ap >0}

Poniewaz funkcjonaty dodatnie sa samosprzezone, mamy W C A oraz o(a) = a* dla

kazdego a € W.
Stwierdzenie 8.2.5 Mamy V C W. Ponadto dla kazdego a € A mamy

a*Va C 'V,
atFWa C W.



Dowéd: Niech a = b#b dla pewnego b € A. Mamy
a¢ = b*bo = o (b)*bé = o (b)*go(b) = 0

jako, ze ¢ > 0. Druga czes¢ tezy wynika z prostych algebraicznych wlasnosci V' 1 z
faktu, ze jesli agp > 0, to

b*abg = o(b) ada(b) = 0.
Q.E.D.

Zauwazmy, ze W jest stozkiem w A o tej wlasnoéci, ze W N (—=W) = {0}. Ponadto
jako, ze V.C W mamy A = span W.

Stwierdzenie 8.2.6 Niech a bedzie odwracalnym elementem M. Wowcezas istnieje
operator unitarny u € M taki, Ze

ua,(u*a)”t € W. (8.7)
Dowdd: Niech
46 = ulad (35)

bedzie rozkladem biegunowym a¢. Na mocy Lematu 8.1.4 u jest unitarny. Mnozac
obie strony (8.8) z lewej przez u* widzimy, ze

ua € A, o(u*a) = a*u.

Ponadto u*a¢ = |ag| > 0, wiec u*a € W. Poniewaz u*a oraz a*u sa odwracalne w M,
na mocy Lematu 8.2.4 mamy (u*a)™! € A. Zauwazmy, ze jesli b jest takim elementem

odwracalnym, ze b¢ > 0, to bp = (bo)* = ¢b* > 01
b1 = b7l (0*) 7 = b7 1eb (b7 = 0.
Tak wiec postawiajac b = u*a otrzymujemy (8.7). Q.E.D.

Metoda konstrukcji elementéow W C A uzyta w dowodzie Stwierdzenia 8.2.6 nie
wymaga aby a byt operatorem odwracalnym. Istotnie: niech a bedzie dowolnym ele-
mentem M. Niech

a6 = vlag] (8.9)

bedzie rozktadem biegunowym a¢. Wowczas mnozac obie strony (8.9) z lewej przez
v* otrzymujemy

viag = v'vlag| = s(lag|)|agd| = |ag| = 0.

Oznacza to, ze dla dowolnego a € M znajdziemy czeSciowa izometrie v taka, ze
v'a € W C A. Do tego zauwazmy, ze mnozac obie strony (8.9) z lewej przez (I — vv*)
otrzymujemy

(a —vva)g = (v —vv™v)p =0,
a wiec na mocy Lematu 8.1.3
a=vv'a. (8.10)
W szczegdlnosci oznaczajac aw = v™*a mamy
a = vaw,

gdzie aw jest elementem ze stozka W.

OMN



Twierdzenie 8.2.7 Niech a bedzie dowolnym elementermn M. Wowcezas istnieje do-
kladnie jedna para (v,aw) zloZona z czesciowej izometrii i elementu stozka W taka,
ze

a = wvawy,
v = l(aw), (8.11)
o™ = (a).

Dowdd: UdowodniliSmy juz, ze kazdy element ¢ € M ma przedstawienie postaci
a = vay,

gdzie awy = v*a € W, a v jest czeSciowa izometria wystepujaca w rozktadzie biegu-
nowym

ap = vlag|.
Ze Stwierdzen 8.1.1 1 8.1.5 wiemy, ze
vo = s(lagl) = I(Jag]) = l(v7ag) = (v7a) = l(aw).

Tak jak juz wspomnielismy w czesci 8.1 [Dix2] Ch. 4, Prop. 6 méwi nam, ze jesli v jest
faza w rozkladzie biegunowym pewnego ¢ € M., to faza w rozktadzie biegunowym
Y™ jest v*. Tak wiec

vo” = s(|(ag)?]) = s([ga”])
Réwnanie (8.10) oznacza, ze vv* = l(a), ale z drugiej strony wiemy, ze
ot = s(lga) = 1~ p.

gdzie p jest najwiekszym rzutem sposréd wszystkich takich rzutéw ¢, ze

|¢a”|(q) = 0.
Poniewaz mamy

¢a” = v*[ga’],
to oczywiscie

|pa™| = voa”.
Policzmy teraz

|6a”|(n(a")) = (véa”)(n(a”)) = é(a"n(a”)v) = 0,
a zatem n(a*) < p. Oznacza to, ze
la)=r(a")=T—n(a") =21 —p=vv,

a wiec [(a) = vv™.
Dla dowodu jednoznacznosci rozkladu (8.11) zalézmy, ze a« € M ma przedstawienie

a = vay, (8.12)

D1



takie, ze ay € W oraz

T = law),

vt = l(a).
Mnozac obie strony (8.12) z lewej przez v* otrzymujemy
v'a = aw € W.
Stad
b =0"ap =aw¢ =0,
a poniewaz v0* = l(a), to pomnozenie obu stron réwnania
h="v"ag
z lewej przez v daje
ap = v, (8.13)
przy czym b = 0, a ze Stwierdzen 8.1.5 1 8.1.1 wynika, ze
5% = l(aw) = I(7°a) = [(Fad) = s(5"ad) = 5(1)

czyli (8.13) jest rozktadem biegunowym funkcjonalu a¢. 7 jednoznacznoéci rozktadu
biegunowego dla funkcjonatéw normalnych wynika, ze v = v i w konsekwencji
aw =0 a = v*a = ay. Q.E.D.

Przez analogie z twierdzeniem o rozktadzie biegunowym dla operatoréw, rozktad
(8.11) nazywamy wogolnionym rozkladem biegunowym (por. [SLW1] Sect. 3).

Zauwazmy, ze operacja “x” pozwala traktowaé réwnowaznie nie tylko algebry A i B
(patrz Stwierdzenie 8.2.2 i Wniosek 8.2.3), ale réwniez ich bardziej skomplikowana

strukture. W szczegdlnosci

V' = {o(b*)b:be B},
W = {be M: ¢b> 0}.

Mozemy tatwo zdualizowaé¢ Stwierdzenie 8.2.5 jak 1 Twierdzenie 8.2.7, ktére przyjmuje
nastepujaca postac:

Twierdzenie 8.2.8 Niech a bedzie dowolnym elementermn M. Wowcezas istnieje do-
kladnie jedna para (u,aws) zloZona z czesciowej izometrii i elementu stozka W* C B
taka, Ze

a = awu,
uu® = rlaws),
wu = r(a).

Twierdzenie 8.2.7 moéwi, ze stozek W ma duzo elementéw, a mozna nawet wykazaé, ze
istnieje bijekcja My < W zachowujaca norme. Udowodnimy stwierdzenie nakladajace
pewne wiezy na “rozmiar” W.
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Lemat 8.2.9 Niech A bedzie C*-algebrq i niech a € A. Wowczas istniejg elementy
dodatnie af ,ay a3, a; € A takie, ze

a=al —ay +i(af —a3) (8.14)
oraz
afa; =agal =0 (8.15)
dla k=1,2.
Dowdéd: Polézmy

hy = l(a—l—a*),
hy = 5(a—a®).

|— o

Woéwczas hy 1 hy sa samosprzezone i
a = hy+ th,.
Teraz dla k = 1,2 niech
af = felhe),  ap = f-(h),

gdzie fi(t) = max{t,0}, a f_(t) = —min{t,0} dla t € R. Z tatwoécia sprawdzamy,
ze zachodza zwiazki (8.14) i (8.15). Q.E.D.

Stwierdzenie 8.2.10 Stozek dualny do W
We ={y € M, :¢(a) 20 dla wszystkich a € W}
rozdziela punkty M.

Dowdd: Wystarczy udowodni¢, ze dla kazdego niezerowego a € M istnieje funkcjonat
Y € We taki, ze ¢(a) # 0. Zauwazmy, ze dla dowolnego b € M, mamy ¢b € We°.
Wezmy zatem dowolny niezerowy element @ € M. Na mocy Lematu 8.2.9 mozemy
zapisac

« = af —ay +i(aj —ay),

gdzie af € M,. Jedli (#b)(a) = 0 dla wszystkich b € My, to w szczegdlnodci
(qﬁaf)(a) =0dla k=1,2. Stad

d(a*a) = (¢af)(a) = (¢a7 )(a) +i((aF)(a) — (da7)(a)) = 0
1 na mocy wiernosci ¢ mamy a = 0, co stoi w sprzecznosci z wyborem a. Q.E.D.

Stwierdzenia 8.2.2, 8.2.5, 8.2.6 i 8.2.10 mdwia, ze algebra z inwolucja A i zawarty
w niej stozek W spetlniaja zalozenia gléwnego twierdzenia ogloszonego w pracy
[72]. Twierdzenie to gwarantuje nam istnienie jednoparametrowej, w-ciaglej grupy
oy *-automorfizméw algebry M takiej, ze

A = D(o),
W = {ai(a)*a Ta € D(Ui)}v
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gdzie o; jest analitycznym generatorem grupy o;. Nietrudno udowodnié¢ ([Z2]), ze dla
dowolnej jednoparametrowej grupy *-automorfizméw algebry von Neumanna dzie-
dzina jej analitycznego generatorora jest algebra, a sam analityczny generator jest
odwzorowaniem multyplikatywnym. Widzimy stad, ze operacja “x” i operator o; po-

krywaja sie na zbiorze W. Poniewaz dla wszystkich a € W jest o(a) = a*, mamy
sla)=oi(a), aeW,

z zatem skoro A = span W, to ¢ = o0;. Oznacza to, ze dla dowolnych elementéw
a € D(o;), b € M mamy

6(ba) = (ag)(b) = (¢0(a))(b) = (¢0:(a))(b) = 6(i(a)b),

a stad juz tatwo wynika, ze para (¢, 0;) spelnia warunek KMS. Teraz na mocy Twier-
dzenia 4.3.5 mamy o; = oy, tj. grupa o; jest grupa automorfizméw modularnych
algebry M wyznaczona przez stan ¢.

Nalezy wspomnie¢ jednak, ze dowdd twierdzenia ogloszonego w pracy [Z2] nie zostal
jeszcze nigdzie opublikowany. Naturalna droga do uzyskania tego wyniku wydaje sie
by¢ wykorzystanie wzoru (7.21). Niestety autorowi nie udato sie udowodni¢ zacytowa-
nego wyzej twierdzenia. Powazne trudnosci napotykamy juz przy prébie wykazania,
ze operator o jest w-gesto zdefiniowany.
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