Zwarte grupy kwantowe

Piotr M. Sottan

Katedra Metod Matematcznych Fizyki
Wydziat Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Konwersatorium Wydziatu Matematyki

Warszawa, 27.02.2009

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



@ Definicja zwartej grupy kwantowej

© Przyktady

© Miara Haara

@ Reprezentacje
© Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

@ Dalsze tematy

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej

Poczatek

Zwarta grupa kwantowa

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej

Poczatek

Zwarta grupa kwantowa jest to obiekt G = (A, A)
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Poczatek

Zwarta grupa kwantowa jest to obiekt G = (A, A), gdzie

@ A jest C*-algebra z jedynka,
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Definicja zwartej grupy kwantowej

Poczatek

Zwarta grupa kwantowa jest to obiekt G = (A, A), gdzie

@ A jest C*-algebra z jedynka,
@ A:A— AR® A jest kotacznym morfizmem,
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Definicja zwartej grupy kwantowej

Poczatek

Zwarta grupa kwantowa jest to obiekt G = (A, A), gdzie

@ A jest C*-algebra z jedynka,
@ A:A— AR® A jest kotacznym morfizmem,
ponadto zbiory

{Aa)(1® b)

a,be A} oraz {(a®1)A(b)

a,bGA}
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Definicja zwartej grupy kwantowej

Poczatek

Definicja
Zwarta grupa kwantowa jest to obiekt G = (A, A), gdzie
@ A jest C*-algebra z jedynka,
@ A:A— AR® A jest kotacznym morfizmem,
ponadto zbiory

{A(a)(1®b)|a,be A} oraz {(a®1)A(b)
sa liniowo geste w A ® A.

a,bGA}
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Definicja zwartej grupy kwantowej

C*-algebry
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Definicja zwartej grupy kwantowej

C*-algebry

Algebre Banacha A z inwolucja * : A> a— a* € A nazywamy

C*-algebra, jesli . )
la*al| = ||all

dla wszystkich a € A.
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Definicja zwartej grupy kwantowej

C*-algebry

Algebre Banacha A z inwolucja * : A> a— a* € A nazywamy
C*-algebra, jesli . )
la*al| = ||all
dla wszystkich a € A.

Przyktady:
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Definicja zwartej grupy kwantowej

C*-algebry

Algebre Banacha A z inwolucja * : A> a— a* € A nazywamy
C*-algebra, jesli . )
la*al| = ||all
dla wszystkich a € A.

Przyktady:
e B(H), gdzie H — przestrzen Hilberta,
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Definicja zwartej grupy kwantowej

C*-algebry

Algebre Banacha A z inwolucja * : A> a— a* € A nazywamy
C*-algebra, jesli . )
la*al| = ||all
dla wszystkich a € A.

Przyktady:
@ B(H), gdzie H — przestrzen Hilberta,
o C(X), gdzie X — przestrzen zwarta.
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Definicja zwartej grupy kwantowej

Kotacznosé
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Definicja zwartej grupy kwantowej

Kotacznosé

@ A — (C*-algebra z jedynka,
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Definicja zwartej grupy kwantowej

Kotacznosé

@ A — (C*-algebra z jedynka,
@ A:A— A® A — x-homomorfizm algebr z jedynka.
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Definicja zwartej grupy kwantowej

Kotacznosé

@ A — (C*-algebra z jedynka,
@ A:A— A® A — x-homomorfizm algebr z jedynka.
@ Kotacznos¢ morfimzu A oznacza, ze diagram

A

A A A
Al \Lid@A
AA—29 A9 A A

jest przemienny.
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Przyktady

Grupy zwarte
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
o A:=C((G)
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)).
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)).
oA A—-ARA
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)).
oA A ARA
A(f)(s, t) = f(st)
dla wszystkich f € A, s, t € G.
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)).
oA A ARA
A(f)(s, t) = f(st)
dla wszystkich f € A, s, t € G.
o A(A)(IRA) =A® A
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)).
A A ARA:
A(f)(s, t) = f(st)
dla wszystkich f € A, s, t € G.
° W =A®A, bo
ts=ts = t=1t,
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.
o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)).
o AA—- AR A
A(f)(s, t) = f(st)
dla wszystkich f € A, s, t € G.

° W: A® A, bo

ts=ts = t=1t,
o (A9 1)A(A)=A® A, bo

st=st — t=1Vt,
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.

o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)). 3 wiee
oA A AR A G=(AA4)
A(f)(s, t) = f(st) jest zwarta grupa
kwantow3.

dla wszystkich f € A, s, t € G.
o A(A)(I®A) =AR®A, bo
ts=ts = t=1t,
o (A®1)A(A)=A®A, bo
st=st — t=1Vt,
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Przyktady

Grupy zwarte

@ Niech G bedzie grupa zwarta.

o A:=C(G) (wtedy A® A= C(G x G)). 3 wiee
OAA-ADA G=(AA)
A(F)(s, t) = f(st) jest zwartg grupa
) kwantow3.
dla wszystkich f € A, s, t € G.
o A(A)(I®A) =AR®A, bo Kazda zw. gr.
ts=t's — t=t, kwantowa (A, A)
taka, ze A jest
o (AR 1)A(A)=AR® A, bo przemienna, jest
st=st — t=1t, tej postaci.
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.
o A:=C*T)
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.
o A:=C*(") (uzupetnienie C[I]).
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.
o A:=C*(") (uzupetnienie C[I]).
@ Istnieje doktadnie jeden morfizm

A:A—ARA

taki, ze
Aly) =v®@7
dla wszystkich v € T

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.
o A:=C*(") (uzupetnienie C[I]).
@ Istnieje doktadnie jeden morfizm
AA—ARA
taki, ze
Aly)=v®7
dla wszystkich v € T (I' C C[I'] C A).
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I bedzie grupa dyskretna.
o A:=C*(") (uzupetnienie C[I]).
@ Istnieje doktadnie jeden morfizm
A:A—ARA
taki, ze
Aly)=v®7

dla wszystkich v € T (I' C C[I'] C A).

@ Ponadto
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.
o A:=C*(") (uzupetnienie C[I]).
@ Istnieje doktadnie jeden morfizm
A:A—ARA
taki, ze
Aly)=v®7
dla wszystkich v € T (I' C C[I'] C A).
@ Ponadto
AA)1®A) =A® A
(A 1)AA) = AR A,



Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.

o A:=C*(I") (uzupetnienie C[I]). a wiec
@ Istnieje dokfadnie jeden morfizm G=(AAQ)
A:A—ARA jest zwarta grupa
taki. ze kwantowa.
A(y)=7®7
dla wszystkich v € T (I' C C[I'] C A).
@ Ponadto

AAI@A) =AR A,
(A DA(A) = AR A,



Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.

o A:=C*(I") (uzupetnienie C[I]). a wiec
@ Istnieje dokfadnie jeden morfizm G=(AAQ)
A:A—ARA jest zwarta grupa
taki, ze kwantowa.
Aly)=v®7 _
dla wszystkich v € T (T c C[r] c 4).  Kazda
zw. gr. kw. (A, A)
@ Ponadto taka, ze A jest
AA(L®A) =A® A, koprzemienny, jest
tej postaci.

AR 1)AA) = AR A,
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Przyktady

Grupy dwoiste do grup dyskretnych

@ Niech I' bedzie grupa dyskretna.

o A:=C*(I") (uzupetnienie C[I]). a wiec
@ Istnieje dokfadnie jeden morfizm G=(AAQ)
A:A—ARA jest zwarta grupa
taki, ze kwantowa.
Aly)=v®7 _
dla wszystkich v € T (T c C[r] c 4).  Kazda
zw. gr. kw. (A, A)
@ Ponadto taka, ze A jest
AA(L®A) =A® A, koprzemienny, jest
tej postaci.

AR 1)AA) = AR A,
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1] \ {0}.
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1] \ {0}.
o A:=C*a,7)

ay=qya, oqa+y'y=1,
Yy =7, a4+ @y =1
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1] \ {0}.
o A:=C*a,7)

ay=qya, oqa+y'y=1,
Yy =7, a4+ @y =1

AN A—-ARA
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1] \ {0}.
o A:=C*a,7)
ay=qra, dat+yy=1,
Y=y, adt+ gyt =1,
o AA—- AR A
Ala)=a®a—q7" ®7,
A(y)=7®@a+a" ®@7.
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1] \ {0}.

o A:=C*a,7)
ay=qya, dat+yy=1,
Yy =97, ¢y =1

oA A-ARA
A(O{):O{@)&—Q’y*@’y’
A(y)=7®@a+a" ®@7.

@ Gy = (A, A) jest zw. gr. kw.
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1]\ {0}.
o A:=C*a,7)

Zwarta grupa
kwantowa G4 to
VY=, act+¢@yy=1 stynna grupa

SqU(2).

ay=qya, oqa+y'y=1,

oA A-ARA
A(O{):O{@)&—Q’y*@’y’
A(y)=7®@a+a" ®@7.

@ Gy = (A, A) jest zw. gr. kw.
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1]\ {0}.
o A:=C*a,7)

Zwarta grupa
kwantowa G4 to
VY=, act+¢@yy=1 stynna grupa

SqU(2).

ay=qya, oqa+y'y=1,

oA A-ARA
A(O{):O{@)&—Q’y*@’y’
A(y)=7®@a+a" ®@7.

Dla g = 1 algebra
A jest przemienna

@ Gy = (A, A) jest zw. gr. kw.
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Przyktady

Kwantowa grupa SU(2)

@ Niech g € [-1,1]\ {0}.
o A:=C*a,7)

Zwarta grupa
kwantowa G4 to
VY=, act+¢@yy=1 stynna grupa

SqU(2).

ay=qya, oqa+y'y=1,

oA A-ARA
Al)=a®a— gy ®n, /E\)lgq—lalg_;ebra
N Jest przemienna
A(v) =y®@a+a ®@7. i 6, = SU(2).

@ Gy = (A, A) jest zw. gr. kw.
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie

@ Na kazdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, ze

/fstdh /ftsdh /f t)dh(t) (V)
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie

@ Na kazdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, ze

/fstdh /ftsdh /f Ddh(t) ()

(nazywamy ja miarg Haara).
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie

@ Na kazdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, ze

/fstdh /ftsdh /f t)dh(t) (V)

(nazywamy ja miarg Haara).
@ Miary na G to funkcjonaty ciagte na C(G).
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie

@ Na kazdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, ze

/fstdh /ftsdh /f Ddh(t) ()

(nazywamy ja miarg Haara).
@ Miary na G to funkcjonaty ciagte na C(G).
@ Wzér (O) mozemy przepisac tak
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie

@ Na kazdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, ze

/fstdh /ftsdh /f t)dh(t) (V)

(nazywamy ja miarg Haara).
@ Miary na G to funkcjonaty ciagte na C(G).
@ Wzér (V) mozemy przepisac tak:

(id ® h)A(f)
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie

@ Na kazdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, ze

/fstdh /ftsdh /f t)dh(t) (V)

(nazywamy ja miarg Haara).
@ Miary na G to funkcjonaty ciagte na C(G).
@ Wzér (V) mozemy przepisac tak:

(id ® h)A(f) = (h® id)A(f)
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Miara Haara

Niezmiennicze catkowanie

@ Na kazdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, ze

/fstdh /ftsdh /f t)dh(t) (V)

(nazywamy ja miarg Haara).
@ Miary na G to funkcjonaty ciagte na C(G).
@ Wzér (V) mozemy przepisac tak:

(id @ hA(F) = (h® id)A(f) = h(f)L.
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Miara Haara

Istnienie miary Haara
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Miara Haara

Istnienie miary Haara

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

Niech (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Woéwczas istnieje
doktadnie jeden stan h na A taki, ze

(id ® h)A(a) = (h®id)A(a) = h(a)1.
dla wszystkich a € A.
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Miara Haara

Istnienie miary Haara

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

Niech (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Woéwczas istnieje
doktadnie jeden stan* h na A taki, ze

(id ® h)A(a) = (h®id)A(a) = h(a)1.
dla wszystkich a € A.

*Stan na C*-algebrze A jest to dodatni funkcjonat w na A taki,
ze w(1) = 1. Dodatnie funkcjonaty (w(a*a) >0V a € A) s3
automatyczne ciagte.
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Miara Haara

Miara Haara — przyktady

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



Miara Haara

Miara Haara — przyktady

@ Dla (A,A) = (C(G),A) stan h jest catkowaniem
wzgledem miary Haara.
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Miara Haara

Miara Haara — przyktady

@ Dla (A,A) = (C(G),A) stan h jest catkowaniem
wzgledem miary Haara.
@ Dla (A,A) = (C*(T'),A) stan h jest to jedyny funkcjonat
na A rozszerzajacy
(E[r] =) Z Oy Y — Q.

yel
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Miara Haara

Miara Haara — przyktady

@ Dla (A,A) = (C(G),A) stan h jest catkowaniem
wzgledem miary Haara.
@ Dla (A,A) = (C*(T'),A) stan h jest to jedyny funkcjonat
na A rozszerzajacy
(E[r] =) Z Oy Y — Q.

yel

e Dla S,U(2)
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Miara Haara

Miara Haara — przyktady

@ Dla (A,A) = (C(G),A) stan h jest catkowaniem
wzgledem miary Haara.
@ Dla (A,A) = (C*(T'),A) stan h jest to jedyny funkcjonat
na A rozszerzajacy
(E[r] =) Z Oy Y — Q.

yel

@ Dla S4U(2) niech 7 : A — B((*(Z,. x 7))
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Miara Haara

Miara Haara — przyktady

@ Dla (A,A) = (C(G),A) stan h jest catkowaniem
wzgledem miary Haara.
@ Dla (A,A) = (C*(T'),A) stan h jest to jedyny funkcjonat
na A rozszerzajacy
(E[r] =) Z Oy Y — Q.

yel

@ Dla SqU(2) niech 7 : A — B((*(Z4 x Z)):

m(a)enk = V1 — q?"e,_1x
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Miara Haara

Miara Haara — przyktady

@ Dla (A,A) = (C(G),A) stan h jest catkowaniem
wzgledem miary Haara.
@ Dla (A,A) = (C*(T'),A) stan h jest to jedyny funkcjonat
na A rozszerzajacy
(E[r] =) Z Oy Y — Q.

yel

@ Dla SqU(2) niech 7 : A — B((*(Z4 x Z)):
m(@)enk = V31— €1k, T(V)enk = q"€nki1-
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Miara Haara

Miara Haara — przyktady

@ Dla (A,A) = (C(G),A) stan h jest catkowaniem
wzgledem miary Haara.

@ Dla (A,A) = (C*(T'),A) stan h jest to jedyny funkcjonat
na A rozszerzajacy

C[r] > Zozﬂﬁ — Q.

yel

@ Dla SqU(2) niech 7 : A — B((*(Z4 x Z)):

m(a)enk = V31— q*e_1, T(Y)enk = q"€n k1

Mamy o0

h(a) = (1—q%) Z q°" (eno|m(a)eno)
n=0
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Reprezentacje

Reprezentacje |

Najbardziej spektakularny uzytek z miary Haara mozna zrobi¢
w teorii reprezentacji.
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Reprezentacje

Reprezentacje |

Najbardziej spektakularny uzytek z miary Haara mozna zrobi¢
w teorii reprezentacji.

Definicja

Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Skoriczenie
wymiarowa reprezentacja G nazywamy odwracalng macierz
u€ Myun(A) = Myn(C)® A

J

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



Reprezentacje

Reprezentacje |

Najbardziej spektakularny uzytek z miary Haara mozna zrobi¢
w teorii reprezentacji.

Definicja

Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Skoriczenie
wymiarowa reprezentacja G nazywamy odwracalng macierz
u€ Myyn(A) = M,y n(C) ® A taka, ze

J

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



Reprezentacje

Reprezentacje |

Najbardziej spektakularny uzytek z miary Haara mozna zrobi¢
w teorii reprezentacji.

Definicja
Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Skoriczenie

wymiarowa reprezentacja G nazywamy odwracalng macierz
u€ Myyn(A) = M,y n(C) ® A taka, ze

Auky) E Uk r Q Uy

gdzie (u;j)ij=1...n S3 elementam/ macierzy u.

-
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Reprezentacje

Reprezentacje || — przyktady

@ Dla G = (C(G),A) reprezentacje G sa tym samym co
reprezentacje G.
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Reprezentacje

Reprezentacje || — przyktady

@ Dla G = (C(G),A) reprezentacje G sa tym samym co
reprezentacje G.

@ Dla G = (C*(I'),A) reprezentacje s3 w bijekcji ze
skonczenie wymiarowymi reprezentacjami algebry Co(I).
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Reprezentacje

Reprezentacje || — przyktady

@ Dla G = (C(G),A) reprezentacje G sa tym samym co
reprezentacje G.

@ Dla G = (C*(I'),A) reprezentacje s3 w bijekcji ze
skonczenie wymiarowymi reprezentacjami algebry Co(I).

@ Dla G = S,U(2) teoria reprezentacji jest bardzo podobna
do teorii reprezentacji grupy SU(2).
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Reprezentacje

Reprezentacje || — przyktady

@ Dla G = (C(G),A) reprezentacje G sa tym samym co
reprezentacje G.

@ Dla G = (C*(I'),A) reprezentacje s3 w bijekcji ze
skonczenie wymiarowymi reprezentacjami algebry Co(I).

@ Dla G = S,U(2) teoria reprezentacji jest bardzo podobna
do teorii reprezentacji grupy SU(2). Przyktad —
reprezentacje o spinie % il
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Reprezentacje

Reprezentacje || — przyktady

@ Dla G = (C(G),A) reprezentacje G sa tym samym co
reprezentacje G.

@ Dla G = (C*(I'),A) reprezentacje s3 w bijekcji ze
skonczenie wymiarowymi reprezentacjami algebry Co(I).

@ Dla G = S,U(2) teoria reprezentacji jest bardzo podobna
do teorii reprezentacji grupy SU(2). Przyktad —
reprezentacje o spinie % i1

) a —qy a2 —(¢*+1)a*y  —q7?

1 - 1

uz = [7 o ]7 u- = | ya*  1-(P+yy  ay
—-qv*?  —(?+1)y'a o2
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Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

@ Niech G = (A, A) = S,U(2).
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Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

@ Niech G = (A, A) = S,U(2).
@ Niech B C A bedzie podalgebra generowang przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1

Piotr M. Sottan Zwarte grupy kwantowe



Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

@ Niech G = (A, A) = S,U(2).
@ Niech B C A bedzie podalgebra generowang przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1:

B = C*(avy,a?,9%) C A.
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Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

@ Niech G = (A, A) = S,U(2).
@ Niech B C A bedzie podalgebra generowang przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1:

B = C*(ay,0?,9%) C A.
e Mamy A(B) C B® B.
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Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

@ Niech G = (A, A) = S,U(2).
@ Niech B C A bedzie podalgebra generowang przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1:

B = C*(ay,0?,9%) C A.
e Mamy A(B) C B® B.
@ Niech Ag = A}B.
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Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

Niech G = (A, A) = S,U(2).
Niech B C A bedzie podalgebra generowana przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1:
B = C*(avy,a?,9%) C A.
Mamy A(B) C B® B.
Niech Ag = A|,.
Wtedy
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Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

@ Niech G = (A, A) = S,U(2).
@ Niech B C A bedzie podalgebra generowang przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1:
B = C*(avy,a?,9%) C A.
e Mamy A(B) C B® B.
@ Niech Ag = A}B.

o Wtedy 5o (B.Ap)

jest zwarta grupa kwantows.
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Reprezentacje

Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

@ Niech G = (A, A) = S,U(2).
@ Niech B C A bedzie podalgebra generowang przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1:
B = C*(avy,a?,9%) C A.
e Mamy A(B) C B® B.
@ Niech Ag = A}B.

o Wtedy 5o (B.Ap)

jest zwarta grupa kwantowa. Jest to grupa SqO(3).
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Reprezentacje ||
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Reprezentacje

Reprezentacje Il

@ Operacje na reprezentacjach:
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Reprezentacje

Reprezentacje Il

@ Operacje na reprezentacjach:
@ sSuma prosta,
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Reprezentacje

Reprezentacje Il

@ Operacje na reprezentacjach:

@ suma prosta,
o iloczyn tensorowy,
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Reprezentacje

Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:

@ suma prosta,
o iloczyn tensorowy,
o reprezentacja kontragredientna,
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Reprezentacje

Reprezentacje Il

@ Operacje na reprezentacjach:
suma prosta,

iloczyn tensorowy,
reprezentacja kontragredientna,

6 ¢ ¢ ¢
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Reprezentacje

Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:
suma prosta,

iloczyn tensorowy,
reprezentacja kontragredientna,

6 ¢ ¢ ¢

@ Pojecia teorii reprezentacji:
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Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:
@ suma prosta,
o iloczyn tensorowy,
o reprezentacja kontragredientna,
o ...
@ Pojecia teorii reprezentacji:
o operatory splatajace,
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Reprezentacje

Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:
@ suma prosta,
o iloczyn tensorowy,
o reprezentacja kontragredientna,
o ...
@ Pojecia teorii reprezentacji:
o operatory splatajace,
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Reprezentacje

Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:
@ suma prosta,
o iloczyn tensorowy,
o reprezentacja kontragredientna,
o ...
@ Pojecia teorii reprezentacji:
@ operatory splatajace,
o reprezentacje nieprzywiedlne,
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Reprezentacje

Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:
suma prosta,

iloczyn tensorowy,
reprezentacja kontragredientna,

6 ¢ ¢ ¢

@ Pojecia teorii reprezentacji:
@ operatory splatajace,
o reprezentacje nieprzywiedlne,
@ réwnowaznos$¢ reprezentacji,
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Reprezentacje

Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:
suma prosta,

iloczyn tensorowy,
reprezentacja kontragredientna,

6 ¢ ¢ ¢

@ Pojecia teorii reprezentacji:

@ operatory splatajace,

o reprezentacje nieprzywiedlne,
@ réwnowaznos$¢ reprezentacji,
]
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Reprezentacje

Reprezentacje ||

@ Operacje na reprezentacjach:
suma prosta,

iloczyn tensorowy,
reprezentacja kontragredientna,

6 ¢ ¢ ¢

@ Pojecia teorii reprezentacji:

@ operatory splatajace,

o reprezentacje nieprzywiedlne,
@ réwnowaznos$¢ reprezentacji,
]

@ Mozna rozwazac tez reprezentacje nieskonczenie
wymiarowe.
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Reprezentacje i algebry Hopfa
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Reprezentacje i algebry Hopfa

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Wowczas

v
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Reprezentacje i algebry Hopfa

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)
Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Wowczas

© kazda reprezentacja jest suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych,
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Reprezentacje i algebry Hopfa

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)
Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Wowczas

© kazda reprezentacja jest suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych,

© kazda reprezentacja nieprzywiedIna jest skoriczenie
wymiarowa,
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Reprezentacje i algebry Hopfa

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)
Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Wowczas

© kazda reprezentacja jest suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych,

© kazda reprezentacja nieprzywiedIna jest skoriczenie
wymiarowa,

© kazda reprezentacja jest unitaryzowalna,
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Reprezentacje i algebry Hopfa

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Wowczas
© kazda reprezentacja jest suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych,
© kazda reprezentacja nieprzywiedIna jest skoriczenie
wymiarowa,
© kazda reprezentacja jest unitaryzowalna,
o

elementy macierzowe reprezentacji nieprzywiedlnych
rozpinaja zbior gesty A C A,

v
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Reprezentacje i algebry Hopfa

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)
Niech G = (A, A) bedzie zwarta grupa kwantowa. Wowczas
© kazda reprezentacja jest suma prosta reprezentacji
nieprzywiedInych,
© kazda reprezentacja nieprzywiedIna jest skoriczenie
wymiarowa,
© kazda reprezentacja jest unitaryzowalna,

© elementy macierzowe reprezentacji nieprzywiedInych
rozpinaja zbior gesty A C A,

Q A jest x-algebra Hopfa.

o
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

O reprezentacji kontragredientne;
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

O reprezentacji kontragredientne;

@ Niech u bedzie reprezentacja unitarng G.
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

O reprezentacji kontragredientne;

@ Niech u bedzie reprezentacja unitarng G.
@ Niech x bedzie koodwrotnoscia algebry Hopfa A.
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

O reprezentacji kontragredientne;

@ Niech u bedzie reprezentacja unitarng G.
@ Niech x bedzie koodwrotnoscia algebry Hopfa A.

@ Reprezentacja kontragredientna u do u
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

O reprezentacji kontragredientne;

@ Niech u bedzie reprezentacja unitarng G.
@ Niech x bedzie koodwrotnoscia algebry Hopfa A.

@ Reprezentacja kontragredientna u® do u jest to
reprezentacja o elementach macierzowych

[tk = r(urk).
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

O reprezentacji kontragredientne;

@ Niech u bedzie reprezentacja unitarng G.
@ Niech x bedzie koodwrotnoscia algebry Hopfa A.

@ Reprezentacja kontragredientna u® do u jest to
reprezentacja o elementach macierzowych

[tk = r(urk).

@ Istnieje dodatnia odwracalna macierz F taka, ze

u = (Fe1)u(F'®1)
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

O reprezentacji kontragredientne;

@ Niech u bedzie reprezentacja unitarng G.
@ Niech x bedzie koodwrotnoscia algebry Hopfa A.

@ Reprezentacja kontragredientna u® do u jest to
reprezentacja o elementach macierzowych

[ = w(uk)-
@ Istnieje dodatnia odwracalna macierz F taka, ze
u = (Fe1)u(F'®1)
(wynika to z unitaryzwalnosci kazdej reprezentacji).
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

@ Niech (u*)ner bedzie uktadem unitarnych reprezentantéw
wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

v
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

@ Niech (u*)ner bedzie uktadem unitarnych reprezentantéw
wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

@ Niech d, bedzie wymiarem reprezentacji u®.

v
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

@ Niech (u*)ner bedzie uktadem unitarnych reprezentantéw
wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

@ Niech d, bedzie wymiarem reprezentacji u®.
@ Niech F, € My, xq,(C)+ bedzie taka, ze

(u)C = (Fa® ]L)uo“(l—_a_1 ®1), TrF,=Tr Fa_l.
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

@ Niech (u*)ner bedzie uktadem unitarnych reprezentantéw
wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

@ Niech d, bedzie wymiarem reprezentacji u®.
@ Niech F, € My, xq,(C)+ bedzie taka, ze

(u¥)c = (Fu@u*(F'®1), TrF,=TrF "
Wowczas elementy macierzowe reprezentacji (u®)acr Spetniaja
h(uf,l u%,n) =
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

@ Niech (u*)ner bedzie uktadem unitarnych reprezentantéw
wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

@ Niech d, bedzie wymiarem reprezentacji u®.
@ Niech F, € My, xq,(C)+ bedzie taka, ze

(u¥)c = (Fu@u*(F'®1), TrF,=TrF "
Wowczas elementy macierzowe reprezentacji (u®)acr Spetniaja
h(ug, g ) = S
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

@ Niech (u*)ner bedzie uktadem unitarnych reprezentantéw
wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

@ Niech d, bedzie wymiarem reprezentacji u®.
@ Niech F, € My, xq,(C)+ bedzie taka, ze

(u)C = (Fa® ]L)uo“(l—_a_1 ®1), TrF,=Tr Fa_l.

Wowczas elementy macierzowe reprezentacji (u®)acr Spetniaja

[Fajl]m,kél,n

h(uf,/ u%,n) = 604“3 Tr F_]_

o
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

@ Niech (u*)ner bedzie uktadem unitarnych reprezentantéw
wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

@ Niech d, bedzie wymiarem reprezentacji u®.
@ Niech F, € My, xq,(C)+ bedzie taka, ze

(u)C = (Fa® ]L)uo“(l—_a_1 ®1), TrF,=Tr Fa_l.

Wowczas elementy macierzowe reprezentacji (u®)acr Spetniaja
F Ym0
(uf,, ., [Fo lmkd1n

a — b Tux ) =
=h(u,, u =,
m,n) 12(G) ( k,l m,n) B Tr FOT]_
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Funkjonaty modularne
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze
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Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze

Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,
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Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze

Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,
Q Vac A funkga C > z — f,(a) € C jest catkowita,
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze

Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,
Q Vac A funkga C > z — f,(a) € C jest catkowita,
g le & f22 = le—i-er

v
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze

Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,
Q Vac A funkga C > z — f,(a) € C jest catkowita,
g le & f22 = le—i-er
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze

Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,
© VYV ac A funkgja C > z — f,(a) € C jest catkowita,
(%) le & f22 = le—i-zzy

Q f(x(a)) =1f.(a), £(a*)="f.(a) Va,z
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze
Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,
© VYV ac A funkgja C > z — f,(a) € C jest catkowita,
9 le & f22 = le—i-zzy
f.(k(a)) = f.(a), fA(a ) =17, Vaz,
9 r*(a) = (A ®id ® £1)(A ®id)A(a),
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,
ze

Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,

© VYV ac A funkgja C > z — f,(a) € C jest catkowita,

9 le & f22 = le—i-zzy

£(6(@) = £o(a), E() =Fa(d) Vaz,
9 k¥ (a) = (A®id® f1)(A®id)A(a),
O h(ab) = h(b(f ®id ® f)(A ®id)A(a)),
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Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

Funkjonaty modularne

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

3! rodzina (f,).cc funkcjonatéw multyplikatywnych na A taka,

ze
Q f,(1) =1 dla wszystkich z € C, fy — kojedynka A,
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