
Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

Zwarte grupy kwantowe

Piotr M. Sołtan

Katedra Metod Matematcznych Fizyki

Wydział Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Konwersatorium Wydziału Matematyki
Warszawa, 27.02.2009

Piotr M. Sołtan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

1 Definicja zwartej grupy kwantowej

2 Przykłady

3 Miara Haara

4 Reprezentacje

5 Teoria Petera-Weyla-Woronowicza

6 Dalsze tematy

Piotr M. Sołtan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

Początek

Definicja

Zwarta grupa kwantowa jest to obiekt G = (A, ∆), gdzie

A jest C
∗-algebrą z jedynką,

∆ : A → A ⊗ A jest kołącznym morfizmem,

ponadto zbiory
{
∆(a)(1⊗ b) a, b ∈ A

}
oraz

{
(a ⊗ 1)∆(b) a, b ∈ A

}

są liniowo gęste w A ⊗ A.
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C
∗-algebry

Definicja

Algebrę Banacha A z inwolucją ∗ : A ∋ a 7→ a∗ ∈ A nazywamy

C∗-algebrą, jeśli
‖a∗a‖ = ‖a‖2

dla wszystkich a ∈ A.

Przykłady:

B(H), gdzie H — przestrzeń Hilberta,

C(X ), gdzie X — przestrzeń zwarta.
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Kołączność

A — C∗-algebra z jedynką,

∆ : A → A ⊗ A — ∗-homomorfizm algebr z jedynką.

Kołączność morfimzu ∆ oznacza, że diagram

A
∆

∆

A ⊗ A

id⊗∆

A ⊗ A
∆⊗id

A ⊗ A ⊗ A

jest przemienny.

Piotr M. Sołtan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

Kołączność

A — C∗-algebra z jedynką,

∆ : A → A ⊗ A — ∗-homomorfizm algebr z jedynką.

Kołączność morfimzu ∆ oznacza, że diagram

A
∆

∆

A ⊗ A

id⊗∆

A ⊗ A
∆⊗id

A ⊗ A ⊗ A

jest przemienny.

Piotr M. Sołtan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

Kołączność

A — C∗-algebra z jedynką,

∆ : A → A ⊗ A — ∗-homomorfizm algebr z jedynką.

Kołączność morfimzu ∆ oznacza, że diagram

A
∆

∆

A ⊗ A

id⊗∆

A ⊗ A
∆⊗id

A ⊗ A ⊗ A

jest przemienny.

Piotr M. Sołtan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

Kołączność

A — C∗-algebra z jedynką,

∆ : A → A ⊗ A — ∗-homomorfizm algebr z jedynką.

Kołączność morfimzu ∆ oznacza, że diagram

A
∆

∆

A ⊗ A

id⊗∆

A ⊗ A
∆⊗id

A ⊗ A ⊗ A

jest przemienny.

Piotr M. Sołtan Zwarte grupy kwantowe



Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

Grupy zwarte

Niech G będzie grupą zwartą.

A := C(G ) (wtedy A⊗A ∼= C(G ×G )).

∆ : A → A ⊗ A:

∆(f )(s, t) = f (st)

dla wszystkich f ∈ A, s, t ∈ G .

∆(A)(1⊗ A) = A ⊗ A, bo

ts = t ′s =⇒ t = t ′,

(A ⊗ 1)∆(A) = A ⊗ A, bo

st = st ′ =⇒ t = t ′,

a więcG = (A, ∆)

jest zwartą grupą
kwantową.

Każda zw. gr.
kwantowa (A, ∆)
taka, że A jest

przemienna, jest
tej postaci.
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Grupy dwoiste do grup dyskretnych

Niech Γ będzie grupą dyskretną.

A := C∗(Γ) (uzupełnienie C[Γ]).

Istnieje dokładnie jeden morfizm

∆ : A −→ A ⊗ A

taki, że
∆(γ) = γ ⊗ γ

dla wszystkich γ ∈ Γ (Γ ⊂ C[Γ] ⊂ A).

Ponadto

∆(A)(1⊗ A) = A ⊗ A,

(A ⊗ 1)∆(A) = A ⊗ A,

a więcG = (A, ∆)

jest zwartą grupą
kwantową.

Każda uniwersalna
zw. gr. kw. (A, ∆)

taka, że ∆ jest
koprzemienny, jest

tej postaci.
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Kwantowa grupa SU(2)

Niech q ∈ [−1, 1] \ {0}.

A := C∗(α, γ)

αγ = qγα, α∗α + γ∗γ = 1,
γ∗γ = γγ∗, αα∗ + q2γ∗γ = 1.
∆ : A → A ⊗ A:

∆(α) = α ⊗ α − qγ∗ ⊗ γ,

∆(γ) = γ ⊗ α + α∗ ⊗ γ.Gq = (A, ∆) jest zw. gr. kw.

Zwarta grupa
kwantowa Gq to

słynna grupa
SqU(2).

Dla q = 1 algebra
A jest przemienna

i Gq = SU(2).
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Niezmiennicze całkowanie

Na każdej zwartej grupie G istnieje jedyna miara
probabilistyczna h taka, że

∫

G

f (st) dh(t) =

∫

G

f (ts) dh(t) =

∫

G

f (t) dh(t) (♥)

(nazywamy ją miarą Haara).

Miary na G to funkcjonały ciągłe na C(G ).

Wzór (♥) możemy przepisać tak:

(id ⊗ h)∆(f ) = (h ⊗ id)∆(f ) = h(f )1.
Piotr M. Sołtan Zwarte grupy kwantowe
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Istnienie miary Haara

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

Niech (A, ∆) będzie zwartą grupą kwantową. Wówczas istnieje

dokładnie jeden stan∗ h na A taki, że

(id ⊗ h)∆(a) = (h ⊗ id)∆(a) = h(a)1.
dla wszystkich a ∈ A.

∗Stan na C∗-algebrze A jest to dodatni funkcjonał ω na A taki,
że ω(1) = 1. Dodatnie funkcjonały (ω(a∗a) ≥ 0 ∀ a ∈ A) są
automatyczne ciągłe.
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Dla (A, ∆) =
(
C(G ), ∆

)
stan h jest całkowaniem

względem miary Haara.

Dla (A, ∆) =
(
C∗(Γ), ∆

)
stan h jest to jedyny funkcjonał

na A rozszerzającyC[Γ] ∋
∑

γ∈Γ

αγγ 7−→ αe .

Dla SqU(2) niech π : A → B
(
ℓ2(Z+ × Z)

)
:

π(α)en,k =
√

1 − q2nen−1,k , π(γ)en,k = qnen,k+1.

Mamy

h(a) = (1 − q2)
∞∑

n=0

q2n (en,0 π(a)en,0)
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Reprezentacje I

Najbardziej spektakularny użytek z miary Haara można zrobić
w teorii reprezentacji.

Definicja

Niech G = (A, ∆) będzie zwartą grupą kwantową. Skończenie

wymiarową reprezentacją G nazywamy odwracalną macierz

u ∈ Mn×n(A) ∼= Mn×n(C) ⊗ A taką, że

∆(uk,l) =

n∑

r=1

uk,r ⊗ ur ,l

gdzie (ui ,j)i ,j=1,...,n są elementami macierzy u.
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Reprezentacje II — przykłady

Dla G =
(
C(G ), ∆

)
reprezentacje G są tym samym co

reprezentacje G .

Dla G =
(
C∗(Γ), ∆

)
reprezentacje są w bijekcji ze

skończenie wymiarowymi reprezentacjami algebry C0(Γ).

Dla G = SqU(2) teoria reprezentacji jest bardzo podobna
do teorii reprezentacji grupy SU(2). Przykład —
reprezentacje o spinie 1

2
i 1:

u
1
2 =

[
α −qγ∗

γ α∗

]
, u1 =




α∗2 −(q2+1)α∗γ −qγ2

γ∗α∗ 1−(q2+1)γ∗γ αγ

−qγ∗2 −(q2+1)γ∗α α2


 .
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Dygresja — kwantowa grupa SO(3)

Niech G = (A, ∆) = SqU(2).

Niech B ⊂ A będzie podalgebrą generowaną przez
elementy macierzowe reprezentacji o spinie 1:

B = C
∗(αγ, α2, γ2) ⊂ A.

Mamy ∆(B) ⊂ B ⊗ B .

Niech ∆B = ∆
∣∣
B
.

Wtedy G̃ = (B , ∆B)

jest zwartą grupą kwantową. Jest to grupa SqO(3).
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operatory splatające, (T⊗1)u=v(T⊗1)
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równoważność reprezentacji,

...

Można rozważać też reprezentacje nieskończenie
wymiarowe.
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Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

Reprezentacje i algebry Hopfa

Twierdzenie (S.L. Woronowicz)

Niech G = (A, ∆) będzie zwartą grupą kwantową. Wówczas

1 każda reprezentacja jest sumą prostą reprezentacji

nieprzywiedlnych,

2 każda reprezentacja nieprzywiedlna jest skończenie

wymiarowa,

3 każda reprezentacja jest unitaryzowalna,

4 elementy macierzowe reprezentacji nieprzywiedlnych

rozpinają zbiór gęsty A ⊂ A,

5 A jest ∗-algebrą Hopfa.
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Definicja zwartej grupy kwantowej
Przykłady

Miara Haara
Reprezentacje

Teoria Petera-Weyla-Woronowicza
Dalsze tematy

O reprezentacji kontragredientnej

Niech u będzie reprezentacją unitarną G.

Niech κ będzie koodwrotnością algebry Hopfa A.

Reprezentacja kontragredientna uc do u jest to
reprezentacja o elementach macierzowych

[uc]k,l = κ(ul ,k).

Istnieje dodatnia odwracalna macierz F taka, że

uc c = (F ⊗ 1)u(F−1 ⊗ 1)
(wynika to z unitaryzwalności każdej reprezentacji).
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Twierdzenie Petera-Weyla-Woronowicza

Twierdzenie

Niech (uα)α∈R będzie układem unitarnych reprezentantów

wszystkich klas reprezentacji nieprzywiedlnych G.

Niech dα będzie wymiarem reprezentacji uα.

Niech Fα ∈ Mdα×dα
(C)+ będzie taka, że

(uα)c c = (Fα ⊗ 1)uα(F−1
α ⊗ 1), Tr Fα = Tr F−1

α .

Wówczas elementy macierzowe reprezentacji (uα)α∈R spełniają
(
uβ

k,l uα
m,n

)

L2(G)
= h(uβ

k,l

∗

uα
m,n) = δα,β

[F−1
α ]m,kδl ,n

Tr F−1
α

.
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że

1 fz(1) = 1 dla wszystkich z ∈ C, f0 — kojedynka A,

2 ∀ a ∈ A funkcja C ∋ z 7→ fz(a) ∈ C jest całkowita,
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6 h(ab) = h
(
b(f1 ⊗ id ⊗ f1)(∆ ⊗ id)∆(a)
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Twierdzenie (S.L. Woronowicz)G = (A, ∆) — zwarta grupa kwantowa,

A — gęsta ∗-podalgebra Hopfa w A,

(fz)z∈C — rodzina funkcjonałów modularnych na A.

Następujące warunki są równoważne:

1 fz = f0 dla wszystkich z ∈ C,

2 h jest śladem, tzn. h(ab) = h(ba) ∀ a, b ∈ A,

3 κ2 = id,
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