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NIEPRZEMIENNA GEOMET RIA

znikajacych w oo

A = Coo(X)

Przestrzen lokalnie
zwarta X

Algebra funkcji ciag’rych}

e A jest przemienna: fg=gf, Vf,g € A,

e A ma norme ||f|| = sup,zex |f(x)],

e mnozenie funkcji jest ciagte: || fgll < I fllgll.

o (A,||-||) jest przestrzenig Banacha,

e A ma inwolucje f+— f*, f*(z) = f(z),

e A jest C*-algebra: ||F*f| = |IfII?.



GRUPY KWANTOWE
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Co sie robi z grupami kwantowymi?

dodatni

miara Haara funkcjonat h na A

struktura bimodut form 2

rozniczkowa oraz d: A — 2
dziatania kodziatania
grup kwantowych B— ARB

teoria koreprezentacje

reprezentacji uec M(K(H)® A)



Definicja: Niech H bedzie przestrzenig Hilberta,
a W e B(H® H) operatorem unitarnym.

W jest multyplikatywny, jesli

Wo3Wio = WioW13Wh3,
gdzie

H

H H

H H H
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Definicja: Niech W € B(H ® H) bedzie multy-
plikatywnym operatorem unitarnym.

W jest poreczny, jesli istnieje dodatni samo-
Sprzezony operator Q: H — H i operator uni-
tarny W € B(H ® H) takie, ze

WRQAQW*=Q R®Q,
(zQRu|Wlz®y) = (3@ Qu‘W‘f@ Q_ly)

dla wszystkich z,z € H, w € D(Q) iy € D(Q™1).

Operator Kaca-Takesakiego jest poreczny.



Twierdzenie: Niech W ¢ B(H ® H) bedzie
porecznym multyplikatywnym operatorem uni-
tarnym. Wowczas

1. zbiory
A={(w®id) (W) :we B(H)} I
A={({d@w)(W*) :we B(H):} I

sg C*-algebrami,
2. WeM(ARA),

3. istnieje doktadnie jeden kotaczny morfizm
N A— AR A taki, ze

(id®@ A)(W) = W1oWi3.
ponadto
A(a) =W(a I)W*
dla wszystkich a € A,



4. istnieje jedyny gesto okreSlony i domkniety
operator x: A — A taki, ze

E((w®id)(W)) = (w @ id)(W7).

I duzo, duzo wiecej ;-).

Na przyktad istnieje doktadnie jeden antyau-
tomorfizm R C*-algebry A i dokfadnie jedna
jednoparametrowa grupa (7¢);cg automorfizmow
A takie, ze
KR — ROTL',
2

gdzie 7; jest przedtuzeniem analitycznym grupy
2

(14) do punktu 4. Ponadto

Tt(a) — QQitaQ—Qit
dla wszystkich a € A.

Zamieniajac W na (réwniez poreczny) dualny
operator multyplikatywny unitarny W=SW*s
otrzymujemy to samo twierdzenie z zamienionymi
algebrami A i A.



r = (q,q" : t € R) jest grupa przemienna z
miarg Haara

N—1 T |
/f(v) dy= ) / f(g"q") dt.
B k=0 0
Funkcje specjalne:
= 1+g%ky
F —
CI(’Y) kl;[O 1 _I_ q2k’y

x(g"q",q"q") = exp (z’Im <("+it)§”'+“')>>
(pamietamy, ze g = exp (p_l)).

Definiujemy (nieograniczone) operatory na
H = L?(IN):

(bf)(v) = ~vf (),

oraz
a = /'vdE('y)-
/

FE = pewna miara spektralna na I.



Niech

W=F,(b"la@b)x(b"®I,I®a).

W jest multyplikatywnym unitarnym na H ® H,
ale

W nie jest poreczny

—~

W = skomplikowany wzor.

Q = la|, @ = ).



Definicja: Niech W € B(H ® H) bedzie multy-
plikatywnym operatorem unitarnym.

W jest modularny, jesli istnieja dwa dodat-
nie samosprzezone operatory Q,@:H — H |
operator unitarny W € B(H @ H) takie, ze

W(QRIQYW*=Q®Q,
(zQu|Wlz®y) = (E@ Qu‘W‘f@ Q_1y>

dla wszystkich z,z € H, u € D(Q) iy € D(Q™1).

Kazdy poreczny operator multyplikatywny uni-
tarny jest modularny, ale nie na odwrot.



Twierdzenie: Niech W ¢ B(H ® H) bedzie
modularnym multyplikatywnym operatorem
unitarnym. Wowczas

1. zbiory
A={(w®id) (W) :we B(H)} I
A={({d®@w)(W*) :we B(H)} I

sg C*-algebrami,
2. WeM(ARA),

3. istnieje doktadnie jeden kotaczny morfizm
N A— AR A taki, ze

(id®@ A)(W) = W1oWi3.
ponadto
Ala)) =W(a I)W*
dla wszystkich a € A,



4. istnieje jedyny gesto okreSlony i domkniety
operator x: A — A taki, ze

k((w®id)(W)) = (w®id)(W™).

Reszta twierdzenia sformutowanego wczesniej
dla porecznych multyplikatywnych unitarnych
tez jest prawdziwa. Dualny multyplikatywny
unitarny W = SW*X takze jest modularny i
zamieniajac W na W otrzymujemy takie samo
twierdzenie z zamienionymi algebrami A | A.

Okazuje sie, ze
?t(b) — @2itb@—2it
dla wszystkich b € A.



