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Algebra funkji i¡gªyh

znikaj¡yh w 1

A= C

1

(X)

� A jest przemienna: fg = gf , 8f; g 2 A,

� A ma norm� kfk = sup

x2X

jf(x)j,

� mno»enie funkji jest i¡gªe: kfgk � kfkgk,

� (A; k � k) jest przestrzeni¡ Banaha,

� A ma inwoluj� f 7�! f

�

, f

�

(x) = f(x),

� A jest C

�

-algebr¡: kf

�

fk = kfk

2
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Co si� robi z grupami kwantowymi?

? miara Haara

dodatni

funkjonaª h na A

?

struktura

ró»nizkowa

bimoduª form 


oraz d:A �! 
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dziaªania

grup kwantowyh

kodziaªania
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?

teoria

reprezentaji

koreprezentaje

u 2M(K(H)
A)



De�nija: Nieh H b�dzie przestrzeni¡ Hilberta,

a W 2 B(H 
H) operatorem unitarnym.

W jest multyplikatywny, je±li

W
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;
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De�nija: Nieh W 2 B(H
H) b�dzie multy-

plikatywnym operatorem unitarnym.

W jest por�zny, je±li istnieje dodatni samo-

sprz�»ony operator Q:H �! H i operator uni-

tarny

f

W 2 B(H 
H) takie, »e

W(Q
Q)W

�

= Q
Q;

(

x
 u W z 
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)
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dla wszystkih x; z 2 H, u 2 D(Q) i y 2 D(Q
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Operator Kaa-Takesakiego jest por�zny.



Twierdzenie: Nieh W 2 B(H 
 H) b�dzie

por�znymmultyplikatywnym operatorem uni-

tarnym. Wówzas

1. zbiory

A = f(! 
 id)(W) : ! 2 B(H)

�

g

�k�k

;

b

A = f(id
 !)(W

�

) : ! 2 B(H)

�

g

�k�k

s¡ C

�

-algebrami,

2. W 2M(

b

A
A),

3. istnieje dokªadnie jeden koª¡zny mor�zm

�:A �! A
A taki, ze

(id
�)(W) =W

12

W

13

:

ponadto

�(a) =W(a
 I)W

�

dla wszystkih a 2 A,



4. istnieje jedyny g�sto okre±lony i domkni�ty

operator �:A �! A taki, »e

�

(

(! 
 id)(W)

)

= (! 
 id)(W

�

):

I du»o, du»o wi�ej ;-).

Na przykªad istnieje dokªadnie jeden antyau-

tomor�zm R C

�

-algebry A i dokªadnie jedna

jednoparametrowa grupa (�

t

)

t2R

automor�zmów

A takie, »e

� = RÆ�

i

2

;

gdzie �

i

2

jest przedªu»eniem analityznym grupy

(�

t

) do punktu

i

2

. Ponadto

�

t

(a) = Q

2it

aQ

�2it

dla wszystkih a 2 A.

Zamieniaj¡W na (równie» por�zny) dualny

operator multyplikatywny unitarny



W = �W

�

�

otrzymujemy to samo twierdzenie z zamienionymi

algebrami A i

b

A.



� = hq; q

it

: t 2 R i jest grup¡ przemienn¡ z

miar¡ Haara
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De�niujemy (nieogranizone) operatory na

H = L

2

(�):

(

bf

)

() = f();

oraz

a =

Z

�

 dE():

E = pewna miara spektralna na �.



Nieh

W = F

q

(b

�1

a
 b)�(b

�1


 I; I 
 a):

W jest multyplikatywnym unitarnym na H
H,

ale

W nie jest por�zny

f

W = skomplikowany wzór.

Q = jaj,

b

Q= jbj.



De�nija: Nieh W 2 B(H
H) b�dzie multy-

plikatywnym operatorem unitarnym.

W jest modularny, je±li istniej¡ dwa dodat-

nie samosprz�»one operatory Q;

b

Q:H �! H i

operator unitarny

f

W 2 B(H 
H) takie, »e

W(Q


b

Q)W

�

= Q


b

Q;

(
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 u W z 
 y

)

=

�

z 
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f

W x
Q
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y

�

dla wszystkih x; z 2 H, u 2 D(Q) i y 2 D(Q

�1

).

Ka»dy por�zny operator multyplikatywny uni-

tarny jest modularny, ale nie na odwrót.



Twierdzenie: Nieh W 2 B(H 
 H) b�dzie

modularnym multyplikatywnym operatorem

unitarnym. Wówzas

1. zbiory

A = f(! 
 id)(W) : ! 2 B(H)

�

g

�k�k

;

b

A = f(id
 !)(W

�

) : ! 2 B(H)

�

g

�k�k

s¡ C

�

-algebrami,

2. W 2M(

b

A
A),

3. istnieje dokªadnie jeden koª¡zny mor�zm

�:A �! A
A taki, ze

(id
�)(W) =W

12
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13

:

ponadto

�(a) =W(a
 I)W

�

dla wszystkih a 2 A,



4. istnieje jedyny g�sto okre±lony i domkni�ty

operator �:A �! A taki, »e

�

(

(! 
 id)(W)

)

= (! 
 id)(W

�

):

Reszta twierdzenia sformuªowanego wze±niej

dla por�znyh multyplikatywnyh unitarnyh

te» jest prawdziwa. Dualny multyplikatywny

unitarny



W = �W

�

� tak»e jest modularny i

zamieniaj¡ W na



W otrzymujemy takie samo

twierdzenie z zamienionymi algebrami A i

b

A.

Okazuje si�, »e

b

�

t

(b) =

b

Q

2it

b

b

Q

�2it

dla wszystkih b 2

b

A.


