Wydziat Fizyki UW
(wersja instrukcji 04.2014a)

Pracownia fizyczna i elektroniczna dla Irzynierii Nanostruktur oraz
Energetyki i Chemii Jadrowej

Cwiczenie 6
Elementy testowania hipotez (z8&mi zia&zonymi) oraz statystycznej analizy wynikow,
- propagacja matych &dléw
- test zgodngri 3-sigma
- histogram rozkiadu statystycznego parametrow gierd.

Cel

Celem czsci (a) ¢wiczenia jest zastosowanie metod rachunkedddv do wyznaczania
btedow zilazonych w przypadku, gdy zaleos¢ wyniku jest dowola znam funkcja
mierzonych wielkéci. Metoda propagacji malych dolow bgdzie zastosowana przy
testowaniu zgodrigi hipotez metogl testu 3-sigma. Metoda propagacji matychdilv jest
rozszerzeniem metody szacowaniadot ztazonego poznanej wwiczeniu C2 jedynie dla
sumy i r@&nicy wielkosci mierzonych.

Celem cgsci (b) ¢wiczenia jest zbadanie statystycznego rozkiadu o&@rtnaptcia
przewodzenia Wdla diody potprzewodnikowe] w warunkach stategadprdla dtugiej seri
nominalnie identycznych diod. Poprawne wykonaniedaméa wymaga starannego
i szczegotowego zbadania efektow systematycznydhzawych z doktadricia przyrzadow

i metody pomiarova. Wyniki przedstawione zostama histogramie, ktéryeolzie nasfpnie
poréwnany z rozktadem Gaussa o parametrach (Yeadieedniej i dyspersji) wyznaczonych
z pomiarow serii diod.

Przypomnienie

1. Propagacja matych b¢dow

W ¢wiczeniu C2 poznalmy zasad obliczania niepewnii dla sumy lub rénicy dwu
niezaleznie mierzonychwielkosci, ktora byta nagpujaca. Jéli znane § wartaci mierzone i
ich niepewnéci x,+o, oraz y,+o,, to niepewné sumy x,+Yy, lub r&nicy x,-vy,

Wynosi a=,/ax2 +0'y2, j&sli niepewndci wielkosci mierzonych megemy traktowa jako

niezalene. Uogolnienie tego wzoru na dowsglfunkcje wielkosci mierzonych x orazy dary
wzorem z= f (X, y) ma nasfpujaca post&:
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I wynik wyznaczenia wartei funkcji f wynosi: f(X,,Y,) +o,. | analogicznie dla wksze]

ilosci zmiennych. Taka metoda obliczania niepe$enopomiaru nosi nazgv metody
propagacji matych ktow.

2. Test zgodnéci 30

Test 30 jest jeda z metod sprawdzania hipotez. Dotyczy sprawdzemjadagci
wynikéw dawiadczéd z przewidywaniami teoretycznymi lub sprawdzania ajgmnej
zgodndci wynikéw r&znych pomiaréw. Tes3g, spotykany w dwdch typach zagadnie



Hipoteza teoretyczna gtosie ,wielkos¢ mierzona ma wartdé 4 ”. Wynik pomiarux tej
wielkosci jest okrélony zdyspersy (niepewndécia pomiaru) g, gdzie o jest
pierwiastkiem kwadratowym z wariancju®. Test prowadzimy w ten sposolg
wyznaczamy wark@ |X — | i sprawdzamy, jak uzyskana wadona s¢ do wartéci 3o.
J&li | x— | > 30, to odrzucamy hipotezieoretycza o wartgci g wielkosci mierzone.
Jeli zas |x—u|< 30, to konkludujemy,ze hipoteza ta nie jest sprzeczna z danymi z
pomiaru.

Hipoteza teoretyczna gtoste ,dwa pomiary uzyskane x0ymi metodami (w rénych
warunkach) daj ta samy wartaé¢”. Niech wynik x uzyskany jeda metod, bedzie
okreslony z dyspers] ok, za& wynik y uzyskany drug metod bedzie okrélony
z dyspersj o, Test prowadzimy wten sposOlie wyznaczamy warkd |x-—y|

i sprawdzamy, jak warko ta ma s} do wartdci 30, gdzie a:,laf+aj. Jeli

[x—y|> 30, to odrzucamy hipotez ze oba pomiary dajtc sany wartg¢. Jali zas
spetniony jest warunekx}|-y|< 30, to konkludujemyze hipoteza ta nie jest sprzeczna
z danymi.

Przypominamyze w przypadku, gdy testa3 nie odrzuca hipotezy, nie oznacza e,

udowodnilémy jej stuszné, a jedynie godzimy siz nia, gdyz nie jest sprzeczna z danymi z
pomiaru.

Jeli pomiary opisywane sirozktadem Gaussa, to testowi ima nadé interpretac

probabilistyczn: dopuszczamy odrzucenie prawdziwej hipotezy nigaej niz 3 razy na
1000 decyzji. Zagpienie testu & analogicznym testemc2 oznacza odrzucanie prawdziwej
hipotezy nie cgiciej niz 1 raz na 20 decyzji.

3. Niepewndci pomiarowe miernika uniwersalnego Brymen 805.

Miernik uniwersalny Brymen 805 charakteryzupjastpujace parametry dotyaze

pomiaréw natezenia pradu statego,napigcia statlegoi opornosci (w temperaturze 23°&
5°C, wilgotndci wzglednej ponkej 75% i miejscu gycia poniej 2000 m nad poziomem
morza — wptyw dnienia):

Natezenie pradu statego (DC) | Doktadnosé: | Opornosé
zakres amperomierza W +nc wejsciowa
400,0pA 2,0% + 5¢ 150Q
4000pA 1,2% + 3c 150Q
40,00 mA 2,0% + 5¢ 3,3Q
400,0 mA 1,2% + 3c 3,3Q
4,000 A 2,0% + 5¢ 0,03Q
10,00 A 1,2% + 3c 0,03Q
Napigcie state (DC) Dokladnosé: | Opornosé
zakres woltomierza W+ nc wejsciowa
400,0 mV 0,3% + 4c 1GQ
4,000 V; 40,00 V; 400,0V 0,5% +3c 10 MQ
1000 V 1,0% + 4c 10 MQ




Opornosé Doktadnosé:
zakres omomierza W+ nc
400,0Q 0,8% + 6¢C
4,000 K2; 40,00 KK2; 400,0 I© 0,6% + 4c
4,000 M2 1,0% + 4c
40,00 M2 2.0% + 4c
Tabela 1.

Dopuszczalny lld graniczny wskazamiernika uniwersalnego Brymen 805. Zakres
pomiarowy miernika rozpoznajemy po formacie liczlyowwyswietlanego wyniku.

Przypominamy:
A — dopuszczalny bad graniczny wskazaniamiernika na danym zakresie
pomiarowym wyznaczasha podstawie wzoru:

A :ﬂx+ nc,
100

gdzie poszczegolne wielka oznaczaj:

* w— dokfadné¢ wskazanej wartwi x wyrazona jakoutamek wartosci zmierzonejna
wybranym zakresie pomiarowym (w tabeli pow@yukazana w formiprocentu
odczytu).

Przykfad.
Jesli producent podaje doktaddéw = 0,5%na wybranym zakresie pomiarowym, to
dla wskazani&0,00 Vwyniesie ona 30,00 ¥0,005 =0,15 V.

+ nc-— doktadnéc¢ cyfrowa okrglana jako liczban najmniej znaczcych jednostek odczytu
— zaley ona od wybranego zakresu pomiarowego ijakprzetwornika A/C, aie
zalezy od wartdci uzyskanej w pomiarze.

Przyktad.

Jesli producent podajeze na zakresie pomiarowy#®,00 VDC doktadné¢ wynosi
3¢, to znaczyze wartai¢ doktadna mee sk rézni¢ maksymalnie dodatkowo+00,03 Vod
odczytanej wartéi. Sumugc obie wartgci otrzymamy dopuszczalnybtgraniczny4
pomiaru przy wskazani80 Vrowrg: A = 0,15V + 0,03V =0,18 V (co stanowi 0,6%)
dla zakresu40,00 V DC

Wykonugc analogiczne obliczenia dla tej samej wacianierzonej na niewkziwie
dobranym zakresi¢00,0 V DG przy tych samych parametrach dokfaékipotrzymamy
dopuszczalny bt granicznyA = 0,15V +0,3 V= 0,45 V, co stanowi 1,5% wartai.

Zestaw dagwiadczalny do dyspozycji

Czesc (a):

- ptytka pomiarowa do badania diody (z lutowaniem)

- zestaw 5 opornikéw o wadaach kiloomowych, w tym opornik 1€k

- zasilacz statego naguia,

- miernik uniwersalny Brymen 805,

- akcesoria pomocnicze: kabketeniowe, chwytaki pomiarowe, cyna i kolba lutovmic

Czsc (b)
- dodatkowo zestaw 100 diod elektroluminescency)ny&ED) (wspolny z innymi zespotami
w sali)



Czesé (a)

Zadanie 1.

Niepewnd¢ napkcia wyjsciowego w dzielniku napé.

W uktadzie dzielnika napt, gdzie w obwodzie weégiowym znajduj Sie polaczone
szeregowo oporniki R i r, napecie wyjsciowe jest pobierane z opornika. Znapc
niepewndci napkcia wegciowego g, oraz niepewrsei opornéci oy i o, wyprowad

wzO0r na niepewn@ napkcia wyjsciowego g, stosujc metod propagacji matych how.

Napicie wyjsciowe dzielnika jest wyznaczone wzoretd;,, =U,, GRrT
r

Wyprowadzenie wzoru na niepewné¢ jest do wykonania w domu przedtwiczeniami.

Podczastwiczen zbuduj uktad dzielnika naggia z dwu wybranych opornikow, wcaeej
zmierz te oporniki omomierzem jak najdoktadniej ravyznacz niepewrsgi pomiaru
opornaci. Ustaw na zasilaczu napie z przedziatu 3-6V oraz zmierz je jak najdokiagn

wyznacz hiepewnid@ jego pomiaru. Zmierz naggie wyjsciowe UwyZmierzone ze zbudowanego
dzielnika. Sprawg#l przy wyciu testu hipotez30 czy otrzymane warfci napkcia
wyjsciowego obliczonego U, "+, i zmierzonego U, "**"+0, s ze soh

zgodne.
Oblicz tez moc wydzielan na oporniku r i niepewnd¢ tej wartgci dla wytych wartgci
oporngci i napkcia wegciowego korzystag z propagacji matych edidw.

Zadanie 2.
Przy hczeniu rownoleglym opornikébw oporéio wypadkowa jest oké&ona wzorem:

1 :i+i. Oblicz z tego wzoru, korzystaj z metody propagacji matycheolow, jaka

Ryp R
jest niepewngt oporngci wypadkowej znajc niepewnéci wartgéci Ry i R
Wyprowadzenie wzoru na niepewné¢ jest do wykonania w domu przedtwiczeniami.

Wybierz z zestawu opornikbw dwa dowolne oporniknierz jak najdoktadniej ich wardoi
oraz wyznacz niepewlo ich pomiaru. Nagpnie pohkcz oporniki rownolegle i zmierz
opornag¢ wypadkowa oraz wyznacz niepewlé pomiaru. Sprawg przy wyciu testu3o czy
wartasci opornaci wypadkowej obliczona i zmierzona se sol zgodne.

Zadanie 3.

Dzielnik napécia z diod LED.

W dzielniku napg¢ wlutuj jako opornik wejciowy R opornik 1 i) oraz zasip opornik
wyjsciowy r dioda LED wiaczorm w kierunku przewodzenia. Wieglz, ze napgcie
przewodzenia dla diody LEBwiecacej w kolorze czerwonym (wykonanej z GaAsP, typ
diody L-53IT lub LID-53LID firmy Kingbright) wynosi 1.7 V przy padzie diody 2 mA, dla
opornika R=1 kQ dobierzprzez obliczenietakie napicie z zasilacza, aby qi diody
wynosit 2+ 0.1 mA. Do oceny nagtia z zasilacza spetnigjego ten warunek przyjmige
napkcie panujce na diodzie LED gdy ptynie przezanprad 2 mA jest rowne powaszej
wartasci napkcia przewodzenia.

Najpierw wykonaj obliczenia naggia z zasilacza, potem zbuduj ukfad i dopieraomt
napkcie w zasilaczu.



Nie nalezy: (1) podhcza diody bezpérednio (tj. bez opornika) do zasilacza, (2) pod&
diody do wyszego napicia niz 5V w kierunku zaporowym, gdymoze spowodowa to
zniszczenie diody.

Przepuszczenie przez diodED pradu o nagzeniu zbyt daym (dopuszczalne okine
przez producenta diody LED typu L-53IT lub LID-5% Imaksymalne natenie padu w
kierunku przewodzenia wynosi 30mA) powoduje znisrie diody.

Zmierz amperomierzem jak najdokiadniej jakie ¢hahie padu ptynie przez diogl oraz
wyznacz niepewnig zmierzonej wart€ci, pomiar wykonaj na zakresie amperomierza 40.00
mA (na tym zakresie omomierz ma mabpornd¢ wejsciowa). Zmierz take jak
najdoktadniej warté& napkcia panujgcego na diodzie i wyznacz jego niepewhoCzy
obliczenia zakladage, ze na diodzie panuje napie réwne nagiciu przewodzenia byto
poprawne?

Zaktadamy stuszrié dla badanej diody LED wzoru diodowego Shockley'a

el
Iy =1, EEeM“*T —1], gdzieUp — napécie panujce na diodzie, w wykfadniku waio e to

tadunek elementarnk, = R/Np to stata Boltzmanna, wa&o L) =25mV dla temperatury
e

pokojowej 2£C, |y to pmd wsteczny nasycenia diodyM to wspdétczynnik nieidealrsoi
diody, o ktérym zakladamye wynosi w przyblieniu 1.3.

Oblicz warté¢ pradu wstecznego nasycenlg diody LED na podstawie zmierzonych
wartasci pradu diody i napgcia na diodzie.

Wyznacz niepewni@ obliczonej wartéci pradu lo. W niepewnéci uwzgkdnij rowniez
niepewnd¢ wspotczynnika nieidealdoi diody, zaktadamyze M =1.3+ 0.Z. Okrel ktora z
niepewndci uwzgkdnionych wielkdci ma najwekszy wpltyw na niepewrié wyznaczonej
wartosci lo.

Wz0r na niepewnd¢ wartosci 1o wyprowadz w domu przed¢éwiczeniami.

Czesc (b)

WSTEP

Celem tej cgici ¢wiczenia jest zbadanie rozktadu wddibnapkcia przewodzenia pJ
w warunkach statlego guiu dla dlugiej serii nominalnie identycznych dioBoprawne
wykonanie zadania wymaga starannego i szczegotowkgdania efektow systematycznych
zwiazanych z doktadrieia przyrzadow i metod pomiarova.

Pomiaru napicia dokonuje s za pomog ukitadu zbudowanego z opornika
wzorcowego oraz diody. Uklad zasilany jest statyapigciem. Uklad jest zbudowany wg
schematu z rysunku Zrbdtem napjcia U jest zasilacz nagtia statego).

Uy ‘\R

LY O

[
Ay

Rys. 1. Uktad do pomiaru najia przewodzenia diody.



Zaleznos¢ napkcia Up od natzenia,l, dla diody dana jest wzorem:

U, = kBTm(u'j 1)
e 0

Napkcie na diodzie jest edu 1 V. Tymczasem wardé kgT/e w temperaturze pokojowej
wynosi okoto 0.025 V. Jeli w ukladzie nagpi zmiana pgdu np. z 1 mA na 1.1 mA, to
napkcie zmieni s¢ o0 0.0025 V, czyli bardzo nieznacznie. W tej syjuawzemy przypc
przyblizenie,ze nap¢cie na diodzie jest praktycznie state. Poniewapkcie zasilania tejest
state, maemy przypé, ze na oporniku jest state napie Uz -Up i pltynie przez niego staty
prqd | = (Uz -UD)/R

POMIARY
Wykonanie pomiarow

1. Montowanie uktadu wymaga lutowania jego elementéwzczegotowe wskazowki
dotyczce lutowania otrzymasz na patau zag¢. Badane diody umieszczaj w zaciskach
na ptytce montzowej. Do pomiaru napcia na diodzidJp uzyj kabli zakaczonych
wtyczkami bananowymi z chwytakami, ktérymi ngteehwycic przylutowane do phytki
przewody.

2. Przyodiaczonychkablach zasilania zmierz jak najdoktadniej, za pagrmultimetru
cyfrowego, warté¢ R oporngci opornika referencyjnego o wast okoto 1 K2. Czy
wskazania miernika fluktuajw czasie? Co to oznacza? Odnotuj zakres, na ktorym
wykonata/wykonate pomiar.

3. Za pomog kabli zaka@iczonych wtyczkami bananowymi zasilaj uktad ra@m statym
0 wartaci ponizej 5 V. Zmierz § wartag¢ multimetrem jak najdoktadniej. Nie zmieniaj
wartasci napkcia z zasilacza w giju pomiarow catej serii diod.

4. Zmieniapc kolejno diody w zaciskach, mierz negia Up. Czy wskazania miernika
zmieniap Sig w czasieZCo to oznacza z punktu widzenia niepewaigpomiaru?

5. UWAGA. Zwré&¢ uwag;, ze po wygciu badanej diody z uktadu, woltomierz mierzy
wartas¢ Uz - napecia zasilania.

6. Zanotuj wartéci Up korzystajc z tabeli poniej. Pisac raport oblicz te prad diodylp,

Tabela 2 Arkusz pomiarowy

nr napkcie Up | niepewnd¢ Up | Prqd (Uz-Up)/R | Niepewnd¢ Ip
pomiaru [Vl [Vl [A] [A]
1
2
100

7. Z wynikow pomiaréw wartéci Up bedzie sporzdzany histogram. Histogram to wykres
stupkowy zmiennej mierzonglp pokazugcy np. ilas¢ pomiarow (liczebngt) w
przedziatach wartei Up 0 szerokéci A zwanej szerokicia przedziatow
histogramowania (ang. : bin size, np. we widsraxh histogramu w programie Scidavis).
Zasady wykonywania histogramal godane na kitcu tej instrukcji. Na histogramach
mozna przedstawialiczebndci przedziatow, cgstasci wyskepowania wartéci z
przedziatéw lub gstaici (opis ponkej). Nalezy sporadzi¢ histogram liczebndci
wynikéw pomiarow nagicia przewodzenia diodJp dla okoto 7-12 przedziatow waga
przyjmowanych przeaJp. Histogram ména rysowa w arkuszu kalkulacyjnym
programu Excel, Open Calc lub w programie Scidéimenu wybréa Plot—> Statistical
Graphs—> Histogram).



METODY ANALIZY DANYCH

Celem zada&arachunkowych rozwanych poniej jest opanowanie i zrozumienie metod
analizy rozktadow wynikéw daviadczalnych. Wyniki nagt Up z Tabeli 2 zostan
przedstawione na histogramie. Uzyskany rozktada$eirtUp zostanie poréwnany na

wykresie z rozktadem Gaussa wyktomym dla parametréw;z =U (wartcs¢ srednia
zmierzonych wart&ci Up) oraz niepewnsei pojedynczego pomiarw =s,. Opis metody
sporadzania histogramu znajdujez s koncowej czsci tej instrukcji. Wzory, z ktérych
korzystamy w obliczeniach:

- wartas¢ srednia z seriiN pomiarowy; : U :%Zui :%Z nKU[k] =U,
i=1 k=1

gdziek =1...n numerujen przedziatdw histogramowani) oznacza warkg

srodkowa napkcia w k-tym przedziale histogramowaniay 0znacza ilé¢ wartasci w k-tym
przedziale histogramowania (liczeltgrzedziatu), przy czym ikg wszystkich pomiaréw

n
N = Z n. jest rowna sumie liczebsa wszystkich przedziatéw histogramowania,
k=1
- wartas¢ niepewndci pojedynczego pomiaru (ktéra takmaze by liczona z liczebngzi
i wartasci sredniej w przedzia’fach histogramowania):
1

SJ N - 1:1(U U) ~—zn<(u[k] )=

Na histogramach mma przedstawia
- liczebndci n, w przedziatach histogramowania gdowvynikdw pomiaru wartéci Up

mieszcacych st w kazdym przedziale histogramowanlka= 1...n). Aby poréwna taki
histogram z gstcdicia prawdopodobigstwa naley gestas¢ prawdopodobigstwa pomneay¢
przez N m

- uiamek N liczebndci przedziatu do iléci wszystkich pomiaréw, zwany €ztoscia

zliczen. Aby poréwna taki histogram z gstcscia prawdopodobigstwa naley gestasé
pomnay¢ przez A - szeroké¢ przedziatu histogramowania.

- utamek

zwany @stoscia zliczen. Taki histogram jest unormowany i teby
k
bezpdrednio poréwnywany zegtascia prawdopodobigstwa np. z rozktadu Gaussa.

POROWNANIE GRAFICZNE ROZKtADU GAUSSA | DO SWIADCZALNEGO

Zadanie 4
Zaktadajc, ze wyniki Up pomiarow napicia przewodzenia mma opisa rozktadem
Gaussa (gptasci prawdopodobigstwa):

G(Up; 4,0)=

(U ,U)
0'\/
z wartdiciami parametrowy= U, = 1.77632 V (Wartm: srednia) orazo = § = 0.01824 V

(dyspersja) obliczonymi dla indywidualnych zmiergoh danych (podane tu liczby pochadz
z przykladowego pomiaru nagi przewodzenia serii diod), naszkicuj ten rozkiad na
histogramie liczebniwi. Skorzystaj z tabeli 3.



Tabela 3

krawedz dolna przedziat
histogramowaniaJp 17| 1.72 1.74 1.76 1.78 18| 182 1.84 -

V]

krawedz gorna przedziatd
histogramowania 1.72| 1.74| 1.76 1.78 1.8/ 1.82] 1.84 1.86 -

Upk +A [V]
srodek pr[f;]edz'a"“”mk] 1.71] 1.73| 175 1771 179 1.81 1.83] 1.85 suma
Liczba ny wynikéw w
przedziale (liczebng 0 5 43 91 63 13 1 Ol N=216

przedziatu)

gestas¢ eksperymentalnd

N 0| 1.15| 9.95 21.075 14575 3| 0.225 ofl -
N V]

s

Spodziewana ikt zliczea
w przedzialek obliczona 2

rozktadu Gaussa | 13| 3,76| 33,36 71,32 17,18/ 1,24| 0,03
Ni = NI G(Upygi U, g)

Przypominamy wzér shacy do wyznaczenia oczekiwanej liczNy pomiarow w przedziale:
Uk+A

N =N [ G(Up;p,0)dU;,
Uk
gdzieA jest szerokgcia przedziatu histogramowania. Najprostsza, i przgola, metoda
obliczenia catki polega na zagteniu jej wyraeniemG(Uy,;; 4,0) (A okreslajacym pole

powierzchni prostokta o wysokeci G(U,,,; 4,0) | podstawied, gdzieUpy wyznacza
srodek przedziatu histogramowania, a wtedy

N, = N, = NIACK Uy 4 4,0).
Jeili chcemy wyznaczy catke doktadnie, wprowadzamy navemienry catkowania

zwanry standaryzowam i wartos¢ Ny wyznaczamy za pomac

N =NP(7< = 22)= NA( ) d= ( F.2)- B

. U, —u U, +A-u 1 ¢ x?
dzie z =% =,z ,="* — " F(2)=—— |exg - = |dx
g K o K+l o (2) _[ F{ 2}

Wartasci przydatnych catek(z) rozkladu Gaussa znajdwgic w tabeli 4 na kacu instrukciji.
Funkcg, ktora tu catkujemy:

V() =%exr{—%

nazywamystandaryzowanym rozktadem Gaussa.




ANALIZA DANYCH Z CZ ESCI (B) - POMIAR 100 DIOD | SPRAWOZDANIE

1. Oblicz podstawowe statystyki opisowseedni arytmetycza U, , jej statystycza
niepewnd¢ standardow s; i statystycza niepewné¢ standardow pojedynczego

pomiarus, uzyskanego zbioru wada Up.

2. Narysuj histogram uzyskanych wastonapkcia przewodzenia diod. Na histogramie
zaznacz potzenie wartdci sredniej oraz wartxi odlegte o jeda statystycza
niepewnd¢ pojedynczego pomiaru na prawo i lewo od wanitéredniej. Na podstawie
histogramu lub korzystag bezpérednio z danych, oéeprocent liczby pomiaréw
mieszcacych seé w tym przedziale. Poréwnaj z wastia wynikajaca z rozkladu Gaussa.

3. Zakladajc, ze zebrane warfoi nape¢ Up przedstawiaj reprezentatywnprobke

wylosowan z rozktadu Gaussa o parametrach &lorg/ch przez warta srednia U

| statystyczn niepewnd¢ pojedynczego pomiarg, , nanié na histogram krzyw
wynikajaca z rozktadu Gaussadstas¢ prawdopodobigstwa rozktadu Gaussa miana
przez N[A dla przypadku histogramu liczebiog).

4. Wyznacz systematyczmiepewnd¢ sredniej wartéci Up. Poréwnaj g ze statystyczn
niepewndcia Sredniej s; i ze statystyczmniepewnécia sy pojedynczego pomiaru. Jakie
konkluzje wynikag z tego poréwnania?

5. Stosownie zaokiglajac, podaj ostatecarocere oczekiwanej wartei Up catej
zbiorowaici wszystkich diod wyprodukowanych w partii, z leppobrano badarpréble,
a take niepewngd statystyczai niepewnd¢ systematyczntej oceny.

CALKI ROZKLADU GAUSSA.

Tabela poniej podaje wart& catki standaryzowanego rozktadu Gaussa

1 1 ¢ x?
F(z)=P(-c0o< x< 2==—+——=—|expl— | dx 2z 0.
(2 ( 2 \/27TJ; p( 2}
Z uwagi na symetgirozktadu, warté¢ catki dla ujemnych wartei argumentu mina
wyznaczy ze zwazku F(-2) = 1 —F(2).
Ponizszy rozkiad zostat policzony wykorzysiojfunkcg ROZKLAD.NORMALNY (...) w
programie Excel.



Tabela 4

0.0C

0.01 0.0z 0.0z

0.0¢  0.0¢

0.0¢

0.07

0.0¢ _ 0.0¢

0.0C
0.1¢
0.2¢
0.3C
0.4C
0.5C
0.6(
0.7¢
0.8C
0.9C
1.0C
1.1¢
1.2¢
1.3(
1.4¢
1.5C
1.6C
1.7¢
1.8C
1.9C
2.0C
2.1C
2.2C
2.3C
2.4C
2.5C
2.6C
2.7C
2.8C
2.9C
3.0C
3.1C

0.500(
0.539¢
0.579¢
0.617¢
0.655¢
0.691¢
0.725
0.758(
0.788:
0.815¢
0.841¢
0.864:
0.884¢
0.903:
0.919:
0.933:
0.945;
0.955¢
0.964:
0.971¢
0.977:
0.982:
0.986:
0.989:
0.991¢
0.993¢
0.995¢
0.996¢
0.997-
0.998:
0.998°
0.999(

0.504( 0.508( 0.512(
0.543¢ 0.547¢ 0.551°
0.583: 0.587: 0.591(
0.6217 0.625% 0.629:
0.659: 0.662¢ 0.666¢
0.695( 0.698t 0.701¢
0.729. 0.732¢ 0.735
0.761: 0.764: 0.767:
0.791( 0.793¢ 0.796"
0.818¢ 0.821: 0.823¢
0.843¢ 0.846. 0.848:
0.866¢ 0.868¢ 0.870¢
0.886¢ 0.888¢ 0.890°
0.904¢ 0.906¢ 0.908:
0.920° 0.922: 0.923¢
0.934! 0.935 0.937(
0.946: 0.947+ 0.948¢
0.956¢ 0.957: 0.958:
0.964¢ 0.965¢ 0.966¢
0.971¢ 0.972¢ 0.973:
0.977¢ 0.978: 0.978t¢
0.982¢ 0.983( 0.983¢
0.986¢ 0.986¢ 0.987:
0.989¢ 0.989¢ 0.990:
0.992( 0.992: 0.992:
0.994( 0.994. 0.994:
0.995! 0.995¢ 0.995
0.996¢ 0.9967 0.996¢
0.997¢ 0.997¢ 0.997"
0.998: 0.998: 0.998:
0.998" 0.998. 0.998t¢
0.999. 0.999. 0.999:

0.516( 0.519¢
0.555° 0.559¢
0.594¢ 0.598.
0.633. 0.636¢
0.670( 0.673¢
0.705¢ 0.708¢
0.738¢ 0.742:
0.770¢ 0.773¢
0.799¢ 0.802:
0.826+ 0.828¢
0.850¢ 0.853:
0.872¢ 0.874¢
0.892¢ 0.894«
0.909¢ 0.911¢
0.925. 0.926¢
0.938: 0.939¢
0.949¢ 0.950¢
0.959. 0.959¢
0.967. 0.967¢
0.973¢ 0.974«
0.9797 0.979¢
0.983¢ 0.984:
0.987¢ 0.987¢
0.990+ 0.990¢
0.992° 0.992¢
0.994! 0.994¢
0.995¢ 0.996(
0.996¢ 0.997(
0.997" 0.997¢
0.998¢ 0.998¢
0.998¢ 0.998¢
0.999: 0.999:

0.523¢
0.563¢
0.602¢
0.640¢
0.677:
0.712¢
0.745¢
0.776¢
0.805:
0.831¢
0.855¢
0.877(
0.896:
0.913:
0.927¢
0.940¢
0.951¢
0.960¢
0.968¢
0.975(
0.980¢
0.984¢
0.988:
0.990¢
0.993:
0.994¢
0.996:
0.997:
0.997¢
0.998:¢
0.998¢
0.999:

0.527¢
0.567:
0.606¢
0.644:
0.680¢
0.715°
0.748¢
0.779¢
0.807¢
0.834(
0.857
0.879(
0.898(
0.914°
0.929:
0.941¢
0.952¢
0.961¢
0.969¢
0.975¢
0.980¢
0.985(
0.988¢
0.991:
0.993:
0.994¢
0.996:
0.997:
0.997¢
0.998:¢
0.998¢
0.999:

0.531¢ 0.535¢
0.571+ 0.575¢
0.610: 0.614:
0.648( 0.651"
0.684« 0.687¢
0.719( 0.722¢
0.751° 0.754¢
0.782¢ 0.785:
0.810¢ 0.813¢
0.836¢ 0.838¢
0.859¢ 0.862:
0.881( 0.883(
0.8997 0.901t
0.916: 0.917
0.930¢ 0.931¢
0.942¢ 0.944:
0.953¢ 0.954¢
0.962¢ 0.963!
0.969¢ 0.970¢
0.976. 0.976.
0.981: 0.981"
0.985¢ 0.985.
0.9887 0.989(
0.991¢ 0.991¢
0.993¢ 0.993¢
0.995. 0.995:
0.996: 0.996¢
0.997: 0.997-
0.998( 0.998:
0.998¢ 0.998t¢
0.999( 0.999(
0.999: 0.999¢
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KONSTRUKCJA HISTOGRAMU

Przy konstruowaniu histogramu przydatne jest wyznaczenie warto$ci najmniejszej Xmin

1 najwigkszej, xmax, W probce. Wartosci te pozwalaja oceni¢ rozpigtos¢ histogramu. Niech symbol N

oznacza liczebno$¢ prébki. Sam histogram budujemy w nastgpujacy sposéb.

e Ustalamy dolng krawedz x} < xmin histogramu oraz szeroko$¢ A; przedzialow, czyli caty zakres
wartosci wielko$ci histogramowanej dzielimy na przedziaty: od x(;y do x2y = x(1y + Ay, od
X{2) do X3y =X[2) + Ay, od X{3) do X{4y = X3y + Az itd., az do ostatniego, K-tego przedzialu od
wartos$ci Xy = Xk-1} + Ax_ 1 do wartosci Xik+1) = Xk} + Ax, X{K+1) > Xmax-

¢ Nastepnie ustalamy, do ktérego przedzialu nalezy kazda z kolejnych wartosci z prébki,
otrzymujac liczby n; danych w kazdym z przedzialéw, zwane liczebnos$ciami badz
krotno$ciami. W trakcie ustalania, do ktérego przedzialu histogramowania nalezy wtaczy¢
dang warto$¢, mozemy natknac¢ si¢ na sytuacje, w ktérej wartos$¢ ta wypada na granicy
przedziatéw, a wigc moze zosta¢ zaklasyfikowana zaréwno do tego, w ktérym rozwazana
warto$¢ stanowi gérna granice lub tez do nastepnego przedzialu obejmujacego wigksze wartosci
zmiennej histogramowanej. Najczg$ciej przyjmujemy konwencjg, w ktorej przedziat
histogramowania jest z lewej strony otwarty za$§ z prawej domknigty, jak to sugeruje opis
w poprzednim punkcie.

e W nastepnym kroku dla kazdego przedziatu histogramu konstruujemy czestos¢ p; := n;/N oraz
wielko$¢ f;, ktora zwiemy gestoscia wielkosci histogramowanej (w tym przypadku: gestosciq
okresu drgan wahadlta), a ktéra definiujemy jako f; := pi/A;, czyli stosunek czestosci p; do
szerokoS$ci A; przedzialu histogramowania. W rezultacie otrzymujemy kolejne wiersze tabeli
ponizej.

przedzial (X{l},X{z}] ()C{z},)C{3}] ()C{K},X{K+1}] Suma
krotnos¢ n o ng N
n n n
czestosé p; —L = & 1
& Di N N N
n n n
e -1 1 2 K
stosc f; [s -
gestosc fils NA, NA, NA,

Zauwaz, ze wielkos$ci f; maja wymiar — w tym przypadku jest to odwrotno$¢ jednostki czasu,
w ktérej wyrazamy wyniki pomiaru okresu. Spetniaja one takze oczywisty zwiazek

K
DA =1,
i=1

czyli pola powierzchni stupkéw histogramu sumuja si¢ do jednos¢ — co jest definicja frazy:
histogram jest unormowany do jednosci. Najczgsciej szerokosci A; przedziatéw histogramowania
wybieramy takie same dla kazdego z przedziatéw, co uprasza nieco obliczenia. Sa jednak sytuacje
(przykiad poznamy w jednym z nastgpnych ¢wiczen), kiedy to zmuszeni jesteSmy wybrac je
réznymi (a w skrajnym przypadku si¢gajacymi nieskonczonosci).

Histogram rysujemy, kreslac stupki, o wysokos$ci proporcjonalnej do wartosci gestosci, na
kolejnych przedziatach zaznaczonych na osi odcigtych, czyli wielkos$ci histogramowane;.

Zwro¢ uwage na niektore elementy graficzne takiego rysunku. Histogram winien mie¢ tytul,
osie nalezy opisa¢ zarowno stownie, jak i symbolem, jak réwniez poda¢, w nawiasach
kwadratowych lub okragtych, jednostkg wielkosci wystgpujacej na osiach. Normy wymagaja, aby
znaczniki na osiach zwrécone byty ku dodatnim kierunkom osi, co powoduje ze w przypadku, gdy
kreslone wielkosci wypadaja w pierwszej ¢wiartce, znaczniki te ,,wchodza” do rysunku, za$
prezentujac wykres, ktéry miesci si¢ w trzeciej ¢wiartce, znaczniki beda wskazywac na zewnatrz
tresci rysunku. W odniesieniu do wszystkich elementéw graficznych prezentowanych
w opracowaniach naukowych obowiazuje jeszcze jedna zasada: powinny by¢ one ,,ascetyczne”

w swym obliczu — wszelkie gradienty, ta, linie siatek, trzeci wymiar i tym podobne ,,dodatki”
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powinny si¢ pojawiac jedynie wtedy, gdy wynikaja z istoty prezentowanej wielkosci lub tez
intencja autora jest zwrdcenie uwagi czytelnika na dany aspekt.

Z histogramami zwiazana jest konwencja, ktorej nalezy bezwzgle¢dnie przestrzegac. Otoz,
istnieja dwa typy wielkosci, ktore histogramujemy. Rozwazmy takie wielkosci jak czas, masa,
dlugos$¢, temperatura, cisnienie, ... 1 skonfrontujmy je takimi wielkoSciami, jak liczba
rozpadajacych si¢ jader atomowych w zadanym przedziale czasowym, dtugos¢ stowa czyli liczba
liter w stowie, liczba oczek na kostce do gier planszowych, liczba galaktyk w wybranym kacie
brytlowym, ... . Te pierwsze maja t¢ wtasnos$¢, ze a priori moga przyjmowac¢ dowolna wartos¢, takze
wyrazona liczba niewymierna (nie mozemy wykluczy¢, ze kulka ma mase np. e” g), podczas gdy te
drugie opisuja si¢ liczba catkowita badZ zerem. Te pierwsze nazywamy wielkosciami ciaglymi, za$
o tych drugich méwimy, ze przedstawiaja soba wielkosci dyskretne. To rozréznienie znajduje swe
odbicie na histogramie — stupki histogramu wielkosci ciagtej zawsze rysujemy polaczone ze soba
(nawet jesli histogram przedstawia czgstosci, a nawet krotnosci), a stupki histogramu wielkosci
dyskretnej rozdzielone. Ilustruja to dwa rysunki ponizej. Lewy przedstawia czgstos¢ wielkosci
dyskretnej — liczby liter w stowach Pana Tadeusza (tekst poematu: Polska Biblioteka Internetowa,
http://www.pbi.edu.pl/) za§ prawy ukazuje gestos¢ wielkosci ciaglej — dlugosci 9439 ziaren fasoli
(S.J. Pretorius, Biometrika, 22, (1930), 110; dane za: M.G. Kendall i A. Stuart, The Advanced
Theory of Statistics, Charles Gryffin & Co. Ltd., London, 1958 — zwr6¢ uwage, ze stowo gestos¢
oznacz tu liczbg ziaren fasoli na przedziat dtugosci, a nie ggstos¢ masy ziarna fasoli).

Rozktad dlugo$ci stowa w poemacie 0,6 r Rozktad dlugosci ziarna fasoli
0,16 Pan Tadeusz 05
0,14 - TE
- 0,12 ¢ g 0.4 r
Q_‘ e
° 0,10 - =03
80,08 9
§ 0,06 - g 0,2 -
Q o’
0,04 = 001 L
0,02 =
0’00 O | | | | | | | | | | | | | | |
1 3 5 7 9 11 13 15 10 11 12 13 14 15 16 17
liczba i liter w stowie dtugosc ziarna [mm)]

O histogramach czesto méwimy, ze przedstawiaja soba rozklad wielkos$ci histogramowanej,
np. rozktad wartosci zmierzonego okresu drgan. Termin ten rOwniez stosujemy, gdy ilustrujemy
czgstosci, a nawet wtedy, gdy na histogramie ukazujemy jedynie liczby danych (krotnosci n;)

w klasach.



