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Cwiczenie 2
Obwody padu statego, prawa Kirchhoffa, niepevéobpomiaru napic i pradow.

Cel

Wartcs¢ liczbowa uzyskana z pomiaru ki wielkasci fizycznej obarczona jest niepewdoe
pomiarows (niedoktadnécia pomiaru). Uzasadnione jest qwi pytanie o kryteria rozstrzygania czy
pomiar wykonany z niepewRdcia pomiarovs jest zgodny, albo niezgodny, z modelem mierzonego
zjawiska. W tyméwiczeniu poznajemy niepewsc pomiarowe nagi, natzen pradow oraz oporni
elektrycznej dla miernika uniwersalnego (woltomé&ramperomierza, omomierza). Biorpod uwag

te niepewnéci sprawdzamy, czy uzyskane wyniki pomiarowadiiw i napg¢ w prostych obwodach
pradu statego (szeregowe lub réwnolegtegpoenie opornikbéw)szgodne z prawami Kirchhoffa. Jako
kryterium zgodnéci korzystamy ze statystycznego testu zgdédno3-sigma (8), ktéry tutaj
zastosujemy do wynikdw pomiaréw, zanim zostaniedoktadnie oméwiony na wyktadzie 2¥sepu
do analizy danychPoznajemy tate zasady wyznaczania niepewciovielkosci ztozonej, lzdacej sum
lub ré&znica dwu lub wkcej zmierzonych wielki. Drugim celem ¢wiczenia jest wyznaczenie
oporngci wewretrznej ogniwa elektrochemicznego — baterii R6 -zgstajc z dopasowania prostej do
wynikdw pomiaru nagi¢ i pradéw w obwodzie z batexi

Wstep

| prawo Kirchhoffa dotyczy wztéw obwodu elektrycznego, tzry.
punktow, w ktérych zbiega skilka przewoddéw. Stwierdza onée suma
natezer prqdow wplywagcych do wzta jest rowna sumie natern prgdow
z niego wyptywaicych. Prawo to wynika z zasady zachowania tadur
elektrycznego: w wztach sieci tadunek nie znika i nie gromadz¢ $i
w trakcie przeptywu pdu. Dla sytuacji przedstawionej na rysunku 1

ono posté& Rysunek 1
+l,= 1,4 4 .

Il

Il prawo Kirchhoffa dotyczy obwoddw zamkatych, czyli tzw. ,oczek”. Stownie t& tego
prawa mana wyraz¢ nastpujaco: w dowolnym .
obwodzie zamketiym (oczku) algebraiczna suma sit l l,

elektromotorycznych (tj. nagi generowanych np
przez znajduice se¢ w obwodzie baterie luk R R

. . , . p . 1 2 R3
zasilacze) jest réwna sumie spadkow papna

elementach  obwodu. W przypadku  obwodow E, E,
ztozonych, Il prawo Kirchhoffa stosuje ¢sidla +| = -t
kazdego oczka tego obwodu. ! X H

Rysunek 2




Na przyktad dla obwodu przedstawionego na Rysunkathy 3 oczka:
a) sitaE; —» opoOrR; - oporR; - sitak;,
b) sitaE; - opOrR; — 0poOrR; — sitak, - sitakE;,
c) sitaE; —» opOrR; — 0poOrR, - sitaE,.
Istnieje kilka technik ,rozwizywania oczek”, tj. formutowania rowhaa nieznane pdy. Jedna z nich
polega na ustaleniu kierunku przeptywuagdw w kazdym z oczek, jak np. na rysunku 2, i wypisaniu
rownax Kirchhoffa dla kadego z nich. | tak, odpowiednio dla oczek a), &) dtrzymujemy:

R1Il+ RZ( |1+ IZ) = El’

Rl -Rl,=E-E,

R1,+ Rz( l,+ |2): E,
Przy ustalaniu znakéw w wyraniach okrélajacych napgcie na elementach obwodu, stosujengydo
wybranego kierunku przeptywu gqolu — jeli przejcie przez element jest zgodne z wybranym
kierunkiem przeptywu pdu, stawiamy znak ,+”, a §#& przeciwne, to znak ,—". Widzimy jednake
drugie rOwnanie otrzymujemy przez odejmowanie stnenrownania trzeciego od pierwszego, aowi

jest liniowo od nich zaleme. Rozwazujac rownania liniowo niezafeme wyznaczamy nieznane gania
pradéw.
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Rysunek 3
Rysunek 4

Z praw Kirchhoffa wynikaze catkowita oporn& R przewodnikéw peaiczonych szeregowo
(Rysunek 3) jest rowna sumie oposoioR tych przewodnikow
R= R + B +... R,
z& catkowita oporné&t R przewodnikéw pajczonych rownolegle (Rysunek 4), spetnia zatgc¢:
1 1 1 1
= + +...

R R B R



Niepewndici pomiarowe miernika

Miernik uniwersalny Brymen 805 charakteryzujastpujace parametry dotyaze pomiaroOw
natezenia pradu statego, napiecia statego i opornosci (w temperaturze 23°G 5°C, wilgotndci
wzglednej ponkej 75% i miejscu gycia poniej 2000 m nad poziomem morza — wpltywnienia):

Natezenie pradu statego (DC) | Doktadnosé: | Opornosé
zakres woltomierza W+ Nnc wejsciowa
400,0pA 2,0% + 5¢ 150Q
4000pA 1,2% + 3c 150Q
40,00 mA 2,0% + 5¢ 3,3Q
400,0 mA 1,2% + 3c 3,3Q
4,000 A 2,0% + 5¢ 0,03Q
10,00 A 1,2% + 3c 0,03Q
Napigcie state (DC) Doktadnosé: | Opornosé
zakres amperomierza W+ nc wejsciowa
400,0 mV 0,3% + 4c 1GQ
4,000 V; 40,00V; 400,0V 0,5% + 3¢ 10 MQ
1000 V 1,0% + 4c 10 MQ
Opornosé Doktadnosé¢:
zakres omomierza W+ Nnc
400,0Q 0,8% + 6¢C
4,000 KQ2; 40,00 K2; 400,0 K2 0,6% + 4c
4,000 M2 1,0% + 4c
40,00 M2 2,0% + 4c

Zakres pomiarowy miernika rozpoznajemy po forméicebowym wyswietlanego wyniku.
Wielkos¢ A —dopuszczalny bad graniczny wskazaniamiernika na danym zakresie pomiarowym
wyznacza & ha podstawie wzoru:
A=Y x+ne,
10C
gdzie poszczegllne wyrazy 0znaazaj
» w— doktadné¢ wskazanej warkei x wyrazona jakoprocent wartosci zmierzonejna uwytym
zakresie pomiarowym miernika.

Przyktad.
Jesli producent podaje doktadré 0,5%na wybranym zakresie pomiarowym, to dla

wskazania = 30,00 Votrzymujemy w = 30,000,005 =0,15 V.

* nlc — doktadnec¢ cyfrowa okrélana jako liczban pojedynczych cyfr na najmniej znacej
pozycji ¢ odczytu. Zalgy ona od wybranego zakresu pomiarowego ijakprzetwornika
analogowo-cyfrowego A/C w mierniku,rae zalezy od wartdci uzyskanej w pomiarze.

Przyktad.
Jesli producent podajeze na zakresie pomiarowyf®,00 VDC doktadn@éé wynosi3c, to

znaczyze wartg¢ doktadna mee sk rézni¢ maksymalnie dodatkowo00,03 Vod odczytanej
wartasci (cyfra na najmniej znageej pozycji odczytu 40,00 V to 0,01 V).



Sumugc obie wartdci otrzymamy dopuszczalnytitgranicznyd pomiaru przy wskazan0 V
rowny: 4= 0,15V + 0,03V =0,18 V (co stanowi 0,6%) dla zakre40,00 V DC

Wykonujac analogiczne obliczenia dla tej samej watanierzonej 30,0 V, ale na niewtawie
dobranym zakresi¢00,0 V DG przy tych samych parametrach doktagnootrzymamy
dopuszczalny b granicznyA = 0,15 V +0,3 V=0,45V, co stanowi 1,5% warfoi.

Przyktad .
Doktadna¢ przyrzzdu pomiarowego jest jednym z gtownycgdblv systematycznyctv pomiarach.
Dla wyobraenia sobie doktadigi przyrzzdu pomiarowego, np. linijki lub woltomierza, rozingy
nasepujgcy model procesu produkcji takich przytbpw. W fabryce, w seryjnej produkcji, wytwarzane
sq ,dentyczne” mierniki. Jak kaly proces fizyczny, proces technologiczny niggestak kontrolowany
absolutnie doktadnie. Na skutek przypadkowych zeaki jego przebiegu wskazania miernikow z
wyprodukowanej serii Ehiq Sie nieznacznie podczas mierzenia tego samego obRiaymijmy ze
producent gwarantujez iwartas¢ oczekiwana wska#alla serii produkowanych miernikow jest zgodna
z wartagciq doktadry 1, a maksymalny bt wskaza, czyli r&nica miedzy wskazaniem x dowolnego
miernika z serii a warttriqg doktadmy 4, nie przekracza, co do wastm bezwzgldnej, wartaci 4 > 0.
Zastanoéwmy 8j co to oznacza w odniesieniu diywanego przez nas miernika. Najprostszym modelem
matematycznym jest pregie, ze:
« uzyskana w wyniku pomiaru konkretnym miernikientavax zawiera st przedziale g/ — A4, y + 4),
« kazdy wynik z tego przedziatu jest jednakowo prawdopag w serii miernikow.
Przyjmupc powysze zatéenia dostaje 8 ze:

2

. wariancjag? zmiennej losowej x dla serii miernikéw wynast = % czyli niepewn&’ pomiaru

(dyspersja, odchylenie standardowe) wyn@t:,:':A - poz. literatury [1] str.52-55, [2] str. 9, 17 .

NE

. 1/4/3=058 czs¢ wyprodukowanych miernikéw wgkawartai¢ w przedziale[y— o, u+ 4.
Podsumowujc taki model mina powiedzié, ze blkd systematyczny konkretnego miernikaermg
opisywany jako laid przypadkowy dla serii wyprodukowanych miernikéw.

Wynik x pojedynczego pomiaru wielka mierzonej miernikiem podajemy jaKo £ o), gdzie

niepewnd¢ pomiarug L oraz A jest dopuszczalnym &dem granicznym wska#aniernika na

73

uzytym zakresie pomiarowym.

Warto §¢ oczekiwana i niepewn& sumy dwu zmiennych losowych.

Rozwaamy sytuag, w ktérej poszukiwana przez nas wiglkonie jest mierzona bezgednio
(jednym pomiarem), a jest sandwu niezalenie zmierzonych wielkei, na przyktad dwu naten
pradow wptywapcych dwoma przewodami do ¢ata obwodu elektrycznego. Pomiar pierwszej
wielkosci  x; daje warté¢ oczekiwam E(x;) = X, z niepewnécia pomiarow o, = E((x, - %)%), a
pomiar drugiej wielkéci x, daje warté¢ oczekiwam X, z niepewnécia c,. Wielkos¢ sumy



X; + X poszukiwana przez nas ma wéétmczekiwan (X +X,), a jej wariancja g® wynosi:

E[(Xl X~ (Xt X2))2] = E[(Xl - )_(1)2 +20% = X) (X = %) + (X, ~ )_(2)2] = J12 + 022 + ZE[(Xi %) (% - X2)]
Dla przypadku kiedy pomiary obu wiell@® x; i X, sa niezalene wartd¢ oczekiwana dana trzecim
wyrazem tej sumy wynosi 0 i wariancjar® = g,” +g,>. Czyli niepewné¢ sumy dwuniezaleinych

zmiennych losowych wynosu = w/alz + 022 . Taki sam wynik dostajemy dla niepewooréznicy dwu
niezalenych zmiennych losowych.

Jest to najprostszy przypadek pokagyj jak niepewngéci pomiaru wielkéci sktadajcych sé na
pewry wielkos¢ wynikowa przenosz sig na niepewn& tej wielkasci wynikowej. Bardziej ztaone
sytuacje dowolnej funkcji, a nie tylko sumy dwu Bmnych losowych, poznamy w przysado jako
metod: propagacji matych btidw (cwiczenie C6 oraz wykitad 2&'stpu do analizy danygh

TEST 30

Elementem niniejszegoéwiczenie jest sprawdzanie zgodob wynikéw ddwiadczeé

z przewidywaniami teoretycznymi (prawami Kirchhqffeub tez sprawdzanie wzajemnej zgodod

wynikéw rdaznych pomiardw, a wc, mowiac ogoblnie, testowanie hipotez. Najprostszym testem

zgodndci wynikdw jest tzwiest 3g; spotykany w dwoch typach zagadnie

« Hipoteza teoretyczna gtosie ,wielkos¢ mierzona ma wartg 4. Wynik pomiarux tej wielkasci
jest okrélony zdyspersj (niepewndcia pomiaru) g, gdzie o jest pierwiastkiem kwadratowym
z wariancji o2. Test prowadzimy w ten sposGie wyznaczamy warsé |x — x| i sprawdzamy, jak
uzyskana wart® ma s¢ do wartdci 3o. J&li znajdujemy,ze |x—u|> 30, to odrzucamy hipotez
teoretyczn o wartgci ¢ wielkosci mierzonej. Jgi za$ spetniony jest warunekx}|- | < 30, to
konkludujemy ze hipoteza ta nie jest sprzeczna z danymi z pomiaru

- Hipoteza teoretyczna gtosie ,dwa pomiary uzyskane zymi metodami (w rénych warunkach)
daj ta samy wartas¢”. Niech wynik x uzyskany jedm metody bedzie okrélony z dyspersj oy, z&
wynik y uzyskany drug metod, bedzie okrélony z dyspersgj ¢;. Test prowadzimy w ten sposéie,
wyznaczamy wartg |Xx-y| isprawdzamy, jak wargé ta ma s do wartéci 30, gdzie
o’ =0} +0o]. J&li znajdujemy: k—y| > 30, to odrzucamy hipotezze oba pomiary dajte sam
wartcs¢. Jali zas spetniony jest waruneke |[x—y| < 30, to konkludujemyze hipoteza ta nie jest
sprzeczna z danymi.

Nalezy z cah moa podkréli¢, ze w przypadku, gdy testdB nie odrzuca hipotezy, nie oznaczaze,
udowodnilsmy jej stusznéc, a jedynie godzimy giz nia, gdyz nie jest sprzeczna z danymi z pomiaru.

J&ili pomiary opisywane girozktadem Gaussa, to testowi ina nada interpretacs
probabilistyczn: dopuszczamy odrzucenie prawdziwej hipotezy néggaigj niz 3 razy na 1000 decyz;ji.
Zastpienie testu & analogicznym testemd? oznacza odrzucanie prawdziwej hipotezy nigdej niz
1 raz na 20 decyzji.



Uktad pomiarowy

Do dyspozycji masz:

dwa mierniki uniwersalne Brymen 805;
zasilacz statego naguia;

przewody z kacowkami;

zestaw pomiarowy 1:

- ptytka drukowana do testowania pr. Ohma i
pr. Kirchoffa (ta sama, co Wwiczeniu 1),

- oporniki o opornéciach w zakresie od kilku
do kilkudziesgciu kQ,

zestaw pomiarowy 2:

- ptytka drukowana z bater{Rysunek 5),
- oporniki o opornéciach w zakresie od
kilkudzieskciu do 200Q.

Rys. 5. Uktad pomiarowy do wyznaczania
opornaci wewrgtrznej baterii.

Wykonanie ¢wiczenia

1.

2.

Zmierz omomierzem waroi oporngci opornikdw w zestawie pomiarowym 1 oraz wyznage i
niepewngci pomiarowe.

Zbuduj obwdd szeregowy, jak na rysunku 3. Wykomjysasilacz jakardodio napécia.

Uwaga praktyczna do dobrej praktyki (wymaganej przez normy) uglerzestrzeganie zasady:
czerwony kabel podtzamy zawsze do ,gecego” zacisku na zasilaczu. Wk zasilacz i zmierz
napkcia Vag, Vec, Vep ha kadym z opornikédw oraz na wszystkich trzech opornikacznie Vap -
pomiar megdzy punktami A i D, czyli napkcie (sita elektromotoryczna) zrodta.
Notuj doktadnie format liczb, w jakim miernik dwyietla wartgci (takze w przypadku wyboru
automatycznego zakresu pomiarowego miernika),z gftymat ten okrda zakres, na ktorym
wykonano pomiar, a Wt okrella tez dopuszczalny bl graniczny pomiaru.

Wyznacz dla zmierzonych wadtm napk¢ Vas, Vsc, Vep 1 Vap dopuszczalne bily graniczne
wskaza woltomierza oraz wartgi niepewndci pomiaru o. Wyznacz take niepewn& sumy
V =Vag+Vec+ Vep. W tym celu skorzystaj z opisanej wg] metody sumowania wariancji
sktadnikow dla wyznaczenia wariancji sumy tych dki&dw.

Zastosuj metogltestu & dla rozstrzygricia, czy otrzymane z pomiarow waitd V i Vap Sa ze
soly zgodne, czyli czy wynik sumyV = Vag +Vec + Vep jest zgodny ze zmierzerwartascia sity
elektromotoryczneMap, a wkc czy pomiary $ zgodne z Il prawem Kirchhoffa. Do obliczew
punkcie 3 i 4 meesz wykorzystaarkusz kalkulacyjny dla niniejszegwiczenia w programie Calc
z OpenOffice.

Zbuduj obwod réwnolegle pggzonych opornikdw, jak na rysunku 4. Zastosuj aagijakozrodto
napkcia.

Po podiczeniu zasilacza, zmierz gaenia padu I, |, orazl; w kolejnych gatziach z opornikami
Ri, R i Rz obwodu z rownolegtym patzeniem opornikbw z Rys. 4 oraz zmierz w&ftcatego
pradu | ptynacego zezrodta napgcia.

Dla danych uzyskanych w pomiarach w punkcie 6, vagznich niepewnii i sprawd zgodndé
wynikow pomiaru pgdu | oraz sumy li+l,+l3 stosugc kryterium testu 8, czyli sprawd



zgodnad¢ pomiarow z | prawem Kirchhoffa. Do obliczenazesz znowu wykorzystaarkusz
kalkulacyjny dla niniejszegéwiczenia w programie Calc z OpenOffice.

Pomiary z wykorzystaniem zestawu 2 (wyznaczanie oppowewnegtrznego baterii).

8. Zmierz omomierzem warfoi opornikéw z zestawu pomiarowego N
2 oraz wyznacz ich niepew$m pomiarowe. Nie wymieszaj @
_»

I

opornikéw z zestawow 1 i 2.

9. Korzystajc z elementéw zestawu pomiarowego 2 zbuduj uktadlja | E —
na Rysunku 7, w ktoryntrodiem sity elektromotoryczndg jest @) I
bateria o nieznanym oporze westnznym r, a oporR, to jeden R,
z opornikow z zestawu 2. Za pomauniernikdw zmierz nagcie na r
zaciskach baterii oraz raenie padu ptymcego w obwodzie.
Wykonaj taki pomiar dla kalego opornika z zestawu 2 zmien@j e
w ten sposéb pd ptymacy w obwodzie. Czy obserwujesz zmiany N
mierzonego napcia? Czy w tym déwiadczeniu zmienia sisita
elektromotoryczna baterii?

Uwaga czerwony okggty przycisk sty do zamykania obwodu; wykorzystuj go tylko na czas
odczytywania wskaza miernikbw — nie trzymaj baterii wézonej przez diej niz przez kilka
sekund.

10.Z praw Kirchhoffa wynika, 7z jesli do zaciskow baterii o sile elektromotoryczndt i oporze
wewrgtrznym r podhczymy opdr zewgtrzny R (rysunek 7), to natenie | pradu ptyracego
przez batet i napkcie U na jej zaciskach spetnigpaleznosé: U = E —rl . Zaktadajc, ze sita
elektromotoryczna i opOr wewtizny baterii g state, wykorzystaj dane uzyskane w punkcie 9 do
wyznaczenia obu wiellkgi E oraz r. W tym celu wykonaj wykresU= (1) i dopasowanie do niego
linii prostej metod najmniejszych kwadratow - wyznacz waib E oraz r z tego dopasowania. Na
wykresie zaznacz niepew§t pomiarow U oraz I, aby to zrokhi w programie Scidavis nalg w
tabeli danych utworzydwie dodatkowe kolumny, oznaczje (Set Column As...) jako zawiesap
X Error oraz Y Error, a nagtnie z menu Grap&Add Error Bars... przez wybér odpowiednich
kolumn dorysowé bledy dla punktéw pomiarowych.

Rysunek 7

11.W sprawozdaniu m.in. przedstaw w tabelkach wynidnparéw i obliczé niepewndci z punktow
3,4, 617, przedstaw wyniki zastosowania testyBzedstaw wyniki pomiaréw z punktu 9 i wykres
wraz z dopasowaniem z punktu 10. Opisz krotko uayskwyniki i sformutuj wnioski z pomiaréw.
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